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Mémoires  de  P  Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- Lettres 
de  Berlin,  t.  XXIV.  1770.) 


Je  vais  donner  dans  ce  Mémoire  une  méthode  très-simple  et  très-géné- 
rale pour  réduire,  les  racines  des  équations  littérales  en  suites  infinies, 
matière  sur  laquelle  plusieurs  Géomètres  se  sont  déjà  exercés. 

Ma  méthode  a,  si  je  ne  me  trompe,  de  grands  avantages  sur  toutes  les 
méthodes  connues  pour  le  même  objet: 

i°  Elle  donne  l'expression  de  chaque  racine  de  l'équation  proposée, 
au  lieu  «| ne  les  autres  méthodes  ne  donnent  ordinairement  que  l'expres- 
sion d'une  seule  racine; 

2"  Elle  donne  les  racines  cherchées  par  des  séries  régulières,  c'est-à- 
dire  telles,  que  leurs  termes  suivent  une  loi  générale  et  connue,  de  sorte 
qu'il  est  très-facile  de  les  continuer  autant  (pie  l'on  veut: 

>"  Os  sei  ies  sont  de  plus  telles,  qu'on  peut  aisément  trouver  la  forme 
de  leurs  derniers  ternies,  et  en  déduire  les  conditions  qui  les  rendent 

convergentes  ou  divergentes; 

V  On  peut  aussi  par  la  même  méthode  avoir  l'expression  d'une  pnis- 

■    Lu  .1  l  académie  le  1 8  janvier  el  le  5  avril  1770. 
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sance  quelconque  de  la  racine  cherchée,  et  même  d'une  fonction  quel- 
conque de  cette  racine; 

5°  Enfin  cette  méthode  s'applique  également  aux  équations  transcen- 
dantes qui  renferment  des  logarithmes  et  des  arcs  de  cercle,  et  peut 
servir  à  résoudre  différents  Problèmes  importants  de  cette  espèce  d'une 
manière  plus  simple  et  plus  exacte  qu'on  ne  pouvait  le  faire  jusqu'à 
présent. 

§  1.    —  De  la  manière  d'avoir  la  somme  des  puissances  d'un 
degré  quelconque  de  toutes  les  racines  d'une  équation  donnée. 

Quoique  la  solution  de  ce  Problème  soit  assez  connue,  je  crois  pouvoir 
la  donner  ici,  tant  à  cause  du  rapport  qu'elle  a  avec  le  sujet  de  ce  Mé- 
moire, que  parce  que  la  méthode  dont  je  me  sers  est  en  quelque  façon 
plus  simple  et  plus  générale  que  celles  qu'on  emploie  ordinairement. 

1.  Soit  une  équation  d'un  degré  quelconque 

(  A  )  o  =  a  —  bx  -+-  ex2  —  dx3  -+-..., 

dont  les  racines  soient  p,  q,  r, ...;  on  aura,  par  la  théorie  connue  des 
équations, 

(  fi  )  a  —  bx-+-  ex2  —  dx3  -t- . . .  =  a  (i—  —  j  (  i  —  —  j  (  i  - 

Donc,  en  divisant  par  a,  on  aura 

bx  —  ex2  -+-  dxs  —  ... /         x  \  /         x  \  /         x 

a  ~\         p)\        q)\  r 

et,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

/        bx  —  ex2  -h  dx*  — . . .  \       ,      /        x  \       ,      [        x\       ,       (        x 
l°Z[l a )=log^--j+log^--j+log^-- 

Or,  on  a,  en  général, 

Iog(i  — «)  =  —  «—  -—  j  — ...; 
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donc 

log(,-^+log(i-|)+log(i-^+... 

/l      I      I 

=  —  x 1 1 h. 

\p         q         r 

x2  I  i  i  i 

—  +  -2  +  -  +  • 

2  \p-       q2        r2 

x3  I  i  i  i 

3  \p3       q3       r3 


Donc,  si  l'on  développe  la  quantité 

,       /         bx  —  ex2  -+-  dx3  —  .  .  .  \ 
-log^,-  —      j 

t'ii  une  série  de  cette  forme 

Ax  -+-  Bx2+  Cr3  +  .  . ., 
on  aura 


A  = 

i       i       i 

— i 1 h. . ., 

p         q         r 

:>R 

i          i          i 
J'  +  q1  +  7*  +  '  "  '  ' 

n:  = 

i         i         i 

/'         7         ' 

•1.  Puisqu'on  suppose 

,       /         bx  —  ex2  -+-  dx3  —  .  .  .  \ 
—  log  (  i  —  \x  -f  B.T1  -+-  Car*  +  . . ., 

un  aura,  en  prenant  les  différentielles  de  pari  el  d'antre  el  divisant  parr/.r 

b  -  ■?,  ex  4-  3  dx7  —  ... 

,  .   ,  \  \\  r  H    M,x7  '  .  .  .  , 

«-W  +  CX7  -     'Ir 
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d'où,  en  multipliant  en  croix  et  comparant  les  termes,  on  tire 

A=», 
a 

„        \b  —  ne 
nB  = 


3C  = 


a 

n.Bb  —  Ac-hid 


a 


et  ainsi  de  suite;  ce  qui  donne  les  formules  connues  de  Newton. 

De  cette  manière  on  ne  peut  déterminer  chaque  coefficient  qu'à  l'aide 
de  tous  les  coefficients  précédents;  mais  si  l'on  voulait  avoir  tout  de  suite 
l'expression  du  coefficient  d'une  puissance  quelconque  x'n,  coefficient 
que  nous  appellerons  M,  et  qui  sera  par  conséquent  égal  à 

i         i         i 

p"1       qm       r'"  ~*~  '  " 


m 


on  pourra  s'y  prendre  de  la  manière  suivante. 

3.  On  considérera  que 

/         bx  —  ex2  -+-  dx3  — ...  \  (        bx  \       .       T         —  cx2+dx3 

log(i-  —     —  )=Iog(i-T  )+log     .-       -j—fc 


Soit,  pour  abréger, 

—  ex-  -+-  dx3  — ...  

—  A, 

(t 

en  sorte  que  l'on  ait 

/         bx  —  ex'1  -+-  dx3  —  —  \       ,       /         bx 
log    i — — -  —  log 


[—  ex2  -h  dx' 


bx 
a 


Donc,  réduisant  ces  deux  derniers  logarithmes  en  série,  on  aura 
bx  —  ex2  -4-  dx3  —  . , 


—  log  [  i  - 


a 
bx       b2x2       b3x3  X  X  \3 


a  id'         3  a3  bx  I         bx\2        „  /         bx 

i 2      1- 3      i 


?  ■(-=)'  »o 


a 


A  -+-  Bx  +  Cx2  +  .  .  .  +  Mxm-\- 
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Or,  on  sait  que 

i  bx        b2x2       b3x3 


bx 
a 

i 


a  a- 


?.bx        Sb'x2        ^b3x3 


(-S)' 


—=■; 


i   /  -y. . 3 . bx        l>.L.b2x2        4 . 5 . b3 x* 

bx  \3       ■>.  \  a  a2  a3 


i  i     /  2.3.4.6.r       3.4.5,/^.r2       4.5.(>./>3.r 

6j?  \ 4        7, .  3  \  a  a1  'a3 


-T 


et  ainsi  de  suite. 

Donc,  si  l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité, 

X  =  oc  x1  -+-  a.y  x3  -4-  a2  x4  -I-  .  .  . , 
X2  =  (3  X4  +  (3,  #s  -4-  (32  «•  +  ..., 

XI  =  y  jf6  4-  yt  a:'  -+-  y,  x8  -4- .  . . , 


il  est  facile  de  voir  que  le  coefficient  de  la  puissance  x'"  dans  la  quantité 

X 

— — j-i  développée  suivant  les  puissances  de  .r,  sera  représenté  par 


b\m~1  /b\-—s 


que  celui  de  la  même  puissance  .7'"  dans  la  quantité  — j—     .      -  sera 

a  ) 


(m-3)(3^V  <  +  f/»-4)pi(^'"    +...4  3„  1 


et  que,  dans  la  quantité 


-t) 


»  Il  scia 


I  /  b  \"'    '  1  b  .  '"    ' 

-  . J  (  /n  -  4  ) ( m  —  r>  j  y  (  -  )      4-  (m  -  5)(/n  —  6)y,  I  -  J      -4- ...  -♦  1 .  •» .  ym_,  , 


et  ainsi  des  autres. 
III. 
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De  là  il  s'ensuit  qu'on  aura 

M  =  - 


m  \  a 


■b\°>->  (b 

al-  +  a,     - 

,  a  /  \  a 


;[(— »)p(ï)"  +  (  — «)P.(ï)""+:--  +  ^ 


-^  (m  — 4)(m  — 5)yf-j      +  (m  —  5){m  —  6)y,  /-j      +  ...+I. 2.y„,_(; 


Donc,  puisque 


on  aura,  en  général, 


M  m 


i  i 


//"       g'"        r" 


i  i 

—  H 1-  .  . 

6\»  //> 

-       -4-  m  a     - 
a  /  \a 


t-  /»  a,  (  - 


m<x,„-_ 


m  (m  —  3  )  ft  ^  6 \ ",_<  t    m  (m  —  4  )  a   l ^ 

'  P1 


»        + 


m 


+  .  .  .  H Ô„,_, 

2 


/«(m  —  4)(m  —  5)     /  b\'n"1      m  (m  —  5)(/»  —  6)      /ÔX'"-1 


2.3 


2.3 


**S 


3-/_ 


/h  (w; —  5)(m  —  6)  (m  —  l)  $  ( b\m~*      '»(m  —  6)(/»  —  rj)(/n  —  8)^  /b\'"-"  m, 

2.3.4  °W  2.34  W     +'"+4°" 


4.  Exemple  I.  —  Soit  l'équation  du  second  degré 

«  —  bx  -\-  ex'1  —  o  : 
on  aura,  dans  ce  cas. 


donc 


c3  X''' 
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donc 


c  c'  c3 

-'    ?  —  — ,'    y  —  — "3'  — 


el  toutes  les  autres  quantités  a,,  |9 nulles;  donc,  si  />et  <y  sont  les 

racines  de  cette  équation,  on  aura,  en  général. 


1           I 

1 = 

p'"       (f 

1  b  \'"       me  (b  \"--       m  [m  —  3)c- 
\  a  j          n    w()                    2  «-' 

m  (  m  —  4  )  ( m  —  5  )  e3  (  h  \  '"   " 

(ï)" 

2.3.«3 


en  continuant  cette  série  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  puissances  néga- 


tives de  -• 
a 


5.   Exemple  II.  —  Soit  encore  l'équation  générale  du  troisième  degré 

a  —  bx  -4-  ex1  —  dx3  =  0  : 
on  aura,  dans  ce  cas, 

—  ex2  -+-  dx*  .r'  ,  ,    , 

X  — — {c  —  (fx  ), 

a  a 


et,  par  conséquent, 


Don* 


X*  =  —  [C1  —  70  (/X  ■+-  <1'X'-  ). 

a1 


\3—  -  (c3—  3e2dx  -+-  3tv/'.r2  —  r/3x3  ;. 
a3 


C  r/  C*  'cr/  7 

«7  a  a*      r  a  as 


r/ 

? 

c' 

p.=- 

'<■(/ 

1  —  —  1 
a 

=  «>' 

,1 

- 

3<     ./ 

y  =  - 

■/' 

Donc,  nommant  //.  y,  /•  les  trois  racines  de  l'équation  proposée,  on  aura, 
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en  général, 


i  i         i 

1 1 

P'"       '/'"       '"" 


b\'"       me  /b\"—-       md  I b\"—3 
il  a    \a  a    \a) 


+  'n(m-S)  ^  fb\""'_   m(m-^)  2cd  /*\m-s+   *»(;»- 5)  rfj  /*\— ' 
2a2  \a/  2a2  \a/  2a2  \  «y 

w  (  m  —  4  )  (  m  —  5  )    3/^y"-6       m(m  — 5)(m  — 6)  //>\"'-' 

2. 3. a3  '   \ay  2. 3. a3  \rty 

_  m(m  — 6)(m  — 7)  3^s  f  by-*  +  m(m—  •j){m  —  8)  rf3  fb\m"'_ 
■?..S. a3  \a)  2. 3.  a3  \aj 

celte  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  des  puissances 
négatives  de  -■ 

6.  Exemple  III.  —  Soit  l'équation 

«  —  bx  —  x"  =  o  : 


on  aura 

donc 

donc 


X=— , 
a 


X2=— ,     X3=  — ,..., 
a2  a3 


a  a2 


et  toutes  les  autres  quantités  nulles;  donc 


1         1         1 


P'"  W 

m  (  b  \  "'-"       m  (  m  —  2  n  -+- 1  j  /  A  \  m~-'" 


4- 


a  \aj  1a2  \a 

m  (m  —  3 «  -f-  2 )  ( m  —  3 «  +  1  )  I  b 


2 . 3 .  a3 

[m- 

>.3.4.«( 


m{m  —  4«  +  3)(m  —  4" +  2)  (m  —  4«4-i)  /4\"~  '" 


jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  puissances  négatives  de  -• 
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7.   Au  reste,  quoique  nous  n'ayons  donné  que  la  formule  qui  exprime 

la  somme  des  puissances  w       des  quantités -»  -•  -,•••  \p,  q,  r,...  etanl 

les  racines  d'une  équation  quelconque  donnée),  il  est  facile  d'avoir  aussi 
l'expression  de  la  somme  des  puissances  n"m"  des  racines  mêmes/?,  q, 
r,...:  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  changer  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée en  leurs  réciproques,  en  écrivant  —  à  la  place  de  r;  car,  nom- 
mant //,  q',  /',...  les  racines  de  l'équation  transformée,  on  aura 


i  i  i 

. . .  =  //"  +  q-  +  i" 


r 


F"       <l 
Puisque  (3) 

X  =  aj'!-l-(j;1j!  +  ...) 

V       p*4  H- p,  #•'+..., 

X3  —  yx"  -+-  y,  x1  ■+- . . . , 
» 

il  est  clair  que  si  l'on  fait  a?=—  ?  et  qu'on  nomme  Y  la  fonction  de  y 
dans  laquelle  X  se  changera,  on  aura 

Yf"  =  y.ym-'1  +  a,  )"-3  -+- .  .  . , 


ily 


-  (  m  -  3  )  pr"'-'  H-  (m-  4)  p,  j— »  + . .  . , 


,/-(  Y3>-'"-+2) 

d'         =  (  m  -  4  )  (  '»  -  -5  )  y .)-  6  4-  (  m  -  5  )  (  m  -  6  )  y , .  ) 


D'où  il  s'ensuil  qu'on  peut  mettre  la  formule  du  numéro  cité  sons 
celle  forme 


i  \        )•'"       _,  i   (UY')-"+<)  i     rf»|  \  »y"*«) 

■    \  )■'"  n .       ■—  -f- 


/•"'        "  '        ni  >  */  r  2.3         <l  ) 


pourvu  qu'oïl  y  Bubstitue,  après  les  ditl'erentiations,       ii  la  place  de  y, 

el  qu'on  ail  soin  de  rejeter  ions  les  termes  qui  contiendraient  des  puis- 
sances négatives  de  y  ou  de     •  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  les 
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Exemples  précédents.  De  cette  manière  on  pourra  très-facilement  trou- 
ver la  somme  des  racines  d'une  équation  quelconque  élevées  à  telle  puis- 
sance qu'on  voudra. 

,^  II.   —  De  la  manière  de  trouver  par  les  séries  la  racine 
d'une  équation  quelconque. 

S.  Reprenons  l'équation  générale 

(  A.  )  o  =  a  —  bx  +  ex2  —  dx3  ■+- . . . , 

dont  on  suppose  que  les  racines  soient/?,  q,  /,...,  et  voyons  comment 
on  pourra  trouver  la  valeur  d'une  de  ces  racines  en  particulier. 
On  aura  d'abord,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  §  I, 

H  a  —  bx  -+-  ex-  —  dx*  +  ex'  —  .  .  .  =  a  (  i  —  '—  j  (  r  • )  (i  —  — 

\     p)  \     q  J  \     r 

Qu'on  divise  cette  équation  par  bx,  et,  en  y  changeant  les  signes,  on 
aura 

a        ex  —  dx'2  +  ...  _  ai         x\   I         x\  *         x' 

bx  b  bx  \         p  j  \         q  I  \         /• 

=£(-£)■(-!)  (-v 

Donc,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre, 

I  ,       I         a         ex  —  dx-  -+- . 
\  log  (  i  - 

:c) 


=  log£  ^log  (,-  £\  +log  (i-|)  +  log(«-  Z)  +. 


bp  °\         x)  q 

Donc  faisant,  pour  abréger, 


a  i  , 

X  =  — h  ex  —  dx1  -+-  ex1 
x 


\  n  x 

et  réduisant  en  série  les  logarithmes  de   i ^>   i  —  ^>   i  —  —  >•:•>  on 
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aura,  après  avoir  changé  les  signes, 


/  X 


b         ?.62        3  b3 


(l>) 


,       l>l>       P         P7         P3 
a         x        u'        3.r3 


.r'  /  i  i 

—  (  -ï  +  -,  +  ■ 


X3   I    I  I  \ 


-I- . 


15 


Or  cette  équation  doit  être  identique,  puisqu'elle  vient  de  l'équation 

identique  'B);  donc,  si  l'on  remet  à  la  place  de  X  sa  valeur 


-i-  ex  —  dxl  -+-  ex3  —  . .  . , 


et  qu'on  suppose 


b   +  ob1    h  36» 


*  -I-  -  4-  — ,  -1-  A  +  ■  •  •  1        (A* 
X         X1         x% 


on  aura,  par  la  comparaison  des  ternies. 


a  '        '         7.  3 


Ainsi  l'on  connaîtra  non-seulement  la  valeur  de  la  racine  />.  mais 
celle  de  son  carre,  de  son  cube,  etc.,  comme  aussi  celle  de  SOI] 
ritlime,  qui  sera 

log/?       y.       log  x    •    log  j- 

9.  Exemple  I.       Soit  l'équation  du  second  degré 

a  —  bx  -+  ex'       o  : 
on  aura  dont 


IIIISSI 

loca- 


\  •  ex; 

X 
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donc 

A2  = 1-  iac  -+-  (rx2, 

x2 

a3        3a2c 

X3  =  —  H h  3ac2x  +  c3.*3, 

.r3  .r 

«4        Aa6c 
X4  =  —  +  ^— ; h6a2c2  +  4«c3^-'-i-  t"4^-4, 

et  ainsi  de  suite;  donc 

2«e       4-^-fl't-       6.5.^.a2c* 


x 


P 


y 


2.62  2.4. 64  2.3.6.6e 

a       3  #2  c       5 . 4  •  a3  c2       7  . 6 . 5 .  a4  c3 
6  +  T63"  +  1T5T6~  +    2. 3.  7.  A'    ^ 

a2        4  «3  6'       6 . 5 .  a4  c2       8.7.6.  a6  c3 

-|_  _£ _)_ _|_    i 

2  62        4  ^  2.6.6e  2.3.8.6" 


et  par  conséquent,  en  mettant  a?  à  la  place  de  p, 

a       ac       3a2es       5.4-^f" 

loga-  —  log7  +  -j-  +  — j—  h 5—7— 

D6        b-         ■2.b!l  2.3.01' 

a        a2c        La3c2       6.5.a4<?3 


6         63  26*  2.3.  67 

x1  _     a1         a3c        ^auc2       7.6.  ab  c3 

~2   ~  2F  +  ~W  +     26e     +     2  .  3  .  68      +  ' 

.r 3         «3         a4  c        6  as  c2        8.7.  a6  c3 

T  =  ~U3  +  T^  +  T67"  +    2.3.6»    +"" 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

x'"  _      a'"  am+'  c       (/»-+-  3  )  a'"+2  c2       (  m  -f-  5  )  (  m  -+- L  )  a'"+3  c3 

ni         m  6'"        Ir^  2  6"'+4  2.3. 6m+f 

En  effet,  cette  équation,  étant  résolue,  donne 


6      .    1/62  —  Lac 

x  =  —  ±  1 ! —  : 

ic  ic 
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or,  en  réduisant  en  série  le  radical  \JW—  kac*  on  a 

".        lac       (sac)7        i.3(?.ac)3        i.3.5(2ae)' 
~T  263  2.3. 6S  2.3.4./r 

ou  bien 

,  /  «c       rt-c2       4«3c3       6.5.a*&  \ 

de  sorte  que  les  deux  valeurs  de  x  seront 

h        a        a-c        4ac"       t>.5.a*e3 
c       Â         A3  o.b'*  2.3.67 

«        rt2c        4«3c2       6.5.«'c3 

7  +   -7—  -f-  -^-rr-  H f-rr   +  .  .  .  ; 

6  ft'  7.0  2.3.0 

or,  cette  dernière  esl  précisément  la  même  que  celle  que  nous  avons 
trouvée  plus  haut. 

10.  Connue  toute  la  difficulté  se  réduit  (8;  à  trouver  les  coefficients  y, 
|3,  ■/,...  des  puissances  négatives  de  x  dans  la  série 

\         X2         X5 
b   4   7./>2  +  36» 

tachons  de  rendre  la  recherche  de  ces  coefficients  aussi  facile  et  en 
même  temps  aussi  générale  qu'il  est  possible.  Pour  cela,  je  remarque 
que 

de  sorte  que,  comme 


«  1 

\  \-CX-     il >         ■   ■ 


> 


si  l'on  l'ail,  pour  abréger, 


II         il  1  1  Xi  — . . . 


lit. 


18  METHODE   POUR   RESOUDRE   LES  ÉQUATIONS 

on  aura 

\         X2         X3  /         a 


de  sorte  qu'en  réduisant  ces  deux  logarithmes  en  série  on  aura 

X         X2         X3  «  a2  a3 

/<  2  62         3i3  />.r        26-^--         3  63.r3 

4- 


et,  par  conséquent  (8), 


4.  +<.<H * h.„—  iog  _L  +  /_  +  J      +  J_ 

/>.r       •>.!)' x-  a  a        x        >.x-        ïx* 

bx 


q       r 


2   \  <y-        /-  / 


x*      1          1 
-+-  -s- 1 1-  ■  •  • 

3  \ç3      rj 


Or,  nous  avons  déjà  vu  plus  haut  (3)  qu'on  a,  en  réduisant  en  série. 


1  a  a'  <r 

a  bx        b2x2        b3x3 

bx 


ia         îa2         4  a3 
bx        b-x-        bsx3 


(«---y 


6jc  />-'.t- 


et  ainsi  de  suite. 

Donc  si  l'on  suppose,  en  général, 

\  —  tu  4-  tn,  x  4-  sj,  ,r2  4-  rn^  .r3  4- 
£2  =  p  +  p,  x  H-  p2  .r2  4-  p:,  .r3  4- 
<-3  =  a  4-  ffi  j:  -f-  ffa  .r2  H-  7j  j:3  -I- 
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on  trouvera,  en  faisant  abstraction  des  termes  qui  renfermeraient  des 
puissances  positives  de  .r, 

?  a  a:  a' 

a  />  />3  />3 

A.r 

1    /     a  aJ  a3 

i    /     a-  a3  a4 

~î — ;  l  CT  71  "u  ra'  71  ~*~  roï  T7  ""*"  • 
.r2  \      o-  »3  o4 


2      I  —  — 

'         bx 


(  a  a-  a3 

[P  +  apt  -g  ■+-  3p2  p  ^-4p,p-h. 

..      «-       ,     a3 
i     /_    a'       ,     a3       r     «'  \ 


ila       „     «-       ,     a 

—  -0 


■?.  .3  \  «  «- 


^("'•vh4+K+...) 

4-  -  -       3. 4-0-  r     H  4.5.  7,  ^  -4-  5.6.  72  -.-+..  . 

2.6.X1  \  h  h  />*  y 

» 

el  ainsi  de  suite. 

Donc  enfin,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation    E   ci  comparant 

les  termes  affectés  de  x°.  x  ' .  x  " à  cause  de  loi»    '   —  loge       loi>  T- 

un  trouvera 

•/  </  «  <;  > 

\Ogp        In^  r  -»- W -4- BT,  |         m2  -.-   ■+■  BJj   .-  -t-  .  .     I 

1    /  "•,"/"  I 
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i 
^73 


I  .  2  .  7  +  1.3.7,  t   +    3  .  i  .  7-  7 h  .  .  . 

b  bJ 

a        ..    ,    . 


a;3>4V..a.3.r  +  a.M.Tlî  +  3.4.5.Tlli+-. 


a  a  a-  dr 


a  et? 

i2PT  +  3pl7- 


a? 

4P-  -,- 


a>3    a.S.erj  +  S.^ff.j; 


+  4.5.ff2T-  +, 


a*  /      a-  a3  œ 


2  /      a'        .     a3  a* 


2    /  aJ  a3  a4 

—    3.4.^+4.5.^+5.6.^ 


«3        _  /     a3  a4  a' 


3  /.     a3        .a4 

ô   4p^+5p,^+6p2 


3    / 

2.3 


4-5-  7^+5.6.^,^+6.7 


et  ainsi  de  suite. 


1 1 .   Maintenant,  puisqu'on  a  supposé 


£  =  rz  -+-  sj,  x  -+-  m, x: 
£2=  p  +  p,  x  +  p2  ,r- 

£3  =  (7  +  (7,  #  +  (Ta  .T2 
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H  ainsi  de  suite,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura,  en  faisant  x  =  j- 

,       i   d{%x)  i    d^l'x2) 


—  X  -+-  l  X  -T- 


i    d(l2x')  i      ,/-'(;\r:1 


.  3        r/x-' 


■?,       dx  i .  3       dx- 

i    û?(£2jr*)  i      d-{'i}x> 


=  .r2-4-   3      ^5 


<7.r 


,  3       <•/.?  ■-' 


et,  en  général, 

(  F  )  p'"  =  2&"1  -+-  m 


'Ç    ytll 


d(l-x'"+>)  i     d'{'e.c" 


?.         r/.r  2 . 3         dx- 

Ainsi ,  />  sera  une  des  racines  de  l'équation 

o  —  a  —  bx  -+-  ex2  —  dx3  -+-..., 


OU  bien,  à  cause  de 


y ex  —  dx'  -+- . 

~b~ 


de  l'équation 

(G)  a  —  bx  •+-  bx^,  =  o, 

i  étant  une  fonction  de  x. 

12.  Exemple  II.       Soit,  par  exemple,  l'équation 

a  —  bx  -+-  ex"  =  o  ; 


on  aura,  dans  ce  cas. 

et,  par  conséquent, 


bx\  —    ex". 


h 


donc  en  nommant  />  une  des  racines  de  cette  équation,  on  aur 
néral, 

I  C'    <lxm*-2"    '  e*        il.i 

,  , 


i.  cil   :jc 


pf"  —  X"'  +   /H    (   y       | 
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en  mettant,  après  les  différentiations,  t  à  la  place  de  ,r;  ainsi  l'on  aura 
(en  changeant  p  en  x) 


a'" 
x'"  = h  m 


[  m  -+-?./!  —  i  )  c'am+'"1- 


\n>A-in 


(m  -i-  3n  —  i)(/n+3n  —  2  )  c3a",-+-■1"--• 


•+ 


2 .  3 .  bm+3n 

(m  -+-  4»—  ')(«*  -+-  4"  —  i){m  -+-  4«  —  3)c4a",+4"-4 
2.3.4.6m+<n 

Si  l'on  l'ait  a?=  —  »  en  sorte  qu'on  ait  l'équation 

«>■•"  —  Ar"-'  +  c  =  o, 

on  aura  r'"  =  a?-'*;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  /w  négatif  dans  la  formule 
précédente  pour  avoir 


6'" 

r'"  =  -      —  m 
a'" 


cb'"-"        (  m  —  i  n  -+-  i  )  c-  6"1-2" 

(  /«  —  3  il  -+- 1  )  (  ni  —  3  n  -+-  i  )  c3  fr"-3* 


-•] 


Je  dois  remarquer,  à  l'égard  de  cette  dernière  formule,  qu'elle  a  déjà  été 
trouvée  par  M.  Lambert,  qui  me  l'a  communiquée  il  y  a  quelque  temps 
sans  démonstration. 

13.   Exemple  III.  —  Soit  l'équation  à  quatre  termes 

a  —  bx  -\-  ex"  —  xr  =  o  ; 

on  fera 

bx  \  =  ex"  —  xr, 

et,  par  conséquent, 

CX""'  —  xr~' 

i=-     -y         î 

donc 

c2  x2"-2  —  2  cxn+r~ ;  -t-  xir ~ ' 

et  ainsi  de  suite. 
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Donc,  en  mettant  x  \\  la  place  de  p, 

am  /ca"->-"-'        a"+r-v 


xr  = 


ar  I  ca"m,~'        ir^'-'  \ 

b"1  \  fr*-"  60I+r  / 

m  r 
2  I 

:/■  —  I  )  ft'"-1-"--   I 


(  m  +  •>.  n—  i)  c'a"14-"1-'  (  //?  4-  //  4-  r  —  î  )c«'"  '     ' 

km-htn  fom-i-n-hr 

1  />/  -f-  2T  — 


^ 


m    f  (  //*  -+-  3//  —  i)  (  m  +3»—  >  )  csa",+'"-s 

jkwH-3n 

(  m  4-  2»  +  r  —  i  H  m  -4-  •>.  »  4-  /■  —  ■>.  )  c:a 


m-t-in+r—3 


(  />/  -f-  H  +  ">./■  —  1  )  (  1)1  +H-+-  2  /'  —   2  ;  (7/  ' " 

+       '  A «■ 

(  /;/  -4-  3  /•  —  i  )  (  /;?  -(-  •>.  /•  —  ■>.  )  a'"  '■■■'    : 


//'"*  " 


14.  Exemple  IV.  —  Soit  l'équation  générale 

a  —  6d?  -I-  t'.r5  —  dx*  4-  ex*  —  fx*  4- . . . 
on  aura 

6#  ;       c.r-  —  dx*  -4-  f  .r4  —  /.'r1  4- .  . . , 


et,  par  conséquent, 


Y        ex  —  dx-  4-  ea?3  — /Je*  4- .  .  . 

*  =  "  /,      ' 

C'X-  —  20dx3  4-  (  rf2  4-    '.  Cl       '  ' 

Ir 

crx*  —  3c  dx'  -+-... 
-'       =— —   » 


C'X'  —  .  .  . 


Dont 


ar 


a  ■■'(■        a1"',/        <c't>        <c"f 


i  a  c         a       a 

'  h  '•■  I> I>" 

m  I  m  !   <p+*(*          m    ■    iut""\"</          m        î   ,i         ./ 

•  li  li"'  '  ■                                         li 
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m   Hm  -+-  5){m  +  4)#""+"3c3       (m  +  6)  (m  -4-  5)am+i.  lied 

m      r(m-f7)(m  +  6)(m  +  5)  «m+4  r 


] 


•+- 


0.3.4 


Si  m  est  éffal  à  1 ,  on  aura 

a        a2  c  a'  d  a*  e        œ  1 

A          />3  />s  fc5            />' 

2  rt3  c-  5  a"  cd  3  r/5  (  d1  -+-  2  ce , 


r>  a*  r         2 1  a5  cv/ 


1 4  «s  f4 


c'esl  la  formule  connue  de  Newton  pour  le  retour  des  suites. 
15.  Considérons  maintenant  l'équation  générale 

y.  —  x  -+-  <p  (x)  =  o, 

o  [x)  étant  une  fonction  quelconque  de  x\  comparant  celte  équation 

avec  l'équation 

a  —  bx  -+-  bx\  =  o 

du  n°  1 1 ,  ou  bien 

a  .. 

T  —  x  ■+-  xi  =  0, 

ri 

on  aura 

rt  ..       <o(x) 

x  =  T      et     £  =  î-i— i  : 
/>  x 

donc,  si  l'on  dénote  par  p  une  des  racines  de  l'équation  proposée,  on 
aura,  par  la  formule  (Y)  du  numéro  cité, 

t  ,        1   d.r"'-'\o(x)\-  1      d:x'"   '  \o(x)V  \ 

en  faisant,  après  les  différentiations,  x  =  2. 
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Or,  puisque  mxm  '  t=      ,     ?  il  est  visible  que  la  formule  précédente 


>eul 

se 

mettre 

>ous  ( 

■elle 

forme 

pmz= 

X' 

d  (  x" 
dx 

'}  ®{* 

'in- 

,d(x' 
i          dx 

lu 

(*)]• 

-4- 

2 

2 

dx 

3 

D'où  il  est  facile  de  conclure  qu'une  fonction  quelconque  de/?,  comme 
i  (p),  sera  exprimée  de  la  manière  suivante 

pourvu  (ju'on  change,  comme  nous  l'avons  dit,  X  en  y  après  avoir  exé- 
cuté les  différentiations  indiquées,  ce  qui  fournit  le  théorème  suivant, 
qui  est  très-remarquable  par  sa  simplicité  et  par  sa  généralité. 

16.  Théorème.  —  Soit  l'équation 

(il  y.  —  x  -t-  9  [x)  =  o, 

;  e/a/zJ  une  fonction  quelconque  de  x.  Que  p  soil  une  des  racines  de 
celle  équation,  c'est-à-dire  une  des  valeurs  de  œ,  et  qu'on  demande  la 
valeur  d'une  fonction  quelconque  de  p  comme  <l>  (p).  Qu'on  dénote,  pour 

plus  de  simplicité,  la  quantité  ' .  —  par  <y{x),  et  je  dis  qu'on  aura,  en 
général. 

I 

2.3  il  >  >.3-4  dx 

où  il  faudra  changer  »  en  y  après  les  différentiations. 

17.  Si  l'on  fait  x  =  y  y.  en  sorte  que  l'équation    11    devienne 

l     y. 
7. 
III.  | 
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cl  que  <y  soit  la  valeur  de  v,  on  aura  l'expression  d'une  fonction  quel- 
conque ty(q),  en  mettant  dans  la  formule  (I)  q  à  la  place  de  p,  y  à  la 

place  de  -r,  ^  ^      à  la  place  de  f  (y),  et  faisant  ensuite  y  =  i  après  les 

diiïerontiations. 

Donc,  puisque  q  =y=  —  •>  on  aura 

(  d,  f £\  =  ,l ( v-)  +  ?(«■>•) -y (r)     _l  gy(«rmr) 

'      \a/  ce  2a!  c/)- 

i      f/'9(aj)34/'(,)-)  ,         r      rfs9(a.r)4+'(r) 


?. 3. a3  dy1  2.3.4. a1  °0  3 

où  la  variable  y  doit  être  supposée  égale  à  1  après  toutes  les  différen- 

liations. 

18.   Donc,  comme  i-  (y)  =  I  'b'(y)dy,  si  l'on  prend  la  fraction 

VLr).  

.[.-.ti?2] 

el  qu'on  la  développe  suivant  les  puissances  de  s,  ce  qui  donnera 

y  (y)  ,   ?(«.r)f  (v)  ,  .  [?(«.r)]'<K(r)  ,  7J  [?(«r)?f  (r)  , 


1     </2 

?   S'1    en 


qu'ensuite  on  v  chauffe  -  en  /  dy,   z  en >  ~2  en 

1  '  v      z  J     '  :>.   dy  2.3  a) 

:— —  — ->  et  ainsi  des  autres  puissances  de  -;  et  qu'après  avoir  exécuté 
les  dilïérentiations  indiquées  de  cette  manière  on  fasse  y  =  1,  on  aura 


la  valeur  de  <1>  (  —  )'  x  étant  une  des  racines  de  l'équation  (H), 


y.  —  X  -+-  cp.r  =  o. 

Ainsi  l'on  pourra  faire  en  sorte  que  la  série  qui  représente  la  valeur 
de  'M  —  )  s0'lt  ordonnée  par  rapport  à  telle  lettre  qu'on  voudra;  car  pour 
cela  il  n'y  aura  qu'à  ordonner,  par  rapport  à  cette  même  lettre,  la  série 


LITTERALES  PAU   LE  MOYEN    DES  SÉRIES.  27 

résultante  de  la  fraction  — -, :-,  comme  on  va  le  voir  dans  les 

9  (<xx) 

i  —  z  - 

y. 

Exemples  suivants. 

19.   Exemple  V.  -     Reprenons  l'équation  générale  de  l'Exemple  IV, 

savoir 

o  =  a  —  bx  -f-  ex1  —  dxs  -+-  e-r4  —  fa ■'■'  -(-..., 

et  comparant  avec  l'équation  (H),  on  aura,  après  avoir  divise  par  />, 

a  ,     .       ex2  —  dx3  -f-  ex*  —  fxh  -f- .  .  . 


6'     y^>-  b 

Doue 

ç(«y)_  cm--       da'jr*       ea?y*        fa' )' 


a  62  />:1  /■"  I) 

de  sorte  que  la  fraction 


i 


I   *;    


y. 
sera 


r«  r2  rfa3  r3         ea3  )  ' 


Réduisons  cette  fraction  en  série,  el  supposons  d'abord  que  la  série  soil 
ordonnée  par  rapport  à  la  lettre  b,  il  est  clair  qu'à  cause  que  les  dimen- 
sions de  y  et  y  sont  partout  les  mêmes,  cette  série  sera  de  la  forme  sui- 
vante 

Pr1       Qr»       Rr4       Sr6 

/>'  //•  /;'  0' 

i\r  sorte  qu'en  multipliant  en  croix  et  comparant  les  termes,  on  trouvera 

I»  =  acz, 

Q  =  a  dz . 

R  =  a  ez  -f-  acz  P, 

S  =  a*fz  -+-  a'dz  P  -i-  acz  Q, 

T  =  aà£z  -+-  a*ez P  -f  aù/zi)  ■+■  aczR, 


Or,  si  l'on  développe  ces  valeurs  en  les  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
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sauces  de  z,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  seront  exprimées  de  celle  ma 

nière 

P  =Az, 

Q  =  Bz, 

R  =  Cz  +  C,  z\ 

S  =Dz  +D,z2, 

T  =Ez  +E,**+  E22J, 

> 

el  l'on  trouvera 

A  =  ac, 

H  =  «2tf, 

C  =  a3e,      Ci  =  «t'A, 

D  =  a4/,      D,  =  à-  d  A  -4-  «c-  B, 

E  =  a5g-,     E,  =  ase  A  4-  a2iB  +  acC,     Ej  =  acC, 


Donc,  on  aura, 

-JW =  4W+A  B  Ç+Ç^ 

_  z<f[ay)  1  z        h4'niri       63  •     T  lJ  j  6<       '      '   [-  ' 

D  +  D.2  E  +  E,.z  -+-E2z2       . 

— ^—  r  +  (r)  -+- gi r f  (.>•) -■■■• 

Donc,  changeant  -  en  /  dy,  z  en  -  t-»--  (18),  on  aura 


l'^l 


+  £r24*'(r) 
D    ,  D,    i  rf|>»+'(r)] 


où  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  y  =  i ,  après  avoir  exécuté  les  différentia- 
lions  qui  ne  sont  qu'indiquées. 
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Or,  comme  les  coefficients  A,  H,  G,...  ne  renferment  point  la  lettre  h, 
il  est  clair  que  cette  série  sera  ordonnée  relativement  aux  puissances  né- 
gatives de  b. 

Si  l'on  fait  <j>  (y)  =  ym,  ce  qui  donne  >y  (y)  =  my'n~l,  on  aura 

,,       m  (m +  3).,  ,.       m(m-f-4)« 

//'"  JT'"  m  A  ///  R  '2  2 

—  =  •   + 


/)-  63  b*  />s 

mE      m(m  +  5)      +  m(»  +  4)(»  +  5) 

2  2.3 

//■• 

El  si  l'on  t'ait  4  î'jk)  =  l°g,>',  d'où  -J/  ( y)  =  —  ?  on  aura 

.  .        -       C  -+-  -  C,       I)  +  ^  I),       E  +  -  E,  4  il|  Ea 

,      or  \        Is  2  2  ?.  > .  i 

'0ST  =  ,  +  F"ÎÏ+        b<  -F—H  -ftT- 

20.  Les  séries  que  nous  venons  de  trouver  sont  ordonnées  relative- 
ment aux  puissances  de  b\  si  l'on  voulait  qu'elles  le  fussent  relativemenl 
à  celles  de  a,  il  n'y  aura  qu'à  ordonner  de  celle  manière  la  série  résul- 
tante de  la  fraction 

i 


en  )-'  da2 1  ea?  y 

I  —  2       ,'         -:     Z 


/,-  ir  Ir 

Or,  comme  chaque  puissance  de  a  y  est  toujours  multipliée  par  une  pa 
reille  puissance  de  y,  il  est  clair  que  la  série  aura  celle  forme 


on  trouvera 


l  +  pT+QTxRT      S1F 


o 

b  b 

K_(.ezy  dzy       et  | 

/y  /;  /)  /; 
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Or,  en  développant  ces  valeurs  suivant  les  dimensions  de  -jp  elles  se 
trouveronl  exprimées  de  cette  manière 

8 =»¥-»■(¥)'+»■  (¥V^(¥V 


De  sorte  que  l'on  aura 


A=c, 
B  =^  -  </, 
G  =  e, 
D=-/, 


B,  =  çA, 

C,  =  —  rfA  +  cB, 

D,  =  eA  —  dB-hcC, 

? 

C  =  cfi„ 

D,=  —  r/B,  +  <?C, 

D3=cC„ 


Donc,  on  aura, 


z  r,  _  fii^zii 


*^  +  «^flr) 


■f-  a3     -f 1-  -— ^ 1 î-^- 

6<  65  6G 


*'(r 


.  /Djà       D,zr6   ,   D2z2j'       D3z3)-;  , 
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D'où  l'on  déduira  fi 8)  la  formule  générale 


51 


4> 


b,  L  c/[,r«  y (r)]  1 

c,  _  _.  rf[,r^'(r)l  +  ç» .  _l  <*'[rn>-)]  1 

6*     2         r/r  6e    a.3         rfya 

D,  _  i  (t[rKy(,r)]  +  D,    j_  rf'tv^'f.r)! 
i'     2  rfp  /):     2.3  r//' 


D,    _j_  rf»[.Vtj/(,r)|  1 
/>s  *  2.3.4         "V; 


où  il  faudra  l'aire  y  =  1 
Soient,  par  exemple, 


<\>{y)  =  ym   et    >Y(x)  =  mx 


on  trouvera 


m\  a 


01B       m  f//t  +  3)  B, 

~7T  T//-' 


\  mi'.        m  (  m  -t-  4  )  Ci        /»  (  /?'  +■  { ) (  /»  +  5  )  < !..  \  a 
~b~  ïb1  2.3.63  ]P 

[/m  F)       m  (m -i-5)l),       wi(m -4-5)(m-t-6)Da 
~T~  2./>2  2. 3.  /»■■ 

m  (iwh-  5)(m-+-  6 ) ( /»  -1-  7  )  pa  1  a< 


2.3.  {./. 


II 
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Donc,  si  m  =  r,  on  aura,  en  multipliant  par  tî 


A    a' 


I 


R        4R,  \a 

T  +  -L-ï-       T 

b         2  b2  \  b3 

C        5  Ci        5.6.C,T« 

—  -+- +  

b         2b2         2.3.// 


1- 

J6< 


[~D    ,   6D,       6.7.D,        6.7.8.D3~lg5 
+  [à  "     2"^  +  2.3.6'  +  2.3.4.6'  1  !>■ 

Et  si  l'on  fait  ty{y)  =  logv,  on  trouvera,  à  cause  de  logy  =  o  lorsque 

6.T  A    <( 


,ogT    /r  & 


B        3B,\  <r 
7T  +  il7]  62 

C       4  Ci        4 -5.  G  1  a 


b        ib'        2.3. b3  )  b 

D       5D,       5.(1. D,       5.6.T.DA  a* 


/,        26*        2.3.63        2.3.4.6V  6 


Au  reste,  les  valeurs  de  #'"  que  nous  venons  de  trouver  dans  ce  numéro 
et  dans  le  précédent  sont  les  mêmes  pour  le  fond  que  celle  que  nous 
avons  déjà  trouvée  plus  haut  dans  l'Exemple  IV;  mais  ces  valeurs,  et 
surtout  la  dernière,  sont  mises  ici  sous  une  forme  plus  simple  el  plus 
commode,  par  laquelle  on  voit  clairement  la  loi  de  la  série,  en  sorte 
qu'il  est  très-aisé  d'en  calculer  les  différents  termes  et  de  la  continuer 
autant  qu'on  voudra. 

21.   Exemple  VI.  —  Soit  proposée  l'équation 

o  r=  a  —  x  -+-  fix''  -+-  yxi'+i  -+-  a.r''""?  +  exi'^i  4-  ...  ; 
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en  la  comparant  avec  l'équation  (H)  du  n°  16,  on  aura 

cp  (x)  =  $xP  4-  yxi'-*-i  4-  oxi'+1i  4-  zxp+*i  4- .  •  . . 


donc 


Stocp~ '  f'  4-  yot.i'+'i^{  yP^v  4-  3a/'+2î-1  )•/'-•--'/  -+- .  .  . 


cl 


o  (  a  r)       1  —  Sa/'-'  rf.z  —  yxP+i~'  rP+iz  — . 

I  —  2  i_! — J—L  r  •  ' 


Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

xp  •i-\)-p-iz  —  u, 
el  l'on  aura  la  fraction 


1  —  $u[ay)i~  yu{ay)2i  —  on(  y.  rY'i  —  .  .  . 
laquelle,  étant  développée  suivant  les  puissances  de  ocy,  deviendra 

1  4-  P(ar)'4-  Q(«j),?+  R(«j)3?4-  S(  aj)4»4- 

où  l'on  aura 

Q=  Pj3«  4-  y  1/, 

\\  =Q(3«4-  Py«  4-<5k, 

S  =  R(3u  -t  Qy«4-  Vmi  1   sa, 


et,  développant  de  nouveau  ces  valeurs  suivant  les  puissances  de  //. 

P=r  \„, 

Q=:Bm  +  15  " 

II        C«        C|U  <■  "  , 

S      Dm  h   D,«J      D,«*      I» a  . 

I       Eu      E,  /.-      E  u    h  E,//1  -+-  E.11  . 


lll 
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les  coefficients  A,  B,...  étant  déterminés  de  la  manière  suivante 

A  =  p, 

B=7,  B,  =  (ÎA, 

C  =  *,  C,=7A  +  pB,                      C2  =  pB,, 

D=  D,=5A+7B4-PC,             Da  =  7Bl  +  pCl,               D3  =  pC2, 

E  =  Ç,  E,  =  gA  +  ^B  +  7C  +  pD,     EI  =  ^BI+7CI  +  PD|I     E,  =  vC,  +  5D3,     E,  =  f^D, 


Ainsi,  remettant  à  la  place  de  u  sa  valeur  xp~q~* yp ~qz,  on  aura 

V  (r) 

.y  (  r) 
=  hm/_;  +  Aa/'-\r/"|'(.r) 

-H  B  a/'+ï  '  yP+'i  y  ( j)  +  B,  a2''  - z  yV  <\>'  [y) 

+  Ca/'+2'?-'  y+'y"]t' {y)  +  C1aV+ï-,Z7V+î^'(iy)  4-  C,  oc*?-* z-y"'' û'iy) 

Donc,  pratiquant  les  transformations  enseignées  dans  le  n°  18,  on  aura 
la  valeur  de  <M— )  exprimée  par  la  série  suivante,  dans  laquelle  il  fau- 
dra se  souvenir  de  faire  y  =  i  après  toutes  les  différentiations, 

+  A  «p-« y  y  (y) 

+  B«^-r^y  (r)  +  b, <*~ . I  rf[.^f(r)1 

,   Cjc,»-3      '     d'[y>py(y)] 
i .  3  r//2 

\  d\  r2P+1i<\j'(r)] 

■+-  D  a/'+3'/-'  r^'"'  4/  (  r  )  +  D,  a2^2'/-- LZ ■    ^J 

_     ,  ^  ,      i     d1  f  rv+»  d;'  (r)l       ~     ,     ,        i       </■ ,  ) ''-.i/f  >■)  I 

4-  D^a'/'4"'/-'  • — — i — -         J  -i-  D.,5ti/'-'1  • r  — Ly     T  l- 

2.3  rf>-2  2.3.  j  dy* 
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Ea'+'r1  yP+*iA>'(r)  +  E,  a?/"«?-2 ^ ,  Y  v-   n 

J        T  w  2  ar 

i     r/2  r  >-3/,-'-2v  '!>'  (  >•)"!       ^  i       rf3[r</'+ï4>'()')l 

+  E-,  a-v+2?-3  •  — -  __L^_HLLLZJ  +  E,  «•/"■»-«  ■  ——-,       lJ    ,  ?  KJ  n 
2.6  dy1  2.3.4  dy 

?..3.4-5  dy 


Si  l'on  fait  û  (y)  =  ym,  et  par  conséquent  <\>'  (y)  —  mym~K ,  on  trouvera, 
en  faisant  y  =  i, 


mBaW-'  H —      — ±—       '  R,  a2/'"2 


2  2.3» 


/?i  Da^3'/-1  H : — -— f- " '  D,  oi>p+"i- 


2.3 

+  '»  ( '"  ±  4>  — ')("'  ±  i />  -  ->■  ) l m  +  4 p  -  :\ )  D  aV_ 

2.3.4 

m  (  /«  -+  2  p  -4-  3  0  —  1  )  _ 


2.3 

m(/H  +  4//  +  </— i)(»n-4/;-f-f/-  2)(m-l    ,>   •   q        i    p  ^^   , 

'•  î 

//i   //(   •   './/      1    m-{-5p-  2)(m-\-5p —  3)(/n  1   ">/'      j 
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El  si  l'on  fait  ty(y)  =  logj,  on  aura  ,  à  cause  de  logy  —  o, 


log  ~  =  A  af- 


7.p 


2 

2  2.3 

. D g^  +  ag+ag-»  D  etW*_+.  (3p  +  g-i)(3/>  +  g-a)  ]}  a,^_ 


2.3 


+  (4/>-)f4fr»)(4/>-3) 

2.5.4 


(3j?  +  ag-i)(3/>  +  ag-  2)  Eja3/,+J?_, 

2.3 

(4p  +  g-0(4^  +  ?-2)(4/^  +  g-3) 
2.3.4 

(5/?-i)(5/?-a)(5p-3)(5/i-4)  £  aV_5 
2. 3-4-5 


22.  Exemple  VII.  —  Si  l'on  avait  l'équation 

o  =  a.  —  xr  +  $xv  -4-  y^+î  -4-  à,rf+!»  4-  £  .r/'-*-3?  +  .  .  . , 

on  pourrait  la  ramener  a  celle  de  l'Exemple  précédent  en  faisant  .r'  =  /. 
ce  qui  la  changerait  en  celle-ci 

o  =  a—  <  +  (3/'  +  y?  '     4-ô*    '      -h  et    ''     + 

laquelle  est,  comme  on  voit,  dans  le  cas  dont  nous  parlons;  de  sorte 
qu'il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  les  formules  précédentes  x  en  t,  p  eu  -^ 
et  cj  en  -  pour  les  appliquer  à  l'équation  dont  il  s'agit  ici. 
Supposons,  pour  plus  de  simplicité,   x  =  pr,  et  l'on  aura,  en  met- 
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tanl  .r'  à  la  place  do  /  et  conservant  les  mêmes  valeurs  des  coefficients 
A,  B,  B',..., 

p 

p  •  '/ 


r  *p+ti      î 


2.3  rfj2 

r   »/'  +  «/  "î 

DpP+Sj-ry     ''       j/  (  y\  +  J)|  p,p+2ç-lr  .  I    gL.7 T    !.'.  y 


2.3     "  tfj'  -  +  U.P'  ^"  /r 


où  il  faudra  Caire  v  =  i  après  les  différentiations. 

m 

Si  l'on  suppose  i'vi       y'  ,  on  aura 
donc  on  trouvera 


i 

m 

H 

r 


A  p/'  ' 


|t  -j'+i—-  -f-  -  — L—  -  H  r//'     ' 

r  ■  i 

—  Cp^f  r  +  '        '  (,|f/f 

h  '"-(_^±3^  -  /•  )  (  m  +  3£      p. r )  „ 


38  MÉTHODE   POUR  RÉSOUDRE  LES  ÉQUATIONS 

+  ■-  Dr>/'+3'/-''  H : '- i '  D,  p2/»-"?-»' 

m  (  m  +  3  p  +  o  —  r  )  (  m  -+-  3  p  -t-  a  —  2  r  )  _ 
■?.  .  3.r3 

m(m  +  bp  —  r){m  +  4p  —  ar)(m-l-4/>—  3r) 

H , __ jj  ,  p  / 

2.5.4-^ 

Et  si  l'on  suppose  ^  (y )  =  log  y,  ce  qui  donne 

H7)=log?=Hogo- 

on  aura,  en  divisant  par  r, 


log  —  =  -  A  p''-' 

a         r     ' 

-+-  -  KùP+i-r  -t — £ B,  pv-2' 

/•  2  r'2 

r  2  r2  2.3.  r' 


D2  p3/'-'-'/- 3r 


r  2/ 

(3p  +  g  —  r)(3p  +  g  —  21) 


2.  3. r3 


(4>-;)(4>-2/-)(4>-3r) 
2.3.4.^ 


23.  Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  dans  les  deux  derniers 
Exemples  doivent  être  bien  remarquées,  tant  à  cause  de  leur  généralité 
que  parce  qu'elles  peuvent  être  très-utiles  dans  la  recherche  des  diffé- 
rentes racines  des  équations;  ce  qui  fera  l'objet  du  §  III. 

Mais,  avant  d'y  passer,  nous  croyons  devoir  encore  faire  une  observa- 
tion touchant  les  coefficients  A,  B,  B,,...;  c'est  que  ces  coefficients  ne 
dépendent  nullement  de  la  quantité  «,  mais  seulement  des  autres  quan- 
tités /5,  y,  §,...;  de  sorte  que  nos  séries  seront  toujours  d'elles-mêmes 
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ordonnées  relativement  à  la  lettre  oc,  quelle  que  soit  la  fonction  de  - 
qu'elles  expriment,  puisque  la  variable  y  doit  toujours  être  supposée 
égale  à  l'unité. 

De  plus,  ces  coefficients,  une  fois  trouvés,  serviront  pour  toutes  les 

fonctions  possibles  de  —  >  et,  comme  leur  loi  est  assez  simple,  il  sera 
facile  de  les  calculer  aussi  loin  qu'on  voudra;  on  trouvera,  par  exemple, 

A  =  % 

B  =  y.  B,  =  (3!, 

C  =  è,  C,  =  2(5y,  C,  =  Pl, 

D  =  s,  D,  =  2(38  +  y\        lh  =  3  ^  /,  I) ,      (3«, 

E  =  'Ç,  E,  =^a(3e  -H  2dy,      E,  --.  3(3*  <3  -f~  3(3y2,     E3  =  4(3sy,      E4  =    (35, 


f^   III.  —  Manière  de  trouver  par  les  séries  tontes  les  racines 
dune  équation  quelconque. 

24.  Nous  avons  vu,  dans  le  §  II,  comment  on  peut  trouver,  par  les 
séries,  l'expression  d'une  des  racines  d'une  équation  de  degré  quel- 
conque; nous  allons  voir,  dans  celui-ci ,  de  quelle  manière  on  peut  par- 
venir a  trouver  toutes  les  autres  racines  que  la  même  équation  peut 
renfermer.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de  faire  quelques  observations 
générales  sur  la  nature  des  différentes  racines  d'une  même  équation  el 
sur  la  manière  de  les  distinguer  l'une  de  l'autre. 

Considérons  l'équation  générale 

d       a       l>  >■       CX  '       il  >     ■    <■  >  ■         ... 
laquelle  soit  d'un  degré  quelconque  m,  el  qui  ail   tons  ses  tenues,  en 

sorte  qu'aucun  des  coefficients  a,  h,  c,...  ne  soit  nul;  supposons  que  l'on 

ait  trouvé  l'expression  de  chacune  des  racines  de  celle  équation,  dont  le 

nombre  sera  m\  il  est  clair  que  ces  expressions  seronl  des  fonctions  de  a. 
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A,  c — ;  mais  il  faut  voir  ii  quel  caractère  on  pourra  distinguer  ces  diffé- 
rentes fonctions  l'une  de  l'autre. 

Je  remarque  d'abord  que,  si  l'on  suppose  a  <>  dans  l'équation  pro- 
posée, elle  devienl 

o  bx  +  r.r:  —  (/.c    -    <-,i'  --.... 

de  sorte  qu'elle  se  décompose  en  ces  deux-ci 

O  =  X, 

o  =  —  h  -+-  ex  —  di    —  ex3      .... 

d'où  l'on  voit  que  la  supposition  de  a  =  o  doit  rendit'  nulle  une  des  ra- 
cines de  l'équation;  par  conséquent,  parmi  les  fonctions  qui  expriment 
ces  racines  il  doit  y  en  avoir  une  qui  s'évanouisse  en  faisant  a  o;  et  il 
est  clair  qu'il  ne  doit  y  en  avoir  qu'une  seule  qui  ait  cette  propriété, 
puisque  l'évanouissement  de  a  ne  réduit  à  zéro  qu'une  seule  racine. 

En  conservant  la  supposition  de  a  ='"o,  et  faisant  maintenant  abstrac- 
tion de  la  racine  oc  =  o  que  nous  avons  déjà  trouvée,  les  autres  racines 
seront  déterminées  par  l'équation 

o  =.  —  b  -h  ex  —  dx-  -+-  ex-  —  .... 

Supposons  de  plus  6  =  0,  et  l'équation  précédente  se  décomposera  de 
nouveau  en  ces  deux-ci 

o  =  X, 

o  =  c  —  dx  +  ex1  — , . . , 

ainsi  cette  supposition  fera  évanouir  une  nouvelle  racine:  de  sorte  que 
parmi  les  fonctions  qui  représentent  ces  racines,  il  faudra  qu'il  y  en  ail 
une  (fui  s'évanouisse  en  faisant  a  =  o  et  b  —  o. 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verra  que  parmi  les  fonc- 
tions dont  il  s'agit  il  y  en  aura  aussi  une  qui  s'évanouira  par  la  supposi- 
tion de 

«  =  o,      b  =  o,     c  =  o, 
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une  <jui  s'évanouira  par  la  supposition  de 

a  =  o,     h  =  o,     c  =  o,     cl  =  o, 
et  ainsi  de  suite. 

25.  Comme  il  est  indifférent  dans  quel  ordre  les  termes  d'une  équa- 
tion soient  disposés,  nous  supposerons  toujours  dans  la  suite  qu'ils  le 
soient  de  manière  que  les  exposants  de  l'inconnue  forment  une  progres- 
sion arithmétique  ascendante;  ainsi,  par  premier  terme  d'une  équation 
il  faudra  entendre  celui  où  l'inconnue  ne  se  trouve  pas,  par  second  terme 
celui  où  l'inconnue  se  trouve  au  premier  degré,  et  ainsi  de  suite;  cela 
posé,  nous  appellerons  en  général  première  racine  d'une  équation  celle 
qui  devient  nulle  lorsque  le  premier  terme  de  celte  équation  est  supposé 
nul;  seconde  racine  celle  qui  devient  nulle  lorsqu'on  suppose  nuls  à  la 
lois  les  deux  premiers  termes  à  la  lois;  troisième  racine  celle  qui  devient 
nulle  lorsqu'on  suppose  nuls  à  la  fois  les  trois  premiers  termes;  et  ainsi 
de  suite. 

De  cette  manière,  on  pourra  toujours  distinguer  les  différentes  racines 
d'une  équation  entre  elles;  et  si  l'on  a  plusieurs  expressions  des  racines 
d'une  même  équation,  on  pourra  reconnaître  si  ces  expressions  repré- 
sentent la  même  racine  ou  des  racines  différentes. 

26.  Nous  venons  de  voir  que  la  supposition  de  a  =  o  et  de  b  =  o  doit 
rendre  nulles  deux  des  racines  de  l'équation  proposée,  lesquelles  seront 
déjà  par  cette  condition  même  distinguées  de  toutes  les  autres;  donc,  si 
l'on  suppose  d'abord  b  —  o,  il  est  visible  qu'en  faisant  ensuite  a  =  o,  les 
deux  racines  donl  il  s'agit  s'évanouiront  toutes  deux  en  même  temps; 
Or,  voici  comment  Oïl  pourra,  dans  ce  cas,  distinguer  ces  mêmes  racines 
l'une  de  l'autre.  En  faisant  h  =o,  l'équation  proposée  devient 

o  =  a  -t-  ex2  —  dx"  -+-  ex''  —  ...  ; 

m   nitenant.  au  lieu  de  supposer  <i  nul,  supposons-le  seulement  infini- 
ment petit,  il   est  clair  que  les  deux  racines  dont  il  s'agit  devront  ,iii>m 

devenir  infiniment  petites    autrement  elles  ne  s'évanouiraient  pas  lors- 
III.  6 
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que  a  —  oj;  ainsi,  en  faisant  x  infiniment  petit  et  négligeant  ee  qu'il 
faut  négliger  en  vertu  de  cette  supposition,  l'équation  précédente  de- 
viendra 

a  -+-  ex2  =  o, 

laquelle  donne  les  deux  racines 

+  \/--c     el      -\J-^ 

ce  (|ui  fournit  un  nouveau  caractère  pour  distinguer  les  deux  premières 
racines  de  l'équation  proposée,  tant  entre  elles  que  de  toutes  les  autres. 
Ainsi,  il  faudra  que  les  fonctions  qui  représentent  ces  deux  racines  soient 
telles,  qu'en  y  faisant  b  =  o  et  a  infiniment  petit,  elles  deviennent  les 
deux  racines  de  l'équation  a  -+-  ex'2  =  o. 

On  démontrera  de  même  que  les  fonctions  qui  représentent  les  trois 
premières  racines  doivent  être  telles,  qu'en  y  supposant  à  la  fois  b  —  o, 
c  =  o  et  a  infiniment  petit,  elles  deviennent  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion a  —  dx3  =  o,  et  ainsi  de  suite. 

De  plus,  comme  la  seconde  et  la  troisième  racine  deviennent  nulles  en 
faisant  b  =  o  et  c  =  o,  après  avoir  déjà  supposé  a  =  o  (numéro  précé- 
dent), si  l'on  fait  d'abord  c  =  o,  il  est  visible  que  la  supposition  de  b  =  o 
rendra  nulles  ces  deux  racines  en  même  temps;  par  conséquent,  si  l'on 
suppose  seulement  b  infiniment  petit,  ces  mêmes  racines  deviendront 
»  aussi  infiniment  petites;  mais  si  dans  l'équation 

o  =  —  b  -+-  ex  —  dx2  +  ex3  —  .  .  . , 

dont  on  a  déjà  séparé  la  première  racine  par  la  supposition  de  a  =  o 
(numéro  précédent),  on  fait  c  =  o,  et  b  et  x  infiniment  petits,  elle  se 

réduit  à  celle-ci 

—  b  —  dx2  =  g  ; 

ainsi,  il  faudra  que  les  fonctions  qui  représentent  la  seconde  et  la  troi- 
sième racine  de  l'équation  proposée  soient  telles,  qu'en  y  faisant  a  —  o, 
c  =  o  et  b  infiniment  petit,  elles  deviennent  les  racines  de  l'équation 

—  6  —  dx2  =  o  ; 
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ce  qui  peut  servir  encore  à  reconnaître  ces  racines  et  a  les  distinguer  de 
toutes  les  autres. 

Pareillement,  si  l'on  fail  c  =  o,  r/  =  o  et  b  infiniment  petit  {a  étant 
toujours  supposé  nul),  on  verra  que  les  fonctions  qui  représentent  la 
seconde,  la  troisième  et  la  quatrième  racine  de  l'équation  proposée 
doivent  devenir  les  racines  de  l'équation 

—  h  -\-  ex3  =  o, 
et  ainsi  de  suite. 

En  procédant  de  la  même  manière,  on  prouvera  aussi  que  la  troisième 

et  la  quatrième  racine  de  l'équation  proposée  doivent  être  exprimées  par 

des  fonctions  telles,  qu'en  y  supposant  d'abord  a  =  o,  b  =  <>,  el  ensuite 

r/=r  o  et  c  infiniment  petit,  elles  deviennent  les  racines  de  l'équation 

C  -+-  ex2  —  o, 
et  ainsi  des  autres. 

Cette  méthode  de  distinguer  les  racines  d'une  équation  est  plus  géné- 
rale que  celle  du  n"  24,  laquelle  ne  saurait  être  employée  dans  bien  des 
cas,  surtout  lorsqu'il  manque  dans  l'équation  quelqu'un  des  termes  in- 
termédiaires, parce  qu'alors  l'évanouissement  d'une  seule  lettre  fait  éva- 
nouir plusieurs  racines  à  la  fois,  comme  nous  venons  de  le  voir. 

Après  ces  réflexions  sur  la  manière  de  distinguer  les  différentes  racines 
d'une  équation,  voyons  la  méthode  qu'on  peut  employer  pour  les  trouver: 
pour  la  faire  mieux  comprendre,  nous  l'appliquerons  d'abord  aux  équa- 
tions que  nous  avons  déjà  examinées  dans  le  ij  III. 

Pnom. ém  i.  I. 
27.   On  demande  les  deux  racines  de  l'équation 

a  —  bx  -+-  ex1  =  <  > . 

Première  Son  mon.  —  Nous  avons  déjà  trouvé,  dans  le  n"  !(.  que  l'une 
des  valeurs  de  x  peul  s'exprimer  par  cette  série 

a       (C c       in  > 

_      -U      _1_     Z _L 

S  Ir  ?lr 

or,  avanl  *\r  chercher  l'autre  valeur,  il  est  bon  d'examiner  quelle  est  la 

6. 
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racine  qui  est  représentée  par  cette  série;  pour  cet  effet,  je  suppose 
d'abord,  suivant  la  méthode  du  n°  24,  a  =  o,  et  comme  je  vois  que  cette 
supposition  détruit  tous  les  termes  de  la  série  dont  il  s'agit,  j'en  conclus 
que  cette  série  exprime  la  première  racine  de  l'équation  proposée;  de 
sorte  que  c'est  la  seconde  qui  reste  encore  à  trouver. 
Pour  y  parvenir,  je  donne  à  la  proposée  cette  forme 


a 
ex 

x 


qui  peut  se  rapporter,  comme  on  voit,  à  l'équation  du  n°  12;  en  y  taisant 
n  =  —  i ,  et  changeant  a  en  b,  b  en  c  et  c  en  —  a.  De  cette  manière,  on 
aura,  par  la  formule  du  même  numéro  (en  y  faisant  m  =  i),  x  égal  à  la 
série 


b 

a 

à2c 

4a3c- 

5.6.a*c3 

c 

b 

b» 

&> 

2 .  3  .  IP 

Or,  en  faisant  d'abord  a  =  o,  cette  suite  se  réduit  à  son  premier  terme  -> 

1  c 

lequel  s'évanouit  ensuite  lorsqu'on  suppose  b  =  o;  donc  (25),  cette  série 
exprimera  nécessairement  la  seconde  racine  de  l'équation  proposée;  c'est 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  n°  9  par  la  réso- 
lution même  de  l'équation  proposée. 

Donc,  en  général,  si  l'on  nomme  <r,  et  x2  la  première  et  la  seconde  ra- 
cine de  l'équation 

a  —  bx  -+-  ex1  =  o, 

on  aura,  par  les  articles  cités, 

a'"       ma"1-*-'  c       m  (  m  -+-  3  )  a8H"s c2       m  [ m  -+■  4 ) ( m  -I-  5)  a'"+*cz 


x'1  — 


bm  bm+2  2bm+l1  2.3./) 


m-f-fi 


m  —  bm       m  ^'"_2  a       m  {m  —  3  )  6m-*  à1       m  {ni  —  ^){m  —  5  )  b'"-':  cs 

~   C"  ~  C"'-'  2C""-2  2.3.  C"—' 

et  si  l'on  veut  avoir  les  logarithmes  de  «r,  et  <r._>,  on  aura 

a       ac       3a2c2       A.5.a3c'       5.6.  n.a*c* 
b        b2  2  64  2 . 3 .  o"  2.3.4-0 

b       ac       3fl!c!       i  .5.  a8  «'       S.d.T.aV 
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Seconde  Solution.  —  Je  fais  x*  ==  t,  et  par  conséquent  x  =  \  t ,  ce  qui 
réduit  l'équation  proposée  à  celle-ci 

a  -t-  et  —  b  \Jt  =  o, 

laquelle  peut  se  comparer  de  nouveau  avec  celle  du  n°  12,  en  y  changeant 
/;  en  —  c,  c  en  —  b,  x  en  /,  et  taisant  n  =  -,  ainsi,  faisant  pour  plus  de 

simplicité  t  / — —  =  p,  on  aura 

/  b  \       2  m .  a  m  I   b 

t"  =  p2m  —  2  m  p2m+1  I  —     H p2'"4" 


2  \2ft 


2/n(2m  — i)(2iw  +  i )         ,  /    A_ 

2.3  P  \2fl 

■2.111  {t.  m  —  2  )  (  2  m  )  (  i  m  +  ?. 


J-2//H-I 


2.3.4  ^  \2« 

2  /?*  (2OT-3)(îm-l)(  2  W  +  l)(2ffl+  3  )     +s  ;    b 


2.3.4.5 


- 

2  (l  I 


Or,  .r  étant  égal  à  \/*,  il  n'y  aura  qu'à  faire  m  =  -  pour  avoir 

,  /  6  \         1       /  b   i>       1.1.3       /A  V        1.  1.3.3.5       /  />   \f 

*  =  p  —  p»(_)+_p»(_ _  p5     —      -t-  p'     -   -      -  .  .  .  . 

\2a/         2'     \2.a/         2..0.4       \?-fl/  2.3.4-5.nr    \2a/ 

Mais,  |)iiis(|ue  p  =  1/-  —  »  il  est  clair  que  la  valeur  de  p  sera  également 

positive  et  négative;  de  sorte  qu'en  substituant  cette  valeur  on  aura 
pour  x  la  double  série 

b       1         i_    h>_       1.1.3     6'  1.1.3. 3. 5      A*  >      /-    â 

c  ~  2  4«c         2.3.4    ?-4«2C2         2.3.4-5.6   2'<tV  V      c 

laquelle  représentera  par  conséquent  les  deux  racines  de  l'équation 

a  —  bx  +  cjr2  =  o. 

En  effet,  en  faisant  A      o,  les  deux  séries  se  réduisent  à 


*V  r- 
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ce  qui  montre  (26 j  que  ces  séries  représentent  effectivement  la  première 
et  la  seconde  racine  de  l'équation  dont  il  s'agit.  C'est  aussi  de  quoi  on 
peut  se  convaincre  facilement  à  posteriori  en  résolvant  en  série  le  radical 
y/b*  —  [\ac  qui  entre  dans  l'expression  de  x  (9j,  mais  en  prenant  —  \ac 
pour  le  premier  terme  du  binôme  et  b%  pour  le  second 
Donc,  faisant 

on  aura,  en  général,  dans  l'équation 

a  —  bx  -f-  ex1  —  o 
cette  double  valeur  de  x'" ,  savoir 

m-     b-  m- (m-  —  l\  )      h1 


fin nm 


2      ijflC  2.3. 4  O.UII 

m-  (  m?  —  4  j  (  m1  —  16  )      b 


2.3.4.5.6 


b* 
«aïe»  +  " 


b    \  m' — 1     b2         (m2 — 1  )(/«-  —  q)      b* 

-  m  p-"+l  —    1 — 1 eh-* — —  -r^r- \ 

ia\  2.3     \ac  2.3.4.5  -i'ac- 

(  m2  —  1  )  (  m2  —  g  )  (  m2  —  25  )      66 

2.3.4.5.6.7  2e  a3  cs 

Et  si  l'on  veut  avoir  le  logarithme  de  x,  on  trouvera 

b    j         1.1     b  1. 1.3.3      //•  1. 1.3. 3. 5.5      b>  . 

lOg^  =  10gp-P-  (1+  -3  J-ac  +  ^3  ^-,  +  ?3456j7   ^— ;,  +...J- 

Remarque.  —  Les  séries  trouvées  dans  la  première  solution  ont  l'avan- 
tage de  ne  renfermer  que  des  quantités  rationnelles,  au  lieu  que  celles 
de  la  seconde  solution  renferment  la  quantité  irrationnelle 


\  -" 


laquelle  devient  même  imaginaire  lorsque  a  et  c  sont  de  même  signe, 
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quoique  d'ailleurs  les  racines  de  l'équation  puissent  être  réelles;  de  sorte 
qu'à  cet  égard  les  séries  de  la  première  solution  paraissent  préférables, 
puisqu'elles  se  présentent  toujours  sous  une  forme  réelle;  cependant  ni 
les  unes  ni  les  autres  ne  peuvent  être  regardées  comme  bonnes,  à  moins 
qu'elles  ne  soient  convergentes;  c'est  ce  que  nous  examinerons  plus 
bas,  §  IV. 

28.  Pour  peu  qu'on  ait  fait  d'attention  à  la  manière  dont  nous  avons 
résolu  le  Problème  précédent,  on  verra  qu'en  général,  quelle  que  soit 
l'équation  proposée,  on  pourra  toujours  trouver  autant  de  différentes 
séries  pour  exprimer  les  racines  de  cette  équation,  que  l'on  pourra  fane 
de  combinaisons  deux  à  deux  des  termes  de  la  même  équation;  et  que  de 
plus  chacune  de  ces  séries  sera  simple,  ou  double,  ou  triple,  etc.,  suivant 
qu'elle  répondra  à  une  combinaison  où  les  exposants  de  x  dans  les  deux 
termes  différeront  l'un  de  l'autre  de  l'unité,  ou  de  deux  unités,  ou  de 
trois,  etc. 

En  effet,  il  est  évident  qu'on  peut  trouver  autant  de  séries  pour  la  va- 
leur de  x  qu'il  y  a  de  manières  de  comparer  l'équation  proposée  à  la 

formule  générale 

a:  —  x  -4-  9  (  x  )  =  o 

iln  n"  l(>;  or,  comme  on  peut  prendre  pour  f  (x)  une  fonction  quel- 
conque de  x,  il  s'ensuit  qu'on  pourra  prendre,  pour  les  deux  premiers 
termes  y.  —x  de  cette  formule,  deux  quelconques  des  termes  de  la  pro- 
posée à  volonté;  et  qu'ainsi  la  comparaison  pourra  se  faire  d'autant  de 
manières  différentes  qu'il  y  aura  de  combinaisons  possibles  des  termes 

de  celle  eqmilinn  pris  deux  il  deux. 

2!).  Soient  en  général 

deux  ter s  quelconques  de  l'équation  proposée;  et  soit  désignée  par  \ 

la  totalité  des  autres  termes,  en  sorte  que  l'équation  snii  mise  sous  cette 
forme 

M  /  '       X  ,  ■  \       o. 
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On  divisera  d'abord  par  Nar",  ce  qui  la  réduira  à  celle-ci 

M         „       Xx-'' 
N-*  +-^=°; 

ensuite  on  fera  x'  =  t,  et  par  conséquent 

y  — 
.2?  =  y//, 

et  désignant  par  T  la  fonction  de  /,  dans  laquelle  se  changera  la  quan- 
tité X  par  la  substitution  de  \jt  à  la  place  de  se,  on  aura  la  transformée 

_  F_ 

M  Vt     v 

N  N 

laquelle  rentre  évidemment  dans  la  formule  générale 

x  —  x  ■+■  m  (x)  =  o, 


en  faisant 


M  T/     ■' 


On  aura  donc  (16),  en  mettant  /  ou  x"  à  la  place  de  />, 


T  / 

4»  (V)  =  d,(/)  H 


N  2NS  r// 


i       d'\  T3/      "  <J/(/)J 


?.3.NS  (//'-' 

M 

où  il  faudra  faire  /  =  ^*  après  avoir  exécuté  les  différentialions  indi- 
quées. 

Donc,  faisant  >i»  (t)  =  t\  et  par  conséquent 


'Y(') 


I- —  v 
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pour  avoir  <1>  (xv)  =  x,  on  aura 

2  fl  —  v\  (  ï  —  3  fL  —  y\ 


i     d\Vt       '      )         i     d'y] 


vN  vN2  dt  vN3  dt1 

C'est  l'expression  de  la  racine  x  qui  résultera  de  la  combinaison  des 
termes  Ma?"  —  Na?//_t~ï  de  l'équation  proposée. 

30.  Maintenant  il  est  visible  que  l'expression  de  x  que  nous  venons 

"  /M 
de  trouver  contiendra  nécessairement  le  radical  t  /  -  •  qui  proviendra  de 

M 

la  substitution  de  ^  à  la  place  de  t,  et  il  est  facile  de  se  convaincre  que 

cette  expression  ne  contiendra  point  d'autre  radical;  car,  puisque  X  est 
une  fonction  rationnelle  de.r,  T  sera  aussi  une  fonction  rationnelle  de  {/. 
et  par  conséquent  toute  la  série  qui  exprime  la  valeur  de  x  sera  une  fonc- 
tion rationnelle  de  \t,  c'est-à-dire  de  !/«■ 

Or,  on  sait  que  le  radical  \/tt  a  v  valeurs  différentes  qui  sont  les  ra- 
cines de  l'équation 

M  -Nj'=  o, 

et  qui  ''par  le  théorème  connu  de  dotes  j,  peuvent  se  représenter,  en  gé- 
néral, par  la  formule 

/.  X  36oB  .     /.  x  36o"\    "  /M 

COS 1-  y/—  I  SOI 


'W 


\ 


/  étant  successivement  égal  à  i,  2,  3 jusqu'à  v. 

Donc,  si  l'on  substitue  cette  quantité  à  la  place  de  \/y'  ';i  série  qui 

représentera  la  valeur  de  x  se  transformera  en  v  séries  qui  donneront 
autant  de  différentes  expressions  de  x. 

31.  Je  dis  présentement  que  les  v  séries  ou  expressions  de  x  qui  ré- 
sultent de  la  considération  des  termes  M  X  \  '  de  l'équation  pro- 
posée, c'est-à-dire  celles  qu'on  trouve  en  prenant  ces  deux  termes  pour 

III.  •  7 
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les  premiers  de  la  formule  générale  (H),  représentent  nécessairement v  ra- 
cines différentes  de  cette  équation,  et  qu'en  particulier  f  25 j  elles  repré- 
sentent les  racines  jx''*"',  [p.  -+- 1  )""",  (u  +  2)'""", . . . ,  jusqu'à  la  i\].  +  v-i  ;"*"■ 
de  la  même  équation. 

Pour  le  prouver,  il  suffît  de  taire  voir,  suivant  la  méthode  du  n°  26, 
qu'en  supposant  dans  l'expression  générale  de  x  de  la  formule  (L)  les 
coefficients  des  termes  de  l'équation  proposée  où  les  exposants  de  x  se- 
raient moindres  que  jx,  chacun  égal  à  zéro,  comme  aussi  chacun  des 
coefficients  des  termes  intermédiaires  entre  les  deux  Mx,a  et  Na?/K+i',  et 
faisant  en  même  temps  M  infiniment  petit,  cette  expression  se  réduira  à 

celle-ci  w  ^,  qui  est  la  racine  générale  de  l'équation 

M  —  Na?v  — o. 

Or,  après  la  destruction  des  termes  dont  nous  venons  de  parler,  il  est 
clair  que  la  quantité  X  ne  renfermera  plus  que  des  puissances  de  x  plus 
grandes  que  a/'-1-",  et  qu'ainsi  la  quantité  T  ne  renfermera  que  des  puis- 
sances de  t  plus  grandes  que  t  ;  d'où  il  est  facile  de  voir  que  les  fonc- 
tions 

/      i— i/*- 

I —  u.  —  V 


rit 

de  la  formule  (L)  ne  seront  plus  composées  que  des  puissances  de  t  plus 

M 
grandes  que  L'\  donc,  faisant  *=t«>  et  supposant  ensuite  M  infiniment 

petit,  c'est-à-dire  t  infiniment  petit,  il  est  évident  que  toutes  ces  puis- 

1 

sauces  de  t  s'évanouiront  vis-à-vis  du  premier  terme  t"  de  l'expression 

de  x,  laquelle  se  réduira  par  conséquent  à  t'  ou  à  (^-j  >  à  cause  de 

M 

32.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  pour  trouver  toutes  les  racines 
d'une  équation  donnée,  par  le  moyen  de  nos  séries,  il  n'y  aura  qu'à  corn- 
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biner  le  premier  terme  de  celle  équation  avec  le  dernier,  ou  immédiate- 
ment ce  qui  donnera  une  série  qui  renfermera  toutes  les  racines,  ou 
moyennant  les  termes  intermédiaires,  c'est-à-dire  en  combinant  d'abord 
le  premier  terme  avec  quelqu'un  des  suivants,  ensuite  celui-ci  avec  le 
dernier,  ou  avec  quelqu'un  de  ceux  qui  le  précèdent,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  dernier  terme  par  cette  expression  de  combi- 
ner deux  termes  de  l'équation  proposée,  nous  entendons  qu'il  faut  prendre 
ces  deux  termes  pour  les  deux  premiers  de  notre  formule  générale  (H); 
nous  nous  servirons  aussi  dans  la  suite  de  cette  même  expression  abrégée] . 
Cbacune  de  ces  combinaisons  donnera  une  série  simple,  ou  double,  ou 
triple,  etc.,  qui  représentera  par  conséquent  une,  ou  deux,  ou  trois,  etc., 
racines,  suivant  l'intervalle  qu'il  y  aura  entre  les  deux  termes;  de  sorte 
que,  quels  que  soient  les  termes  que  l'on  comparera  successivement 
ensemble,  on  obtiendra  toujours  autant  de  racines  ni  plus  ni  moins  que 
l'équation  en  doit  avoir. 

33.  Il  est  bon  de  remarquer  que  les  séries  qu'on  trouvera  en  combi- 
nant deux  termes  quelconques  de  l'équation  proposée  auront  autant  de 
valeurs  réelles  et  autant  d'imaginaires  qu'il  y  aura  de  racines  réelles  et 
d'imaginaires  dans  l'équation  qu'on  pourra  faire  en  égalant  ces  deux 
termes  à  zéro  f30j;  de  plus,  il  est  clair  que  l'on  ne  trouvera  de  séries 
toutes  rationnelles  que  lorsqu'on  combinera  des  termes  tels  que 

ainsi,  si  l'équation  a  tous  ses  ternies,  on  pourra,  en  combinant  chaque 
tenue  avec  celui  qui  le  suit  immédiatement,  trouver  des  séries  toutes  ra- 
tionnelles pour  l'expression  de  cbacune  de  ses  racines;  mais  s'il  manque 
quelque  terme  dans  l'équation,  comme  si  l'on  suppose  (pie  le  tenue  M.r" 
soit  suivi  immédiatement  du  tenue  \./ ■■""  "",  en  sorte  qu'il  manque 
v—  i  termes  intermédiaires,  alors  lu  combinaison  de  ces  deux  termes 
consécutifs  donner;)  une  série  qui  renfermera  le  radical 


V 
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et  qui  représentera  par  conséquent  les  différentes  racines  qu'on  aurait 
trouvées  par  la  considération  de  tous  les  termes  intermédiaires  si  ces 
termes  n'avaient  pas  manqué. 

Donc  on  aura  dans  ce  cas  autant  de  séries  imaginaires  que  le  radical 


"/M 

VN 


aura  de  valeurs  imaginaires,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura  de  racines  imagi- 
naires dans  l'équation 

,       M 

Or,  on  sait  que  dans  une  équation  qui  manque  de  quelques-uns  de  ses 
termes,  il  y  a  nécessairement  autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  en 
aurait  dans  l'équation  qu'on  pourrait  faire,  en  égalant  à  zéro  la  somme 
des  deux  termes  de  cette  équation  entre  lesquels  devraient  se  trouver  les 
termes  manquants;  de  sorte  qu'en  supposant,  comme  plus  haut,  que  le 
terme  M/  soit  suivi  immédiatement  du  terme  —  Na?'4"1-"',  il  y  aura  né- 
cessairement dans  l'équation  autant  de  racines  imaginaires  qu'il  y  en  a 
dans  l'équation 

HLxP  —  Nar^^o, 

ou  bien 

M 

De  là  il  s'ensuit  qu'en  combinant  deux  à  deux  tous  les  termes  consé- 
cutifs d'une  équation  quelconque,  on  ne  trouvera  jamais  d'expressions 
imaginaires  pour  les  racines  que  lorsqu'il  y  aura  réellement  des  racines 
imaginaires  dans  l'équation.  Il  n'en  est  pas  de  même  lorsqu'on  combine 
des  termes  qui  ne  sont  pas  immédiatement  consécutifs;  dans  ce  cas,  il 
arrivera  souvent  que  les  racines  se  présenteront  sous  une  forme  imagi- 
naire, quoiqu'elles  soient  d'ailleurs  réelles,  comme  nous  l'avons  déjà  vu 
dans  la  Remarque  qui  est  à  la  fin  du  Problème  précédent. 

34.   Enfin,  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n"  31,  que  les 
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séries  trouvées  dans  les  différents  Exemples  du  §  II  ne  représentent  que 
les  premières  racines  des  équations  proposées,  puisque  toutes  ces  séries 
ont  été  trouvées  par  la  combinaison  des  deux  premiers  termes  des  mêmes 
équations;  ainsi,  pour  trouver  les  autres  racines,  il  n'y  aura  qu'à  combi- 
ner le  second  terme,  ou  immédiatement  avec  le  dernier,  ou  avec  quel- 
qu'un des  intermédiaires,  et  ensuite  celui-ci  avec  le  dernier,  comme 
nous  l'avons  expliqué  dans  le  numéro  cité. 

Problème  II. 

35.   On  demande  toutes  les  racines  de  l'équation 

a  —  hx  -+-  ex"  -----  o, 
//  étant  un  nombre  entier  positif. 

Première  Solution.  —    En  combinant  d'abord   les  deux   premiers 
termes  de  cette  équation, 

a  —  bx, 

on  trouvera  pour  x  la  même  série  que  nous  avons  déjà  trouvée  dans 
l'Exemple  II  du  n°  12;  cette  valeur  de  x  sera  donc  la  première  racine  de 
l'équation  proposée  (numéro  précédent  que  nous  nommerons  .r,:  ainsi 
l'on  aura,  en  général, 

am\         mca"  '       m(m  ■+■  an  —  i)  <-n7"  ' 
Ir  Y  h"  9,1)'" 

m    m  -h  3n  —  i)(m  +  3«  —  ?.)c\i  I 

Pour  trouver  maintenant  les  autres  //      i  racines  de  la  même  équation, 

il    faudra   combiner  les   deux   termes   —  bx-hcœ";  c'est   pourquoi    nous 

mettrons  d'abord    20    l'équation  sons  cette  l'orme 


li  ax~ 

X"    ' 


-X'-'~  o; 
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et  ensuite  sous  celle-ci 


b  at 

c  c 


en  faisant  t  =  xn~' ,  et  par  conséquent  x  =  t"     . 

Or,  cette  équation  étant  de  la  même  forme  que  la  précédente  eu  x,  on 
pourra  faire  usage  de  la  même  formule  pour  en  tirer  la  valeur  de  V,  on 
mettra  donc  b  à  la  place  de  a,  c  a  la  place  de  6,  -  a  à  la  place  de  c,  et 

changeant  x  en  t,  et  n  en  —~>  on  aura'  en  général- 


V"  =  — 
c'" 


1    ^n\         7k"" 

mab  i  —  b, 


2  -+-  Il 


7.C 


m  -4-        I  #3  » 

I  —  71 


2.3.C 


3 
t  —  n 


Or,  puisque  t  =  a?~it  mettons  -^  -  à  la  place  de  m,  et  faisant,  pour 
plus  de  simplicité, 


nous  aurons 


ma 


m{m  —  n  —  i)a2  _  m[m  —  n—  i)[m  —  in  —  i;  _ 
{n  —  i)bp^  ~2(re  — ij'ft'p*  2.3.(»-03^3P3 


n  —  i  )'""'  de  -5  elle  aura 


c 


Or,  puisque  la  quantité  p  est  égale  a  la  racine 

n  ■—  i  valeurs  différentes,  qui  pourront  s'exprimer  en  général  de  cette 

manière 


cos 


n  —  i 


sin 


n 


36o° \  '-'/b 


X  étant  égal  à  i,  ou  2,  ou  3,  ou...,  jusqu'à  n  —  1. 

Donc,  substituant  cette  expression  de  p  dans  la  formule  précédente. 
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on  aura  n  —  i  valeurs  différentes  de  xm;  ce  seront  les  valeurs  de  x"!,, 
x",...,  x'",  et  désignant  para?,,  x3,...,  xn  la  seconde,  la  troisième,  etc., 
jusqu'à  la  riime  racine  de  l'équation  proposée. 

Ainsi  l'on  aura  chacune  des  n  racines  de  cette  équation,  et  même  une 
puissance  quelconque  de  ces  racines.  On  pourra  trouver  aussi  par  nos  for- 
mules une  fonction  quelconque  de  ces  racines;  c'est  sur  quoi  il  ne  parait 
pas  nécessaire  d'entrer  ici  dans  un  plus  grand  détail. 

Seconde  Solution.  —  Prenons  maintenant  les  deux  termes  extrêmes 
<i  -h  ex",  et  cette  combinaison  nous  donnera  immédiatement  toutes  les 
n  racines  de  l'équation  proposée. 

Pour  cela,  on  mettra  l'équation  sous  cette  forme 

a  bx 

h  X" =  o, 

c  c 

I 

et  l'on  fera  ensuite  x"  =  t,  et  par  conséquent  x  =  t" ,  pour  avoir  celle-ci 

.     a  bf 

-  -f-  t =  o. 

c  c 

Cette  équation  pouvant  se  rapporter  à  l'équation  primitive 

a  —  bx  -4-  ex"  =   o, 

on  pourra  déduire  aisément  la  valeur  de  /'"  de  celle  de  x'"  trouvée  ci- 
dessus,  <Mi  changeant  seulement  x,  en  /,  b  en  —  c,  c  en      b,  et  //  en 

Ainsi  l'on  aura  sur-le-champ 


(-c)' 


[■ 


*  —  ; 
i       n 


m    m  -t-  ]  l>    a 

i  — _  I    i 


«»■•„"! 


(-C)"  2(-c)" 

/  3  —  n  v  /  3  —  a  n\  . . 

\  n    }\  n     ) 

ï.3.(-C)" 


I 
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Or,  t  =  x";  donc,  si  l'on  met  —  à  la  place  de  m,  et  qu'on  fasse,  pour 
abrégei . 


a 

—  c 
on  aura 


•] 


mbçj       ni\m  -+- 2  -*-  n)b'p'       m  [m  -+-  3  —  n)(m  ■+■  3—  2«jè3p° 
«a  2  n'a1  2. 5.  ira- 

Mais  on  a,  en  général. 

/         /  x  36o"  /  x  36o"    ,— —  \   "  l~a~ 

p=(cos-  —      4-sin— -JL^.J^  — , 

/étant  égal  à  i,  ou  2,  ou  3,  ou...,  jusqu'à  n;  donc,  substituant  cette 
valeur  de  p  dans  l'expression  précédente,  on  aura  n  valeurs  différentes 
de  x'",  qui  seront  celles  de  x™,  x%,  x™,...,  x'". 

Problème  III. 

3b.   On  demande  toutes  les  racines  de  l'équation 

a  —  b  x  ■+■  ex"  —  ex'  =  o, 
n  et  s  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  s  >  n. 

Première  Solution.  —  r°  Puisque  cette  équation  peut  se  rapporter  à 
celle  de  l'Exemple  VI  du  n°  21,  en  faisant 

a  c  e      j, 

p  =  /;,     q  =  s  —  n, 

il  n'y  aura  qu'à  fa.ire  ces  substitutions  dans  les  formules  de  cet  Exemple, 
et  l'on  aura  sur-le-champ  l'expression  d'une  fonction  quelconque  de  — > 
OÙ  r  sera  nécessairement  la  première  racine  de  l'équation  proposée  (34). 


LITTÉRALES  PAR   LE  MOYEN   DES  SÉRIES.  57 

2°  Pour  trouver  maintenant  les  autres  racines,  on  prendra  les  deux 
ternies  —  bx  -+-  ex"  pour  les  premiers  de  la  formule  générale,  en  donnanl 
à  .l'équation  celte  forme 

b  —  cx"~'  —  ax~'  -+-  exs~'  =  o. 

On  fera  ensuite  xn~K  =  t,  ce  qui  la  ramènera  à  la  même  forme  que  celle 
de  l'Exemple  cité;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  on  comparera  celle 
équation  à  celle  de  l'Exemple  VII,  en  faisant 

h  —a  e       , 

a  =  -î      p  = 1      y  =  -i      o  =  o,..., 

c  ce 

r=n  —  i,     p  =  —  i ,     q  =z  s; 
et  l'on  aura  sur-le-champ  la  valeur  d'une  fonction  quelconque  de  —  5 


p  étant  =  y/a  =  I  -  j 


/A""1 


ainsi,  donnant  à  f>  les  /-valeurs  que  cette  quantité  peut  avoir,  et  qui  s'ex- 
priment, en  général,  de  cette  manière 

/        1  x  36o°        .    1  X  36o°    - 

p  =  I  cos 1-  sin ■ \~l  1  \  «> 


/  étant  égal  ii  i ,  ou  2,  ou  3,  etc.,  jusqu'à  r,  on  aura  /•  ou  //  —  i  formules 
différentes  qui  se  rapporteront  à  la  seconde,  ou  a  la  troisième,  etc., 
jusqu'à  la  ni*mr  racine  inclusivement  de  l'équation  dont  il  s'agit. 

3°  On  prendra  enfin  les  deux  derniers  tenues  ex"  —  ex'  pour  les  pre- 
miers, en  écrivânl  l'équation  ainsi 

C  —  ex'  "  —  bx'   "  -t-  ax  "=  o  ; 

laquelle  étant  comparée  de  même  à  l'équation  de  l'Exemple  Vil,  <m  aura 

C  //  a 

a.—  -,     p  = »      y  =  -,      o  =  o,..., 

e  e  e 

s  —  n      r,     i  —  n      p,    q  =  ■; 
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et  l'on  trouvera  l'expression  d'une  fonction  quelconque  de  —  > 

i 


(\     S  —  Il 
-  \       ■> 


dans  laquelle  mettant  successivement  les  r  ou  s  —  n  valeurs  différentes 
de  p,  on  aura  autant  d'expressions  différentes  qui  se  rapporteront  aux 
s  —  n  dernières  racines  de  l'équation. 

Ainsi  l'on  aura  trois  formules  dont  la  première  se  rapportera  a  la  pre- 
mière racine,  la  seconde  comprendra  les  n  —  i  racines  suivantes,  et  la 
troisième  renfermera  les  s  —  n  dernières  racines;  de  sorte  qu'on  con- 
naîtra par  ce  moyen,  non-seulement  la  valeur  de  chacune  des  s  racines 
de  l'équation  proposée,  mais  aussi  une  fonction  quelconque  de  chacune 
de  ces  racines. 

Seconde  Solution.  --  Dans  la  Solution  précédente  nous  avons  consi- 
déré deux  à  deux  les  termes  consécutifs  de  l'équation  proposée;  or,  la 
combinaison  des  termes  qui  ne  sont  pas  immédiatement  voisins  nous 
donnera  encore  d'autres  Solutions. 

Et  d'abord  il  est  clair  qu'après  avoir  combiné  les  deux  premiers  termes 
a  —  bx,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus  pour  avoir  la  première  racine 
de  l'équation,  on  peut  combiner  immédiatement  le  terme  —  bx  avec  le 
dernier  —  exs  pour  avoir  les  autres  racines.  Pour  cela  on  regardera  donc 
ces  deux  termes  comme  les  premiers,  en  écrivant  l'équation  ainsi 

b  +  ex*~^  —  ax~'  —  cxn~s  =  o, 

laquelle,  étant  comparée  à  celle  de  l'Exemple  VII,  donnera 

b       „  a  c        ^ 

x  =  -i     p  = 1     y= ■>     6  =  o, ..., 

e  e  e 

/■  =  s  —  i,     p  —  —  i ,     q  =  n  —  5  +  1; 

de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs,  on  aura  l'expression  générale 
d'une  fonction  quelconque  de  —, 


,'b 

p  étant  —  a   :-  (  - 
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floue,  mettant  pour  p  chacune  de  ses  valeurs  particulières,  qui  sont  au 
nombre  de  s  —  i,  on  aura  autant  d'expressions  différentes  qui  se  rappor- 
teront aux  s  —  i  racines  cherchées. 

Ainsi,  en  combinant  la  formule  du  i°de  la  Solution  précédente  avec 
celle  dont  nous  venons  de  parler,  on  trouvera  la  valeur  d'une  l'onction 
quelconque  de  chacune  des  s  racines  de  l'équation  proposée. 

Troisième  Solution.  —  Combinons  maintenant  le  premier  terme  a  de 
l'équation  avec  le  terme  car",  c'est-à-dire,  prenons  ces  deux  termes  poul- 
ies deux  premiers  de  notre  formule  générale,  et  rapportant  l'équation 
sons  ce  point  de  vue  à  la  formule  de  l'Exemple  VII,  on  aura 

ab  e       . 

y.       .-,       p  = ,       y= •>       0  =  O 

c  c  c 

r=  n,     p  —  1 ,     q  =  s  —  i , 
ce  qui,  étant  substitué,  donnera  une  formule  qui  exprimera,  en  général. 

OC 

une  fonction  quelconque  de  —-> 


p  ('tant  =  ^«=  I  -  j    : 

donc»  introduisant  a  la  place  de  p  chacune  des//  valeurs  différentes  que 

cette  quantité  peul  avoir,  on  aura  autant  de  formules  particulières  qui 
se  rapporteront  ;ui\  //  premières  racines  de  l'équation  proposée. 

Pour  trouver  les*  — 71  racines  restantes,  il  faudra  combiner  le  terme  c.r" 
avec  le  dernier  terme  —eaf\  or,  cette  combinaison  avant  déjà  ete  faite 
dans  le  3°  de  la  première  Solution,  il  n'y  aura  qu'à  emprunter  ici  la 
formule  trouvée  dans  cet  endroit. 

Donc  on  n'aura  en  tout  que  deux  formules  générales  comme  dans  la 
Solution  précédente;  et  l'on  pourra,  par  le  moyen  de  ces  formules,  trou- 
ver non-seulement  chaque  racine  en  particulier,  mais  aussi  une  fonction 
quelconque  de  chaque  racine. 

()i  \  1  iiii.mi.  S01.1  mon.      [1  reste  encore  une  combinaison  a  faire,  c'est 

8. 
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celle  des  deux  termes  extrêmes  a  et  —  ex\  laquelle  donnera  immédiate- 
ment toutes  les  s  racines  de  l'équation. 

En  rapportant  donc  sous  ce  point  de  vue  l'équation  proposée  à  celle 
de  l'Exemple  VII,  on  aura 

a       a  h  c 

a=-i      p  = 1      y  =  -»      0  =  0,..., 

e  e       '        e 

r  =  s,    p  =  i,     q  =  n  —  i . 
et  l'on  trouvera  une  formule  générale  pour  l'expression  d'une  fonction 

3C 

quelconque  de  —■>  où 

de  sorte  qu'en  y  substituant  successivement  les  s  valeurs  de  p,  on  aura 
autant  de  formules  particulières,  dont  chacune  se  rapportera  à  une  des 
racines  de  l'équation  dont  il  s'agit.  Ainsi  une  seule  foi-mule  générale  suf- 
fira dans  ce  cas  pour  trouver  la  valeur  d'une  fonction  quelconque  de 
chacune  de  ces  racines. 

Comme  nous  avons  .épuisé  toutes  les  combinaisons  possibles  des 
termes  de  l'équation  proposée,  pris  deux  à  deux,  on  ne  pourra  pas  trou- 
ver d'autres  solutions  que  celles  que  nous  venons  de  donner,  au  moins 
par  nos  formules;  ainsi  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  cette 
matière,  les  Exemples  donnés  ci-dessus  nous  paraissant  suffisants  pour 
faire  voir  clairement  l'application  de  notre  méthode. 

*ij    [V.  —  Sur  la  convergence  ou  divergence  des  séries  qui  repré- 
sentent des  fonctions  quelconques  des  racines  des  équations . 

37.  Il  ne  suffit  pas  de  pouvoir  exprimer  les  racines  des  équations,  ou 
leurs  fonctions  quelconques,  par  des  séries  régulières,  et  dont  la  loi  soit 
bien  développée;  il  faut  surtout  pouvoir  reconnaître  par  la  loi  même  de 
ces  séries  si  elles  sont  convergentes  à  l'infini  ou  non;  car  il  est  clair  que 
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pour  qu'une  série  puisse  être  regardée  comme  représentant  réellement 
la  valeur  d'une  quantité  cherchée,  il  faut  qu'elle  soit  convergente  a  son 
extrémité,  c'est-à-dire  que  ses  derniers  termes  soient  infiniment  petits, 
de  sorte  que  l'erreur  puisse  devenir  moindre  qu'aucune  quantité  donnée. 
Voyons  donc  comment  on  pourra  reconnaître  si  cette  condition  a  lieu  ou 
non  dans  les  séries  des  paragraphes  précédents. 

Pour  rendre  notre  recherche  aussi  générale  qu'il  est  possible,  nous 
considérerons  l'équation  générale  (H)  du  n°  16,  savoir 

x  —  x  -t-  ç  (  x }  =  o, 

laquelle  donne  en  général  fn°  17,  formule  K) 

,i  (fL\  =.i,(y)  .  ?(*r)^'(r)  ,     '    rf[9(«r)'f  (,r)1 


a  /  a  2  a5  dy 

rf'[<p(«r)s<K(r)] 


7.  .3.  a3  ih- 


+  , 


la  variable  y  devant  être  faite  égale  à  i  après  les  différentiations. 
Soit  donc 

'  (/•'-' [y  («r)'^'(r)  I 

1.2.3. .  .La'  dy'~l 

un  ternie  quelconque  de  cette  série,  dont  le  quantième  soit  i-t-i;  et  sup- 
posons que  la  fonction  o' x)  soit  représentée  par  nue  suite  quelconque 
de  puissances  de  r,  en  sorte  que  l'on  ait 

<f(x)  =  \x"  ■+■  R.r*  -+-  Cxc  -4- .  . . , 

A,  M,  (],...  étant  des  coefficients  quelconques,  et  a,  b,  c,...  des  exposants 
;iussi  quelconques;  on  aura  donc  de  même 

<f(ay)=    \  x"  y  -+-  \\xh  )■'■+-  i'.yj  y  +-..., 

par  conséquent  un  terme  quelconque  de  la  puissance  /"""  de  cette  quan- 
tité, c'est-à-dire  de  la  valeur  de  f  w  '  sein,  comme  on  sait, 

i   a  3       i 

V    H"<>  ...    y.  }   ) ''"'  "/"•••, 


,2.3.  .  .  m  ><!.2.3.../lXl.2.3.../>X 


Cri  MÉTHODE  POUR   RÉSOUDRE   LES  ÉQUATIONS 

m,  n,  /),...  étant  des  nombres  entiers  positifs,  tels  que 

m  -f-  n  -+-  p  -f- . . .  =  i. 

Supposons  de  plus  que  la  fonction  tj/ (y)  soit  aussi  représentée  par  une 
suite  de  termes  tels  que  Yyf;  et  multipliant  la  quantité  précédente  par 
Fyf,  on  aura  pour  un  terme  quelconque  de  la  valeur  de  f.(ay .''■>'  y  ■ 
l'expression 

i.2.3...î'XF.A"B"Cf...a" 
i  .  2 . 3 .  . .  m  X  i .  2 . 3 . .  .  w  X  i .  2 . 3 .  .  .jw  X .  .  .  ' 

en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

ma  -+-  nb  ■+■  pc  -f- .  .  .  =  u. 

Donc,  différentiant  cette  quantité  i  —  i  fois,  en  faisant  y  variable  et  r/v 
constant,  et  divisant  ensuite  par  i.2.'5...i.y.'dy'~\  on  aura  pour  la  valeur 
d'un  terme  quelconque  de 

J'-'[cp(ar)^'(r)] 


i  .2.3.  .  .i .oc'  </)•'-' 

après  v  avoir  fait  y=  i,  la  quantité 

!«+/)(«  +/-!)(«+/-  2).  .,(«+/-  ,-  +  2)  p  ^   ^  B;i(;/<  ^ 

i.2.3...mXi.2.3...»Xi.2.3...y?X... 

Ainsi  la  difficulté  se  réduit  maintenant  à  voir  ce  que  cette  quantité  de- 
vient lorsqu'on  suppose  i  infiniment  grand. 

.'5N.   Pour  cet  effet,  je  remarque  que  l'on  a,  en  prenant  sr  pour  le 
rapport  de  la  circonférence  au  rayon. 

log  i  -f-  log2  -+-  log3  -4-  log4  -t-  ■  ■•  —  loij.r 
x  -\ —  |  \oiix  —  x  H —  loge  -+- 


2  /  2  I  '.?'  jho.r 


comme  MM.  Stirling,  Moivre  et  d'autres  Géomètres  l'ont  démontré  (voyez 
surtout  le  Calcul  différentiel  de  M.  Euler);  de  sorte  (|ue,  Lorsque  r  est 
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infiniment  grand,  on  a,  sans  erreur  sensible, 

log  i  +  log2  -+-  log3  +  .  .  .  +  log.r  =     in —  j  log.r  —  X  +  -  logot 


=     xH )  log.r  —  loge*  H loger, 


d'où,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  tire  dans  la  même 
hypothèse 

r  ■+! 

0                        V  CJ  X        2 
I  .  2.i.  .  .X  =  - • 

ex 

On  a  de  plus,  en  général,  quels  que  soient  x  et  j, 

logx  -+-  \og(x  —  i)  4-  log  (a?  —  2)  "4-. . .+  iog(x  —  r  -1-  1) 

=  (.r  -(-  -  )  logx  —  .r  H ^ — -  h- .  .  . 

\  2  /  12  a:        ibo  x3 


x  —  .>•+-  )  log  (x  —  )•)  +  .r  —  r 1—      ~\  "+-  m   ,         —v, 

'2/  '        i?.(x-r)        36o(.r—  )•)' 

de  sorte  qu'en  supposant  x  et  v  infiniment  grands,  on  aura 

log-r  -+-  log(x  —  1)  -4-  log(.r  —  2)  +  . .  . -+-  log(.r  —  .)'  +  1) 
\     +  2)  log'r  ~~  \    —  ^"""â)  ,og^  ~^~^' 
cl  par  conséquent,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 


1      —y 

x( x  —  i){x  —  ■?.).  .  .{x  —  y  -+-  1 ,  = 


,Ax-r+-; 


{x-r) 

De  là  il  s'ensuit,  pour  le  dire  en  passant,  que  le  coefficient  du  [y -m /"'"" 
terme  du  binôme  élevé  à  la  puissance  x  sera,  lorsque  x  el  y  sont  très- 
grands, 

X        2 


de  sorte  qu'en  faisant  y  =  px  ce  coefficient  deviendra,  en  divisant  le 
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haut  et  le  bas  par  x**1» 


39.  Cela  posé,  puisque 

m  -<r  h  -\-  p  + .  .  .  =  i, 
et 

am  -+-  bn  4-  cp  -+- .  .  .  =  u , 

il  est  clair  qu'eu  supposante  infiniment  grand,  m,  n,  p,...,  u  le  seront 
aussi,  de  sorte  qu'on  aura 


„                 v'ct  m      - 
i .  2.  5.  .  .m  = 5 

em 

et  ainsi  des  autres. 

De  plus  en  faisant,  pour  abréger,  g=f-+- 1,  on  aura 

(«-)-/)("+/—  l)(«   +/-  2  )...(«+/—#  -(-  2) 

_  (»+g)(M  +  g—  l)(M  +  g--2)...(«  +  g--/  +  l] 

[u  +  g  —  if+'-'^e* 

De  sorte  qu'on  aura,  lorsque  i  —  ^c  , 

(«+/)(« +/-i)(m+/- a). ..(« +/-  i  +  2) 
i.2.3...mXi.2.3...«xi.2.3.../>x... 


GT(M  +  g-—  0  2  W         2  /?         2/T       2... 

X  étant  le  nombre  des  quantités  m,  n,  p,...,  c'est-a-dire  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  <p(ac). 
Donc,  faisant,  pour  abréger, 

v=  («  +  ^-' 


bj; ( u  4-  g—  i )**■  mnp . 
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la  quantité  proposée 

(  «  +/)(  K  +/-')(«+/-  3)-  ••(  M  -*-/-»  +  2)  FA„,  B»  Qp  a*-i 

i.2.3...mXi.2.3...nXi.2.3.../»X... 
deviendra,  lorsque  i  =  ce  , 

F/yx    («  +  g)«A"B»C/'...«-' 
(  m  -+-  g1  —  «  )u"' m"'  n"pP .  .  . 

40.   Supposons  maintenant 


=  f* 


=  V,       V  =  77, 


+  ...=  M, 


î  '  '       l  I  t 

el  l'on  aura ,  à  cause  de  m  -+-  n  -+-  p-\-. .  .  =  i 'et  «m  -t-  en  h-  c/> 

W.  +  V  -+■  77  +  .  .  .  =  I  , 

fia  +  vb  ■+-  7T c  -f- .  . .  =  y , 

d'où  l'on  voit  que  les  nombres  p.,  v,  it,...  seront  des  fractions  plus  pe- 
tites que  l'unité;  donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'expression 

(  u  -f-  g)u  A'"  B"  O . .  .a"-'' 
(u  —  i  -\-  g)u"'mmnnpP. . . 

elle  deviendra,  eo  divisant  le  haut  et  le  bas  par  i'\ 


-h  S]    \'J  lïJ  (7 .  .  .  y.J 


L-,  +  i 


W'  V*  T~  . 


(mi  bien,  en  négligeant  le  ternie  *  qui  devient  nul  lorsque  i      oc  , 

■y  y/  -'  v  B'C*. 


r    y  y/    'A^B'C...    T 


Par  les  inclues  substitutions  la  quantité  V  deviendra,  en  divisant  le  liant 
et  le  bas  par  I8*-1, 


-'  (u  —  l-t-  ■€)         r;-. 


III. 
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on  bien,  en  négligeant  le  terme  infiniment  petit  4,  et  remettant  pour  g 
sa  valeur /-f- 1 , 


!//+' 


41.  Donc,  si  l'on  fait 

on  aura,  pour  un  terme  quelconque  de  la  valeur  de 

,  tf<-  [cp(a.r)'Y(7)] 


I.2.3. .  .i. a''  rfj'"1 

lorsque  i  est  infiniment  grand,  cette  expression  fort  simple 


Fy/M.N' 


dans  laquelle  X  est  le  nombre  des  termes  de  la  fonction  y  (a?),  et  où  ji,  v. 
7i,...  sont  des  nombres  quelconques  positifs,  tels  que 

et 

a[L  +  b v  +  C7r  -+- . . .  =  u. 

Ainsi  cette  quantité  sera  infinie  ou  nulle,  suivant  que  N  aura  une  valeur. 
soit  positive  ou  négative,  plus  grande  que  l'unité,  ou  non. 

D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  série  qui  représentera  la  valeur  de 

ty(-\  (37),  sera  convergente  si  l'on  a,  abstraction  faite  du  signe, 


a.  I 

N  =  ou  <  i; 


autrement  elle  sera  divergente. 

Or,  comme  la  quantité  N  dépend  seulement  des  coefficients  A.  B,  C,... 
et  des  exposants  a,  b,  c,...  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  fonction 
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f  I  x),  et  nullement  de  ceux  qui  appartiennent  à  la  l'onction  ^  (oc),  et  qui 
sont  F,/,...,  il  s'ensuit  que  si  la  série  qui  exprime  la  valeur  d'une  fonc- 
tion quelconque  de  —  est  convergente,  elle  le  sera  aussi  pour  toute  autre 

fonction  de  —  • 

42.  Au  reste,  il  est  hou  de  remarquer  que,  quoique  les  coefficients  A, 
B,  C,...  puissent  être  positifs  ou  négatifs,  ainsi  que  la  quantité  «;  cepen- 
dant, comme  il  ne  s'agit  ici  que  de  la  valeur  absolue  de  la  quantité  '37 

(„+/)... („+/-;  +  2)FAaBit(> 

i .  2 . . .  m  X  i .  2 . . .  n  X . . . 

il  est  indifférent  de  les  prendre  positivement  ou  négativement;  ainsi, 
pour  éviter  les  imaginaires  dans  la  valeur  de  N.  nous  supposerons  que 
les  coefficients  A,  B,  C,...  soient  pris  positivement,  à  cause  que  (x,  v, 
-,...  doivent  être  positifs  par  leur  nature,  et  à  l'égard  de  a  nous  suppo- 
serons qu'il  soit  pris  en  sorte  que  -         soit  positif;  par  ce  moyen,  quels 

que  soient  les  nombres  u,  v,  7r,...,  u,  la  valeur  de  N  sera  toujours  sous 
nue  forme  réelle. 

13.  Supposons  que  la  fonction  f  (x)  ne  renferme  qu'un  seul  terme 
A.r",  en  sorte  que  l'équation  soit 


dans  ce  cas  on  aura 

et 

donc 

donc 


n      t 


a  —  x  -h  \x°  =  o, 

I    /    \    |  !' 


\r  'il) 


p.  ^=  i ,      d  y.       v  ; 
(x  =  i ,     u  =  a  ; 


»  =  «!„*".  I 


donc  la  série  sera  convergente  si  l'on  ;• 


(Ml 


il  y  u      I 
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Ce  cas  est  celui  du  Problème  II,  §  III;  or,  dans  la  première  Solution,  on  a 

d'abord 

a  c 

a  =  T'      A  =  T  ?      a  =  n  ; 

b  b 

donc  la  première  série  de  cette  Solution,  c'est-à-dire  celle  qui  se  rapporte 
à  la  première  racine,  sera  convergente  si  l'on  a 


ou<ip'-1>T' 

n  L       an 


c'est-à-dire  (abstraction  faite  des  signes \ 


a"-'  c  (  n  —  i  )"- 

ou  < 


b"  n" 


en  prenant  a,  b  et  c  positivement. 
Soit  n  =  2,  on  aura  cette  condition 

ac  i 

c'est-à-dire  b2  =  ou  >4«c;  or,  c'est  précisément  la  condition  qui  rend 
convergente  la  série  provenant  du  développement  du  radical  \b2  —  l\ac, 
et  qui  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  par  notremétbode(9). 
Dans  la  seconde  série  de  la  même  Solution,  on  a,  en  comparant 
l'équation 

b  n    7TT7, 

t /        =o 

c  c 

à  la  formule  générale  ci-dessus, 

/;  a  i 

a=-5      A  :=  ■ 1      a  =  ; 

c  c  i  —  n 


donc  la  condition  de  la  convergence  de  cette  série  sera    abstraction  tàite 
des  signes 


a 

-  =  ou 
c 


»»(t)' 
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(3ii  bien 

ca"-'  ^  { n  —  i  )"-' 

— — =  ou  << — ■> 

b"  n" 

qui  est  la  même  condition  que  la  précédente. 

Dans  la  seconde  Solution  on  aura,  en  comparant  l'équation 


a  ht 

— \- 1  —  —  =  o 
c  c 


à  la  même  formule  générale, 


a  b  i 

a  = 1      A  —  -     et     a  =  -  ; 

ce  n 


d'où  la  condition  de  la  convergence  des  séries  de  cette  Solution  sera, 
abstraction  faite  des  signes, 

i  —  // 

b  H  n  —  i  )  c  I 

-  =  ou  <  n\  » 

c  [        a         | 

laquelle  se  réduit  à  celle-ci 

ca"-'  (/i—i  )"-' 

=  ou  > 


b"  n" 

(jiii  est  l'opposée  de  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  la  première 
Solution. 

Donc  : 

i°  Si  dans  l'équation 

a  —  bx  -+-  ex"  =  o, 

on  ;t   abstraction  faite  des  signes  de  a,  b,  c) 

a"~'c  n  —  i)""  ' 

— s —        <>u  <T 


//" 


il  faudra  employer  la  première  Solution  du  Problème  II,  laquelle  donnera 
toujours  «1rs  séries  convergentes,  el  par  conséquent  vraies  pour  toutes 
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les  racines;  de  sorte  que  ces  racines  seront  réelles  ou  imaginaires,  sui- 
vant que  les  séries  qui  les  représentent  le  seront. 

Donc  (33)  l'-equation  proposée  aura  dans  ce  cas  autant  de  racines 
réelles  et  autant  d'imaginaires  qu'il  y  en  aura  de  telles  dans  les  équa- 
tions qu'on  pourra  faire  en  combinant  ensemble  deux  termes  consécutifs 
de  cette  équation,  et  les  égalant  à  zéro;  c'est-à-dire  dans  les  équations 

a  —  bx  =  o     et     b  —  ex"'  '  =  o, 

d'où  l'on  voit  qu'il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  de  réelle. 

2°  Si  l'on  a 

a"~l  c  (  n  —  i  )"-' 

— -. =    OU    > 1 

b"  n" 

alors  il  faudra  employer  la  seconde  Solution  dont  les  séries  seront  néces- 
sairement convergentes;  de  sorte  que  dans  ce  cas  l'équation  aura  autant 
de  racines  réelles  et  autant  d'imaginaires  qu'il  y  en  aura  de  telles  dans 
l'équation  qu'on  fera  en  égalant  à  zéro  le  premier  et  le  dernier  terme  de 
la  proposée,  c'est-à-dire  dans  l'équation 

a  +  ex"  =  o. 
44.  Si  l'on  avait  l'équation 

a  —  bx'"  -4-  cr'"+"  =  o, 

il  n'y  aurait  qu'à  faire,  comme  dans  le  n°  22,  x'n  =  t,  ce  qui  la  change- 
rait en  celle-ci 

/Il  -h  II 

a  —  bt  -h  et  '"    =  o, 

qui  est  dans  le  cas  de  l'équation  du  numéro  précédent.  Ainsi,  mettant 

m~hn  à  la  place  de  n,  on  trouvera  que  la  première  Solution  sera  bonne 
lorsqu'on  aura 

n  In 

a   c  ,  \m 

ou  <C 


m-t-n  ^  m-\-n 

1     m  i  * 

b  !  m  -i-  n 

m 
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savoir,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  m. 


a"  cm  m'"  ii" 

=  ou  < 


//,H-"  (  m  -t-  «  ) 

et  que  la  seconde  sera  bonne  lorsqu'on  aura 


a"c"'  mmn" 

ou  > 


ftm-t-n  -^  (  m  _(_  „  )»'+" 

de  sorte  que,  dans  le  premier  cas,  l'équation  aura  autant  de  racines 
réelles  et  autant  d'imaginaires  qu'il  y  en  aura  de  telles  dans  les  deux 

équations 

a  —  bxm  —  o     et     b  —  ex"  —  o, 

et  que,  dans  le  second,  le  nombre  des  racines  réelles  et  des  imaginaires 
sera  le  même  (33)  que  dans  l'équation 

a  -4-  cr'"+"  =  o. 
45.  Si  l'on  avait 

a"(f  m'"n" 


alors  les  deux  conditions  seraient  les  mêmes;  de  sorte  qu'il  faudrait  dire 
que  l'équation  aurait  dans  ce  cas  autant  de  racines  réelles  et  autant 
d'imaginaires  qu'il  v  en  aurait  de  telles  dans  les  équations 

a  —  bx'"       o     et     h  —  ex"       o, 

et  dans  l'équation 

a  -4-  cxm+n  =  o  ; 
donc,   s'il   arrive  que    le   nombre  des  racines  imaginaires  de   ces  deux 

équations-là  soit  différent  de  celui  de  cette  équation-ci,  il  s'ensuivra 
qu'il  v  aura  dans  la  proposée  autant  de  racines  égales  qu'il  \  aura  plus 
de  racines  imaginaires  d'un  côté  que  de  l'autre;  car  les  racines  égales 
étant  les  limites  entre  les  racines  réell*  s  et  les  imaginaires,  peuvent  être 
regardées  en  quelque  sorte  comme  appartenant  aux  unes  "o  aux  autres 
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46.  Nous  avons  vu  (41)  que,  pour  que  la  série  soit  convergente,  il 
faut  que  N  ne  soit  pas  >  i;  on  cherchera  donc  dans  chaque  cas  la  plus 
grande  valeur  de  N,  en  regardant  les  quantités  fx,  v,  rc,...  comme  va- 
riables, et  si  elle  ne  se  trouve  pas  plus  grande  que  l'unité,  on  en  conclura 
que  la  série  est  convergente;  sinon  elle  sera  divergente. 

Faisons  varier  seulement  p.  et  v,  et  l'on  aura 

f  =  ^'og^TW,(,„SA_,^_rfv(,0^-,)., 

mais  il  faut  que 

a  -+-  v  -+-  7:  -t- . . .  =  i     et     ap.  +  b  v  -+-  az  -K  •  •  =  v  ; 

donc 

dp.  -4-  dv  =  o,     adu.  -Y-  bdv  =  du  ; 

d'où 

du  ,  du 

du.—  r?      dv—T 'i 

1         a  —  b  b  —  a 

donc,  substituant  ces  valeurs,  et  égalant  la  différentielle  dN  à  zéro,  on 
aura 


log 


i      A       .      B 
log—  -log - 

OCU  U.  V 


d'où  l'on  tire 


;  —  i  a  —  b 

au    \a  A  __  /    cxu 
u  —  i  /     y.         \  u  —  i  /     v 

On  trouverait  de  même,  en  faisant  varier  \j.  et  -, 

au    \a  A        /   au    \e  C 


u  —  i  /     fz 


et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  les  conditions  du  maximum  ou  minimum 
seront  renfermées  dans  ces  équations 


au    y  A  __  /   au    \6  B  _ 

U  —  I  /      [J  \u  —  I  /      V 
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On  aura  donc,  en  prenant  un  coefficient  quelconque  X, 
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u  —  i 

av 
v  —  i 

XV 
V  —  I 


donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 

y.  -h  v  -f-  -  -f- .  .  .  =  i ,      y.  a  -4-  v  h  -f-  7î  C  +  . 


'v, 


on  aura 


~>\    \ 


\a 


v  —  i 


\^-)"+  c  '  *v 

,1/  —  i  /  Vu  —  I 


(^)'-J 


BA 


u  —  i 


Ce 


u  —  I 


d'où  l'on  tire,  en  chassant)., 


k(a-  u)( 


(_j  +C(o_„)^_Tj  • 


u  —  i 


.  =  o, 


équation  par  laquelle  on  déterminera  y,  après  quoi  on  aura 


)  = 


(~) 


V  —  I 


bi-^MVc' 


et  ensuite  fx,  v,  -,...  par  les  formules  précédentes. 

Ainsi  l'on  pourra  toujours,  par  ce  moyen,  juger  de  la  convergence  OU 
de  la  divergence  de  chaque  série. 


m. 
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FORCE  DES  RESSORTS  PLIES    . 


[Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  t.  XXV,  1771.) 


On  sait  que  la  force  d'un  ressort  plié  s'affaiblit  toujours  à  mesure  que 
le  ressort  se  débande,  mais  on  ignore  la  loi  suivant  laquelle  se  fait  cet 
affaiblissement  :  or,  c'est  de  cette  loi  que  dépend  la  ligure  des  l'usées  que 
l'on  applique  aux  montres  et  ii  la  plupart  des  horloges  à  ressort,  et  dont 
la  propriété  est  de  maintenir  l'action  du  ressort  dans  l'égalité  au  moyen 
de  la  différente  grandeur  des  rayons  qui  formenl  la  rainure  spirale;  car, 
selon  que  la  corde  qui  se  désentortille  se  trouve  appliquée  à  une  plus 
grand»;  distance  de  l'axe  de  la  fusée,  l'action  du  ressort  devient  aussi 
plus  grande,  et  il  faut  que  cette  augmentation  compense  exactement  la 
diminution  de  force  que  le  ressort  souffre  en  se  déroulant.  Dans  les  res- 
sorts qui  agissent  en  s'allongeant  ou  en  se  raccourcissant,  il  parait  que 
la  force  est  proportionnelle  à  la  quantité  dont  ils  se  dilatent  ou  se  con- 
tractent, ou  du  moins  à  une  fonction  donnée  de  celte  quantité;  mais  ce 
principe  n'a  pas  lieu  dans  les  lames  élastiques  inextensibles  el  pliéesen 
spirale  telles  que  celles  qu'on  applique  aux  horloges:  le  seul  principe 

qu'on  puisse  employer  pour  ces  sortes  de  ressorts  est  que  la  force  avec 
laquelle  le  ressort  résiste  à  être  courbé  est  toujours  proportionnelle  à 
l'angle  même  de  courbure;  el  c'est  d'après  ce  principe  que  de  très-grands 

Géomètres  ont  déterminé  la  courbe  qu'une  lame  élastique  doil  former 
•    Lu  le  10  septembre  177" 


78  SUR    LA    FORCE 

lorsqu'elle  est  bandée  par  des  forces  quelconques  données.  Or,  voici  le 
Problème  qu'il  l'a u t  résoudre  pour  pouvoir  connaître  la  loi  de  la  force 
des  ressorts  plies  : 

Une  lame  à  ressort  de  longueur  donnée  et  fixe  par  une  de  ses  extrémités 
étant  bandée  par  des  forces  quelconques  qui  agissent  sur  l'autre  extrémité, 
et  qui  la  retiennent  dans  une  position  donnée,  déterminer  la  quantité  et  la 
direction  de  ces  forces. 

Ce  Problème  n'a  encore  été  résolu,  que  je  sache,  par  aucun  Géomètre; 
c'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  en  faire  l'objet  de  ce  Mémoire.  La  seule  res- 
triction que  j'y  mettrai,  c'est  que  la  lame  soit  uniformément  épaisse,  et 
que  sa  ligure  primitive  et  naturelle  soit  la  ligne  droite.  Ce  n'est  pas  que 
le  calcul  ne  puisse  s'appliquer  à  des  ressorts  de  figure  et  d'épaisseur  quel- 
conques, mais  les  équations  qu'on  aurait  seraient  trop  compliquées  pour 
qu'on  en  pût  tirer  quelque  lumière. 

§  I- 

Le  principe  ordinaire  d'après  lequel  on  résout  le  Problème  de  la 
courbe  élastique  est,  que  la  force  du  ressort  à  cbaque  point  doit  être 
proportionnelle  à  la  somme  des  moments  de  toutes  les  puissances  ten- 
dantes. Or,  quoique  ce  principe  paraisse  n'avoir  pas  besoin  de  démons- 
tration, cependant,  comme  un  très-grand  Géomètre  a  cru  pouvoir  le 
révoquer  en  doute  par  cette  considération  qu'un  ressort  ne  devant  être 
regardé  ni  comme  un  corps  parfaitement  flexible,  ni  comme  un  corps 
absolument  inflexible,  on  ne  saurait  se  former  une  idée  nette  des  mo- 
ments des  forces  tendantes,  moments  qui,  selon  lui,  ne  peuvent  avoir  lieu 
que  dans  des  corps  absolument  inflexibles.  Je  vais  tâcher  d'abord  d'éta- 
blir la  vérité  de  ce  principe  d'une  manière  aussi  simple  que  rigoureuse. 

Imaginons  plusieurs  verges  droites  et  inflexibles  AB,  BC,  CD,  DE,... 
{ftg.  i),  lesquelles  soient  jointes  l'une  à  l'autre  par  des  charnières  à  res- 
sort aux  points  B,  C,  D,...,  et  dont  la  première  BA  soit  fixée  horizonta- 
lement au  point  A,  et  la  dernière  EF  soit  chargée  au  point  F  d'un  poids 
quelconque  P;  on  propose  de  trouver  la  figure  du  polygone  ABCDEF. 
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Pour  cela,  je  remarque  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  le  ressort  en  B 
agit  sur  les  deux  verges  AB,  BC  pour  les  étendre  en  ligne  droite,  on  peut 
toujours  substituer  à  l'action  de  ce  ressort  celle  d'un  autre  ressort  Ce, 
qui  serait  attaché  d'un  côté  au  point  C  de  la  verge  BC  et  de  l'autre  au 


Fig.   i. 


point  c  de  la  verge  AB  prolongée  en  c  en  sorte  que  BC  —  Bc,  et  qui  au- 
rait une  force  de  contraction  équivalente  à  la  force  du  ressort  de  la  char- 
nière B.  On  pourra  de  même  substituer  aux  ressorts  des  autres  char- 
nières C,  D,...  des  ressorts  X)d,  Ee,...  qui  agissent  sur  les  points  I),  E,... 
des  verges  CD,  DE,...  et  sur  les  points  d,  e,...  des  verges  BC,  CD,...  pro- 
longées en  d,  e,...,  de  manière  que  CD  =  C<7,  DE  =  De, Cela  pose, 

soil  AB  —  BC  =  Bc  -  CD  =  (>/...  =i,  et  soit  F  la  force  du  ressort  en  H, 
F'  en  C,  F"  en  D,...  ;  soit  R  la  force  du  ressort  (>,  IV  celle  du  ressort  Dr/, 

IV  celle  du  ressort  l'>... .  ;  enfin,  soit  l'angle  CBc  =  f,  l'angle DCrf=  >', 
l'angle  KDe  =  f", —  et  a  la  distance  Hk  du  point  fixe  B  à  la  verticale  KB 
suivanl  laquelle  agit  le  poids  tendant,  a'  la  distance  C).  du  point  C  à  la 

même  verticale,  a"  la  distance  Du Il  est  évidenl  que  le  ressort  Ce 

agissant  obliquement  sur  les  lignes  BC,  Bc,  ne  l'ail  sur  chacune  de  ces 
lignes  qu'un  effort  égal  à  H  eosç  pour  les  rapprocher  l'une  de  l'autre,  et 
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comme  cet  effort  doit  être  égal  à  celui  du  ressort  placé  eu  B,  on  aura 
Kcosç.  =  F;  on  prouvera  de  la  même  manière  qu'on  aura  R'cos^^F', 
R"cos<p"  =  F",....  Considérons  maintenant  les  deux  verges  BC,  Bc  comme 
mobiles  en  B  et  tirées  l'une  vers  l'autre  par  le  ressort  Ce  placé  entre 
deux:  qu'on  prolonge  ces  deux  verges  jusqu'à  la  ligne  verticale  PK,  et 
qu'on  joigne  les  deux  extrémités  K  et  L  par  un  ressort  KL  qui  ait  une 
force  dilatative  capable  de  faire  équilibre  à  la  force  contractive  du  res- 
sort Ce,  il  est  aisé  de  prouver  que  si  l'on  nomme  p  la  force  du  ressort  KL, 
on  aura  (à  cause  de  BC  =  Bc  =  i ,  BK  =  a  et  KL  perpendiculaire  à  BK  ) 
pa  =  Rcosip;  donc,  si  l'on  suppose  que  la  force  dilatative  p  devienne  con- 
tractive, le  ressort  KL  sera  équivalent  au  ressort  Ce,  et  par  conséquent 
aussi  au  ressort  de  la  charnière  B,  pourvu  que  la  force  p  soit  telle  que 

pa  =  Rcoso  =  F. 

On  peut  prouver  de  même  que  l'on  peut  substituer  au  ressort  De?  un  autre 
ressort  ML  qui  agisse  aux  extrémités  M  et  L  des  verges  BC,  CD  prolon- 
gées jusqu'à  la  verticale  PK,  et  que  la  force  de  ce  ressort  que  je  déno- 
terai par  p'  devra  être  déterminée  par  l'équation 

p'a'  =  R'  cos  cp'  =  F'. 

Nommant  pareillement  p"  la  force  d'un  ressort  qu'on  imaginerait  placé 
aux  exti'émités  M  et  N  des  verges  prolongées  CD,  DE,  et  qui  serait  équi- 
valent au  ressort  Ee,  on  trouverait  l'équation 

p"«"=R"cos?"  =  F", 

et  ainsi  de  suite.  On  aura  donc  par  ce  moyen  un  assemblage  de  verges 
AK,  BL,  CM,  DN,...  dont  la  première  est  fixe  en  A,  et  dont  les  autres 
sont  mobiles  autour  des  points  B,  C,  D,...,  et  dont  les  extrémités  K,  L, 
M,  N,...  sont  unies  par  des  ressorts  KL,  LM,  MN,...  disposés  en  ligne 
droite,  et  qui  sont  en  équilibre  tant  entre  eux  qu'avec  le  poids, P.  Or  il 
est  visible  que  cet  équilibre  ne  saurait  subsister  à  moins  que  les  forces  p, 
p',  p",...  des  ressorts  ne  soient  égales  entre  elles  et  égales  aussi  à  la  force 
du  poids  P;  c'est  pourquoi  on  aura  nécessairement 

o  =  P,    P'  =  P,    P"  =¥,..., 
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donc 

F  =  «P,     F'-=a'P,     F"  =  a"P,..., 

c'est-à-dire  que  les  forces  des  ressorts  qui  agissent  à  chacun  des  angles 
du  polygone  ABCD...  doivent  être  proportionnelles  aux  moments  du 
poids  tendant  par  rapport  à  chacun  de  ces  angles. 

S'il  y  avait  plusieurs  puissances  tendantes,  alors  on  démontrerait  par 
un  raisonnement  semblable  que  le  ressort  à  chaque  angle  du  polygone 
devrait  être  proportionnel  à  la  somme  des  moments  de  toutes  les  puis- 
sances. Supposons  maintenant  que  les  verges  qui  forment  le  polygone 
élastique  deviennent  infiniment  petites  et  que  leur  nombre  augmente  à 
l'infini,  il  est  clair  que  le  polygone  se  changera  en  une  courbe  continue, 
et  que  l'on  aura  le  cas  d'une  lame  élastique  pliée,  dans  laquelle  il  faudra 
par  conséquent  que  l'action  du  ressort  à  chaque  point  soit  proportion- 
nelle à  la  somme  des  moments  des  forces  tendantes  par  l'apport  à  ce 
point,  comme  on  l'a  toujours  supposé. 

A  l'égard  de  l'action  du  ressort,  c'est-à-dire  de  la  force  avec  laquelle  il 
tend  à  se  débander,  on  convient  généralement  qu'elle  est  eu  raison  de 
l'angle  de  courbure,  c'est-à-dire  en  raison  inverse  du  rayon  oscillateur; 
ainsi  il  faudra  que  la  somme  des  moments  des  forces  tendantes  par  rap- 
port à  chaque  point  de  la  courbe  élastique  soit  réciproquement  propor- 
tionnelle au  rayon  oscillateur  lorsque  l'élasticité  absolue  est  partout  la 
même,  et  lorsque  l'élasticité  est  variable,  il  faudra  que  la  somme  des 
moments  dont  il  s'agit  soil  en  raison  directe  de  l'élasticité  absolue  et  en 
raison  inverse  du  rayon  oscillateur. 

§  II. 

Soit  donc  ABC  (fig.  2)  une  lame  élastique  fixée  par  une  de  ses  extré- 
mités C,  el  courbée  par  des  puissances  quelconques  qui  agissent  sur 
l'autre  extrémité  A.  Ayanl  lire  par  <•<•  point  A  la  tangente  PAN,  et  par  un 

point  quelconque  M  de  la  courbe  l'ordonnée  BM,  perpendiculaire  à  la 
droite  W.  que  nous  prendrons  pour  l'axe  des  abscisses,  on  fera  AM  =  .r, 
Ml'»      y,  l'are  Ait  égal  à  .v,  le  rayon  de  courbure  en  H  égal  a  p,  l'angle  que 

III.  M 
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§  III. 

Supposons  Q-^o,  en  sorte  que  la  lame  AC  ne  soit  tirée  au  point  A 
que  par'  la  force  P,  suivant  la  direction  de  la  tangente  AP;  on  aura,  dans 
ce  cas. 


ds  = 

K          d<ç> 

v/P  y/'  —  coscp 

djr  = 

K     sinç  de? 

v/P  \/i—  COS9 

dv  — 

K     cosçrfç» 

v'P  \Ji  —  cosep 

Faisons,  pour  plus  de  simplicité,  — —  =/,  et  mettons  iz  à  la  place 

Vp 
de  <p;  on  aura,  à  cause  de  cos2s  =  1  —  2sin2s,  sin23  =  2  sine  eoss,  on 

aura,  dis-je, 

ds  =  & 
sinz 

dy  =  ifcosz  dz, 

dx  =  —. afsinz  dz, 

sin  z         J 


d'où  l'on  tire  par  l'intégration 


=  f^\/\ 


cosz 


A, 


cosz 
y  =  if  sin  z  -h  B, 

X  =  s  -+-  if  cos  z  -+■  C, 

A,  B,  G  étant  des  constantes  qui  doivent  être  déterminées  en  sorte  que  s, 
x  et  y  soient  nuls  lorsque  z  =  o;  ce  qui  donnera  B  —  o,  C=  —  2/et 
A  =  — /  log  o,  c'est-à-dire  A  =  00  . 

D'où  l'on  voit  que  ce  cas  ne  saurait  avoir  lieu  à  moins  que  l'angle  ;  ne 
soit  infiniment  petit,  pour  que  l'arc  s  puisse  être  fini;  de  sorte  que  la 
courbure  de  la  lame  sera  infiniment  petite. 
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Or,  puisque  Q  =  o  donne  9—0,  il  est  clair  que  Q  très-petit  donnera 

aussi  f  très-petit;  donc,  faisant  ç>  =  Qm  et  supposant  Q  très-petit,  les 

équations  du  paragraphe  précédent  deviendront,  à  cause  de  sinœ  =Q// 

Q2"2 
et  cosç  =  1  —  -^—5  a  tres-peu  près, 

,  Kdu 

as  = 


v/ 


P 

M  H U2 

7. 


,  QKudu 


KQ'u'du 


dx  =  ds  —  - 
2 


\Zb+ib' 


équations  intégrables  par  les  logarithmes  lorsque  P  est  positif,  el  par 
les  arcs  de  cercle  lorsque  P  est  négatif. 
Considérons  ce  dernier  cas,   et  faisons,    pour  plus  de   simplicité, 


C0S2  —  I 

//=        p — 1  on  trouvera 

ds  =     -v— r  dz, 
v/-P 

.  QK^/2 

'/>•  Y  -     C0S2  —  I    dz, 

.  .  O   K  .    >     , C0S22  3 \     , 

2py_p  \       2  2/ 

d'où,  «'ii  intégrant  en  sorte  que  v.  r  el  y  soient  nuls  lorsque  z  =0,  on 

aura 

K  v 

1  3, 

*       P 
QKy/S      . 

'  D  ..     V""    '      '    ' 

Q  K  v.'    /sii  33 

's  — ^ —  -   isim 

■I'  x      P         1  a 
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Pm 


où  il  faudra  faire  maintenant  s=l,y=b,  x=a,etz  tel  que  cos;  =  — 
de  sorte  qu'on  aura 


Pm 

Q 


cos 


Ky/2     ' 


b  =  v      (  sin  — x — = * — — 

P^-PV  RV2  Ky/2 


Q2RV/2      /l      .       2/v/-P 

a  —  l  a — - — -* —  {  -r  sin  — Y— — 2  sin 


J^-P         3// 


aPV— P\4"         Kv/2 


K^  2KV2 


i  ; 


§  IV. 

Comme  la  position  des  coordonnées  AN  =  a  et  NC  =  b  (Jig.  i)  dépend 
de  celle  de  la  tangente  AN  au  point  A  de  la  courbe  élastique  ABC,  il 
sera  bon  d'introduire  à  leur  place  la  corde  AC  et  l'angle  ACT  qu'elle  fait 
avec  la  tangente  CT  au  point  C  où  la  lame  élastique  est  supposée  fixe. 
Soient  donc  (Jig.  3)  AC  =  r  et  ACT  =  a,  l'angle  CTN  sera  égal  à  la  valeur 

Fig.  3. 


de  (f  au  point  C,  c'est-à-dire  égal  à  m;  de  sorte  qu'on  aura 

angle  CAN  =  m  —  a, 
a=r  cos  {m  —  oc),     b  =  /sin  (m  —  «). 


et  de  là 


Changeons  aussi  les  deux  forces  P  et  Q,  qui  agissent  suivant  AP  et  AQ, 
en  deux  autres  qui  agissent  suivant  AR,  c'est-à-dire  dans  la  direction  de 
la  corde  CA  prolongée  et  suivant  AT  perpendiculaire  à  AR;  et  nommant 
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la  première  de  ces  forces  R  et  la  seconde  T,  on  aura 

P  =  R  cos  (m  —  a)  +  T  sin(m  —  x), 
Q  =  —  R  sin  [m  —  x)  4-  T  cos  ( m  —  a  : 

ou  bien,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

R=j9Cos</,     T  =  />sin</, 


en  sorte  que 


oïl  aura 


•y 

p  =  s/R2  +  T2,     tangçf  =  ^  > 

P  =  p  cos  (  ç  +  x  —  m  ) , 
Q  =  p  sin  ( </  -i-  x  —  m). 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  ces  substitutions  dans  les  équations  trou- 
vées ci-dessus,  et  chassant  ensuite  m,  on  aura  deux  équations  par  les- 
quelles on  pourra  déterminer/?  et  q,  c'est-à-dire  R  et  T  par  /,  r  et  «. 

§  v. 

Pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  nous  remarquerons  d'abord  que  Q 
devant  être  par  l'hypothèse  une  quantité  très-petite,  il  faudra  aussi  queè 
soit  très-petite;  donc  on  aura  tant  smt'm  —  a)  que  sin f y  -+-  y.  —  m)  très- 
petits:  mais  m  est  aussi  un  angle  très-petit  du  même  ordre  que  Q:  donc 
les  angles  x,  m  et  q  seront  tous  très-petits  du  même  ordre,  de  sorte  qu'on 
aura  à  très-peu  près 


m  —  x  r 
a  =  r  li  — 

1                      2 

i 

b  —  ;    m       x). 

n  _                    </  4-  a  — 

m 

r  -     /'  l   ' 

1                          ? 

Q     y  v  +  «  •    '»  ; 

par  conséquent,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  du  §  III 
et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

., 


88  SUR  LA  FORCE 

on  aura,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger, 


m 

=  COSW, 


q  4-  a.  —  m 

r  ,  /sinw 

j  (m  —  a.)  =  (<7  +  a  —  m)  I  -         _1)' 


W 


?[■ 


[/»  —  a)2 


g -4- a— m)s  /sin2&>       2  sinw       3 


4w 


Or,   cette  dernière  équation  donne,  en  négligeant  les  quantités  très- 
petites  au-dessus  du  second  ordre, 

/_  {m  —  a)2       (q  -+-  a.  —  m)2  /sin2w       2  sinw       3\ 

l  i  i  \    4  w  ta  2  / 

de  sorte  que  la  seconde  équation  deviendra  celle-ci 

'sinw 
m  —  a  =  (  q  -+-  a  —  m  )  (  — 

or  la  première  donne 

m  =z  (^  -+-  «) 


COSW 


et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  précédente,  on  aura 

q sinw 

a.        w  cosw  —  sinw 

m  _     w  (cosw  —  i 
oc.       w  cosw  —  sinw 

donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  -, 

on  aura 

/  ,  .  .,       wsinsw  .  3w2 

I  (SlllW  —  W)2  -f-  ■ t 2WS1I1W  H 

r  4  2 

a2  2  (w  cosw  —  sinw)2 

Ainsi,  en  supposant  l  et  r  donnés,   la  dernière  équation  donnera 

d'abord  w  en  a,  d'où  l'on  connaîtra  aussi/)  en  a  à  cause  de/?=  — ~ït~- 
ensuite  les  deux  autres  équations  donneront  m  et  q. 
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VI. 


Puisque  nous  avons  supposé  q  très-petit,  les  deux  forces  R  et  T  (§  IV) 
deviendront  R  =p  et  T  =  pq,  c'est-à-dire 

R  = jr-    et    T= j^r, 

ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  forces  T  et  R  pour  chaque  angle  a. 

Supposons  que  la  force  perpendiculaire  T  soit  nulle;  il  faudra  donc 
que  q  =  o;  donc  aussi  sinco  =  o,  pourvu  que  u  ne  soit  pas  égal  à  zéro; 
autrement  le  dénominateur  w  cosw  —  sinw  le  deviendrait  aussi;  donc  on 
aura  w  =  (J.n,  ~  étant  l'angle  de  180  degrés  et  \i.  un  nombre  quelconque 
entier  positif  ou  négatif  excepté  zéro.  Donc  on  aura,  dans  ce  cas, 

D  ?.k'U7T 

d'où  il  s'ensuit  que  si  le  ressort  n'est  tendu  que  par  une  seule  force  AR 
qui  agisse  dans  la  direction  de  la  corde  AC,  il  faudra  que  celte  force  soit 

9.  K2  U7  7T2 

dirigée  de  A  vers  C,  et  qu'elle  ne  soit  pas  moindre  que        '  ' — ■>  c'est-à- 

?.K2—2 
dire  moindre  que — v; —  j  pour  qu'elle  puisse  produire  dans  le  ressort  une 

très-petite  courbure  quelconque;  et  toute  force  qui  sera  moindre  que 

.  "     ne    produira    absolument   aucun    effet    dans   la    lame    élastique. 

M.  Etalera  déjà  fait  cette  curieuse  remarque,  et  il  en  déduit  des  consé- 
quences relatives  à  la  force  des  entonnes  dans  un  excellent  Mémoire  sur 
ce  sujet,  auquel  nous  nous  contenterons  ici  de  renvoyer.  (Mémoires  de 
l'Académie  Hoxule  des  Sciences  et  HeUes-LelIres  de  tterlin.  t.  XIII.  année 
1757.) 

Or,  puisqu'en  taisant  w=n  la  force  T  disparaît,  supposons  w  =  n-  t. 
1  étant  un  angle  forl  petit .  el  l'on  aura 


t7 
sinoj      mu/      1,     cosgi  cosf  =  —  H — ; 

7. 


III 
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on  aura,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger, 


m 

coso), 


q  -+-  oc  —  m 
r  /sinco 


i  m  —  a  )  =  I  q  -+-  oc  —  m  )  I i  )  ? 


ï[ 


_  j/n  —  spJ 


(</-4-a —  m)s  /sin2&>       2  sinco       3 


2  \    4&>  M  2 


Or,    cette  dernière  équation  donne,  en   négligeant  les  quantités  très- 
petites  au-dessus  du  second  ordre, 

/'  (m  —  oc)2       (q -h  oc  —  m)2  /sin2r.>        2sino>       3^ 

—  i-h-  -1-  - 


/  2  2  \      4W  û)  2 

de  sorte  que  la  seconde  équation  deviendra  celle-ci 


s  in  m 

7?  —  a  =  (  q  -+-  oc  —  m  )  |  — 


or  la  première  donne 

m  =  (q  -h  oc)  (  i  — 


COSW 


et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  précédente,  on  aura 


q sinoi 

oc        m  cosw  —  sinco  ' 

m  _      co  (cosco  —  i) 
oc       m  cosw  —  sinco 


donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  -, 
on  aura 

/  ,  .  ..      6)siri2&)  .  3  co- 

I  S1I1CO  —  Ci))"  H r 2  0)  sinco  -+-  - — 

r  4  2 

oc2  2(mcosg)  —  sinw)2 

Ainsi,  en  supposant  /  et  r  donnés,   la  dernière  équation  donnera 

d'abord  u  en  a,  d'où  l'on  connaîtra  aussi/?  en  a  à  cause  de/?—  — ~r    '■ 
ensuite  les  deux  autres  équations  donneront  m  et  q. 
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§  VI. 


Puisque  nous  avons  supposé  q  très-petit,  les  deux  forces  R  et  T  (§  IV 
deviendront  R=/>  et  T  =  pq,  c'est-à-dire 

R= 77-    el    T  = /r-*/; 

ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  forces  T  et  R  pour  chaque  angle  a. 

Supposons  que  la  force  perpendiculaire  T  soit  nulle;  il  faudra  donc 
<jue  q  =  o;  donc  aussi  sina  =  o,  pourvu  que  w  ne  soit  pas  égal  à  zéro; 
autrement  le  dénominateur  w  cosoo  —  sine;  le  deviendrait  aussi;  donc  on 
aura  w  =  fx.Tr,  k  étant  l'angle  de  180  degrés  et  p.  un  nombre  quelconque 
entier  positif  ou  négatif  excepté  zéro.  Donc  on  aura,  dans  ce  cas. 

R- — < 

d'où  il  s'ensuit  que  si  le  ressort  n'est  tendu  que  par  une  seule  force  AR 
(jui  agisse  dans  la  direction  de  la  corde  AC,  il  faudra  que  celte  force  soit 

dirigée  de  A  vers  C,  et  qu'elle  ne  soit  pas  moindre  que  - — £ —  j  c'est-à- 

dire  moindre  que — 75—1  pour  qu'elle  puisse  produire  dans  le  ressort  une 

très-petite  courbure  quelconque;  et  toute  force  qui  sera  moindre  que 

.   '     ne   produira   absolument   aucun    effet    dans  la    lame    élastique. 

M.  Kuler  a  déjà  l'ait  celle  curieuse  remarque,  et  il  en  déduit  des  consé- 
quences relatives  à  la  force  des  colonnes  dans  un  excellent  Mémoire  sur 
ce  sujet,  auquel  nous  nous  contenterons  ici  de  renvoyer.  Mémoires  de 
l'Académie  Royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Berlin,  1.  XIII,  année 

■7  570 

Or,  puisqu'en  faisant  u=7i  la  force  T  disparaît,  supposons  w=n  /. 
/  étant  un  angle  forl  petit,  et  l'on  aura 


t1 

Mii'o       sin  /        /,      COSfti  (us/  —  —  h — ; 


III 
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donc,  en  négligeant  ce  qu'on  doit  négliger  dans  les  équations  du  §  V,  on 
aura 


(j t         r 


5        i_t_ 

4  +  4^' 


d'où  l'on  aura 


et  de  là 


J      3^ 


4«' 


<i  = 


*i" 


5a 

3  ' 


donc 


v\-,m 


/çr, 

Ainsi,  tant  que  l'angle  a  sera  égal  à  2  y  — ^ — -,  la  force  perpendicu- 
laire! (fig.?>,  p.  86)  sera  nulle;  mais  lorsqu'on  augmentera  ou  diminuera 
cet  angle  oc,  c'est-à-dire  l'angle  ACT,  le  ressort  exercera  perpendiculai- 
rement à  la  corde  AC  une  force  T  qu'on  pourra  déterminer  par  la  formule 
précédente,  pourvu  que  a  soit  fort  petit. 

§  VII. 

Prenons  maintenant  dans  la   tangente  CT  un  point  quelconque  C 
[fig.  4)  et,  ayant  tiré  la  ligne  CAR',  réduisons  les  forces  P  et  Q,  qui 

Fig.4. 


agissent  au  point  A  (§  11),  à  deux  autres  R'  et  T,  dont  l'une  R  lire  sui- 
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vant  la  direction  AR'  et  l'autre  T  suivant  la  direction  AT'  perpendicu- 
laire à  AR';  il  est  facile  de  trouver  par  une  méthode  semblable  à  celle  du 
§  IV  que,  si  l'on  nomme  a  l'angle  AC'T,  et  qu'on  fasse 

R'=y/cos</',     T=p'sinq', 
on  aura 

P       p'  cos(q'  ■+-  a'  —  m  , 

Q—p'  sin((/'  +  oc'  —  m .  i. 

Soient,  de  plus,  la  ligne  AC  =  r'  et  la  ligne  donnée  CC  =  h,  on  aura 
d'abord 

VC  =  r  =  v7/2-f-  r'2+  2Ar'cosa' 

et 

,,   ,       .  r'sina' 

sina:sina        r  .  r,     d  ou     sina:  =  —  ; 


ainsi,  ayant  /et  a  en  r'  et  «',  on  aura  aussi  a  et  6  en  r  et  «',  en  substi- 
tuant les  valeurs  de  ret  a  dans  les  formules  du  §  IV, 

a  =  r  cos{m  —  a),     b=rs\n(m      oc). 

Or,  comme  les  angles  a  et  m  sont  supposés  très-petits  de  l'ordre  de  la 
force  Q,  il  est  clair  que  les  trois  angles  ex' ,  q  et  m  seront  tous  très-petits 
du  même  ordre;  ainsi  l'on  aura  à  tirs-peu  près 

,  f          {&  A-  oc'  —  m)Jl        _  ,      . 

P  =p'\  i       il — -  ,     Q  =  />'  {q'  -f-  «'  -  m), 


///•'a'"  '  r'a'  > 

2  (  A  +  /''  |  '  /'  //    I 


:=/>-!-  /''  - 


et  de  là 


.          .           /ir'a"           (A  +  r'W             r' oc' 
a~  h  -+-  r'  -      —r : [m  —  t ; 


6  =  (A  +  r')(#»-  ,//;,) 


De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  les  équations  du  §  III,  et 

supposant,  comme  plus  liant, 


K  y  2 


I  ' 
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on  aura 

m 

I  H j— ; =  COSw', 

q'  -h  a  —  m 
(h  +  r' )  m  —  r'a!        ,   ,         ,  /sinw'         \ 

-T~       -  =  («'  +  *'-»)  [—  -•]' 

A  -+•  r'  T     _  /</-'g'2  +  [m(A  +  /-')  —  rV]2  1 
~~ i ~  2(/i  +  r')2 

(q'  -+-  a!  —  m)2  /sin2  0)'        2 sinw'       3 


2  \  4w'  m'        9- 

Supposons  maintenant  h  -t-  r'  =  l,   et  les  équations  précédentes  de- 
viendront celles-ci 


cosm', 

,  .  /sin«'        \ 

h  r' oc'2  -\-  (ml — r'a!  Y        ,    ,         ,  ,    /sin2w'        2  sinw'        3 

-*=—     '-  =  {q'  +  a!  —  m2    — — ; h - 

r  \    l\m  w  2 

Les  deux  premières  donnent  d'abord 


m 

q '  -+-  a  — 

m 

Im  —  r'  ex 

n' 

a!'     I   w'cosw'  —  sinw' 
'  r 


,   —  1  i  w'  cosw'  +  sinw' 

1  _  V       ) 

~î  — 1 ~r — ; — ■ — ; ' 

a  w  cosw  —  sinw 

et  ces  valeurs  étant  substituées  darîs  la  troisième,  on  aura,  à  cause  de 

h  =  l  -  r', 

,    ,  ,  M,       w'sin2w'  ,    .      ,       3m'! 

(w'  cosw'  —  sinw  r  -1 -. 2w  sinw  H 

r  4  2 


/  (w'  cosw'  —  sinw  )2  —  ^sin  w'  —  w')2 

*  ,.' 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'angle, w'  sera  donné  par  |a  seule  quantité  y»  et 

(]'  '  r' 

par  conséquent  la  quantité  —,  deviendra  aussi  une  fonction  de  -j\  et 

aK2w'2 
comme  p  = ^ — 5  il  s'ensuit  que  la  force  T",  qui  est  à  très-peu  près 
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égale  à/> q',  sera  toujours  exprimée  par  une  fonction  donnée  de  j  mul- 
tipliée par  -y2- 

Donc,  si  l'on  a  une  lame  élastique  ABC,  fixée  en  C  [fig-  5),  et  dont  la 
position  naturelle  et  libre  soit  la  droite  CA',  et  que  l'extrémité  A' de  cette 

Fig.  5. 


hune  soit  forcée  de  décrire  autour  du  point  C,  pris  dans  la  droite  CA', 
l'arc  très-petit  A' A,  en  sorte  qu'elle  vienne  dans  la  situation  ABC,  on 
fera  CA'  =  /,  A'C  =  r',  A'C'A  =  a,  et  l'on  trouvera  par  les  formules  pré- 
cédentes les  deux  forces  p  et  p  q'  que  la  lame,  dans  l'état  forcé  ABC, 
exercera  a  l'extrémité  A,  la  première  de  ces  forces  agissant  suivant  la 
direction  du  rayon  AC,  et  la  seconde  suivant  celle  de  la  tangente  en  A. 
Et  comme  on  a  ici  /  et  r'  constants  pendant  que  a  varie,  il  s'ensuit  que 
b)  sera  constant  aussi,  et  qu'ainsi  la  force  tangentielle  T  sera  toujours 
proportionnelle  a  l'arc  AA';  d'où  il  s'ensuit  que  si  un  corps  était  attaché 
à  l'extrémité  A,  ce  corps  ferait  autour  du  point  A'  des  oscillations  iso- 
chrones, dont  on  pourra  déterminer  la  durée  par  les  équations  ci-dessus. 
On  pourrait  se  servir  utilement  de  cette  propriété  des  lames  élastiques 
dans  les  balanciers  des  montres  si  l'on  voulait  se  contenter  de  leur  faire 

Fig.  6. 


faire   des    oscillations  très-petites;    c;ir,   supposant   [fig.  6     (pie   A'FGH 
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soil  le  balancier  dont  C  soit  le  centre,  il  n'y  aura  qu'à  fixer  une  lame 
élastique  d'une  longueur  quelconque  A'C,  d'un  côté  à  un  point  fixe  C  et 
de  l'autre  au  point  A'  de  la  circonférence  du  balancier,  et  l'on  sera  assuré 
que  ses  vibrations  seront  isochrones,  au  moins  tant  qu'elles  seront  très- 
petites,  ce  que  personne,  que  je  sache,  n'avait  encore  démontré  en  toute 
rigueur.  (  Voyez  le  XXXVIe  Mémoire  des  Opuscules  de  M.  d'Alembert.) 

§  VIII. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  courbure  du  ressort  devait  être 
très-petite;  voyons  maintenant  comment  on  peut  résoudre  le  Problème, 
en  général,  quelle  que  puisse  être  la  figure  de  la  lame  élastique.  Or, 
comme  les  équations  trouvées  dans  le  §  II  sont  absolument  inintégrables, 
il  est  impossible  de  déterminer  les  forces  P  et  Q  en  /,  a  et  b,  ou  bien  les 
forces  R  et  T  en  /,  r  et  a  (§  IV)  par  des  équations  finies;  mais  peut-être 
pourrait-on  les  déterminer  par  des  équations  différentielles  qui  donne- 
raient les  variations  de  T  et  de  R  répondantes  à  celles  de  r  et  oc;  c'est  ce 
qu'il  est  bon  d'examiner. 

Reprenons  donc  les  trois  équations  du  §  II,  et,  mettant  d'abord  à  la 

place  de  P  et  Q  les  valeurs  trouvées  dans  le  §  IV,  elles  se  changeront  en 

celles-ci 

Kdo 


ds  - 

y  p  ycos  (q  -t-  x 

—  m)  —  cos  (q  +  x  - 

-  m  -+-  o) 

dy  = 

Ksino  do 

sjpsjcos  (q  +  x 

—  m)  —  cos  {q  +  x  - 

-  m  -+-  cp) 

dx  = 

K  coscprfcp 

\jP  v'cos  [q  -+-  oc  —  m)  -—  cos  (q  ■+■  a  —  m  +  cp) 

La  seconde  de  ces  équations  étant  multipliée  par  sin  [q  -l-  a  —  m .j  et  en- 
suite retranchée  de  la  troisième  multipliée  par  cos  (q  -h  oc  —  m),  on  aura 

cos  [q  -+-  x  —  m)  dx  —  sin  (q  -+-  x  —  m   <li 
K  cos  (  q  ■+■  a  —  m  -+-  cp)  r/-r 


v'/>  vcos  [(i  ■+■  a  —  m)  —  cos  [q -\- a.  —  m -h  <f) 
De  même,  en  multipliant  la  seconde  par  cos  {q  -+-  a  —  m)  et  l'ajoutant  à 
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la  troisième  multipliée  par  sin  (q  -h  a  —  m),  on  aura 

cos  [q  -+-  a.  —  m)  df  -+-  sin  (q  -+■  a  —  m  I  dx 
K  sin  (g  +  a  —  m-\-  <p)  do 


yfj  y  'cos   q  ->-  x  —  m)  —  cos   g  +  a  —  m  7I-  <p) 

équation  qui  est  absolument  intégrable  et  dont  l'intégrale,  prise  en  sorte 
que  x  et  v  s'évanouissent  lorsque  <p  =  o,  est  celle-ci 

/cos  [q  +  a.  —  m)  -{- x  sm  [q  -T-  a.  —  m) 


k  ^  cos   q  -+-  a  —  m  )  —  cos  (  g  -+-  a  —  m  -f-  < 
Ainsi  il  faudra  combiner  cette  équation  avec  ces  deux-ci 


K     r 


v  j>  t  /  v  cos  g  -4-  a  —  m)  —  cos  (ç  +  a  — m  +  f) 

A'  cos  (7  H-  a  —  m    —  y  sin  (  q  -t-  a  —  w 

K     /*  cos  (g  -r-  a  —  />/  -    ip)  dy 

s,  /> ,  '  v  cos  i q  -h  x  —  m)  —  cos  (g  -+•  a  —  m  +  tp 

Soit,  pour  abréger,  q-    v      m--n,  et  supposons  que  les  intégrales 

/d'j  (*      cos  (»■+•©)  t/qj 

et       -== 
y/COStt  —  cos  [n-\-  <p  J   v  cos»  —  cos    »  H    O 

prises  en  sorte  qu'elles  soient  nulles  lorsque  y  o,  deviennent  A  et  H 
lorsque  p  =  m,  el  l'on  aura,  en  Faisant  r  =  a,  y  —  b,  s  =  le\  f  -/w, 
ces  tiois  équations 

/;  Cos    7    •    a        m  ii  -.in    y        y.  —  in    |        ^COS    '/  -+-  z  —  /»         COS    7    *    «), 

K 

•~-  [rt  COS    7    I    ;<        />'  6  sin    7  •      »  —  m)]  :     B, 

K 

•    i);m~  le  texte  primitif,  le  (acteur  a  se  trouve  placé  au  dénominateur  de  cette  Formule; 

l'inadvertance  coi iae  ici  par  I  illustre  Auteur  a  pour  effet  il  altérer  les  résultats  qui  suivent 

Nous  avons  cru  devoir  rairé  les  rectifications  nécessaires  pour  l'exactitude  des  formules. 

Vote  de  VÊditciu 
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ou  bien,  en  substituant  pour  a  et  h  les  valeurs  du  §  IV, 


K     -A, 


-~-  coso  =  B, 
K  * 

r\lp    ■  i ; ; -, s 

— \£-  sinq  =  y/cos  ((/  -i-  a  —  m)  —  cos  (q  ■+-  a). 


K 

Maintenant,  puisque  l'on  a 

do 


J  \/cosn 


cos  (  »  4-  ç>  ) 
cos  (»  +  9)  </o 


y/cosra  —  cos  (n  +  9) 
si  l'on  fait  varier  dans  ces  expressions  tant  9  que  /*,  on  aura 


dk 


do  sinndn    P  do 


f- 

J    [cos« 


v/cos«-cos(/z  +  9)  2      J   [Cosn- cos  (»  +  ?)]' 

dn    /*        sin  (»  -+-  9)  tfç 
J    [cosn 


</B  = 


2 

cos  (n  +  9)]2 


cos  («4-  (f)dcfi  sinndn    r       cos  (n-t-  o)  do 


/CO! 
[cos/i 


v/cosn-cos(n  +  9)  2      j  [COs»- cos  (n+ 9)]' 

,     Ç      sin  (n  + 9)^9  dn    /"sin  (n  +  9)  cos  (n -h  9)  do 

"J  s/cosn-cos{n+Y)         *  J      [(c0Sn  -  cos  («  +  9  ]? 


Or 


,/     [COS  H 


sin  (n  +  9)  ^9  —  1 

-cos(n  +  <p)f       V/cos«-cos(n  +  9) 

sin  («  +  9)0(9  1    /*sin  (k  -+-  9)  cos  (n  -+-  9)  do 


/sin  («  +  9)09  1    /*: 

\Jcosn  —  cos  (n  +  9)        2  / 


[cos/i  —  cos  (»  +  9  ]J 
cos  (n  -+-  9) 
y/cosn  —  cos  (n.  -+-  9) 
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Donc  on  aura 

,  dn  4-  dy  sinndn    r  dy 

v/cos/i-cosin+Y7  J[cosn-cos(n  +  9)f 

,     cos  n  -t-cp'i  {dn  -4-  dy)       sinndn    /"       cos(n -f- cp)  rfcp 

s/co^T-  cos  (in-ç  2      J  [ cos»  -  cos  ( n  -+-  <p )  ]! 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité, 

c        C  dy  ,         /■*       cos  (n  +  œ   tfc 


/'         (OSI/ 

/  |>osn  — 


J  [cosm  —  cos(n  ~  cp)]'  ,/  [cosn  —  cos(w  -+-  - 

et  comme  on  ne  peut  pas  trouver  les  valeurs  de  F  et  G  par  l'intégration, 
il  faut  tacher  de  les  déterminer  par  le  moyen  des  quantités  A.  B. 
Pour  cela,  je  remarque  que  l'on  a  : 

dco  _  cosndy  C0S(»4-<p   dy 

■ 


vrosn-cos(»  +  <pï        [cos»-cos(»-4-<p)]s       [  cos»  -  cos  (»  +  ?)] 

d'où,  en  intégrant,  on  aura 

A  =  Fcosn  —  G. 

cos  «  +  9)  dy  cosrc  cos  n  -+-  tp)  rf<p  cos2  »  +  ç)tfop 


2° 


v/cosn-costn  +  9)  [cosn- COS (iH-<p)]ï        [cosw-cosi/j  +  cp)]2 
et 

sin  n  -+-  <p)           _  eos(n  -+-  cp)</<p                     sin2 1  //  -4  y)d<p 

Jcosn-cos(n  +  y  Jcôsïi      cos(m-<pj       2[C0sn_  cos(»  +  q»)]*' 

par  conséquent 

,  sin   ra  -h  o 

2fl-, 


• 


v/cos»— cos  // 

(■{i>//  cos   //    i    f    r/cp  COS   /'        }    il  .  il , 


[cosn-  cos  n  ■   .   |3       vcosn      cos  n  [cosn-cos  n      o   |' 

Donc,  en  intégrant,  on  aura 

i.  cosn      lî  —  F. 
v  cosn      cos  /'  •   - 

III.  i3 
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Ainsi,  combinant  cette  équation  avec  la  précédente 


on  tirera 


A  =  Fcosn  —  G, 


_  asin  (n  -4-  cp  i 

B  —  A  cosn  — 


F  = 


\Jcosn  —  cos  (n  +  cp) 


sin2» 

_  2.cosnsin(n  -+-  es) 

B  cos/i  —  A T  — 


G 


y/cosn  —  cos  (n  -4-  cp) 


sin2« 


Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  dA  et  de  </B 
trouvées  ci-dessus,  on  aura 

,  dn-hdcp  sin  («  +  cp)  ûfo  (B  —  A.  cos  n)dn 

\Jcosn  —  cos(n  -+-  cp )       sirmy/cosrc — cos(«  +  <pj  asin» 

» R  _  ct>s (n  +  ?)  (<fa  +  def)  cos«sin(re  -4-  cp)  dn  (Bcosn  — A)(7m 

\/cosn — cos(n  +  cp)       sin/ty/cosn  —  cos(n  -4-  cp)  2sinn 

Donc,  remettant  à  la  place  de  n  sa  valeur  q  -+-  a  — m,  et  faisant  9  =  m, 
on  aura 

r/X-  d1+d« 

y/cos  {q  +  oc  —  m)  —  cos  {q  +  a) 

sin(q  -+-  oc<  [dq  -\-  doc  —  dm) 


s'mq  +  a-m   y/cos  (gr  -f-  a  —  m)  —  cos  (q  +  a 
B  —  A  cos  (</  -t-  a  —  m) 


2sin  (çf  -t-  a  —  m) 


(flfy  +  rfa  —  rfm), 


</B 


COS  (ty  +  oc)  (</</  -f-  rfa) 
y/cos  (q  -f-  a  —  m)  —  COS(<jr  -f-  a) 

cos  (gr  -4-  a  —  m)  sin  (g  -t-  a)  (rfcy  -+-  dex  —  dm) 


sin(q  -t-  a  —  m)  y/cos  (</  -+-  a  —  m)  —  cos  (g  +  a) 

Bcos(g  +  a  —  m)  —  A  ;  ,  ,  ,    . 

-f-  -      — r^ —, {dq  -f-  doc  —  dm). 

?.sin(</  -4-  a  —  m)  * 

Donc,  faisant  pour  plus  de  simplicité  a  —  m  =  |3,  on  aura  enfin  ces  trois 
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équations 


— ^-  sing  =  y  cos  (g  -+-  (3)  —  cos  i  q  -+-  a) , 


I  /  v'/A  dq  -h  da 

K   /        v/cos(g  +  (3)  —  cos  (g  -1-  a' 


'vP 


sin(g  H-  a)(^g  -+-  dp, 


+ 


cos  g 


s'm(q  +  (3)y/cos(g  +(3)  —  cos  (g  +  a 

/'cos g  —  /cos (g  -i-  (3     ,-     ,  ., 

2Ksm(g -+- (3)         v/^      '         r 

cos  (g  -\-  a)  (dq  -h  d a 


V1  cos  (  g  -+-  (3   —  cos  (  g  -4-  a 

cos(g  -+-  (3)sin(g  -+-a)  (</g  -f-  dfi, 


sin(g  4-  (3)  vcos^g  +  (3)  —  cos  (g  h-  a) 

/'  cos  g  cos  !  g  -4-  (3  )  —  /    -     .  , , 

?.ksmg  -4-0  vr  v    -/  i 


§  IX. 


Telles  sont  les  équations  par  lesquelles  on  doil  déterminer  les  forces 
R  =  p  cosg  ci  T  =psinq,  que  la  lame  élastique  ABC,  fixe  en  C  [fig.  3, 
p.  86),  exerce  îi  l'extrémité  A,  en  supposant  donnes  la  longueur  /  de  la 
lame  ANC,  la  corde  AC  =  rel  l'angle  TCA  =  a.  Pour  faciliter  le  calcul,  <>n 
prendra  la  valeur  de  cos  q  +  [i>  de  la  première  équation  et  on  la  substi- 
tuera dans  les  deux  autres,  lesquelles  deviendront  par  là 


'si' 
h 


2  k    dij       (I  y. 
r  \j>  sinq 

j    "Ksin   g  -+-  cf.         r  dp  cos  q        l\l>\  '  ysiieg 


r  \  />  sing 


-K 


v/'  I  '"/'  ■"'" 
!  K   I        j  K 


cos  g  -+-  «) 


II 


8h  ■'/  v//  sing  </    /s//sing      t    l6K4rfcOS   g    I    y 
il'.K1         /'//sin  ,,         j  K   CÔS   g    • 


i3. 
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r\'P  \_">-K.cos(q  -)-  a)(dq  +  da) 


i( r\l> 
d\  -jr-cosq 


iijp  sinq 

[Ijp      [  iKs'mq-^-x)      ri/pcosûfirVpsin'fl  1/ 

UK       [     rfîsinq  2K     J[    4K'  '        \\ 

^  8K2/-y//jsin^rf  (r^fpsinq)  -+-  i6Ksrfcos  q  -\-  y. 
i(iK4— [r2/?sin27  +  4K2cos^  +  y 

Ces  équations  sont,  comme  on  voit,  trop  compliquées  pour  qu'on 
puisse  en  tirer  quelque  lumière  sur  la  loi  des  forces  tendantes  RetT; 
cependant  elles  pourraient  servir  à  déterminer  la  vraie  figure  de  la  l'usée 
au  moins  par  une  équation  différentielle. 

Pour  cela  on  supposera  que  C  ifig.  3,  p.  86)  soit  le  centre  du  barillet 
ou  tambour,  où  le  ressort  est  renfermé,  et  à  la  circonférence  duquel 
l'extrémité  mobile  A  est  attachée;  de  cette  manière  r  sera  le  rayon  du 
tambour  qui  est  constant,  et  y.  sera  l'angle  que  le  tambour  aura  parcouru 
en  tournant  autour  de  son  axe  pour  bander  le  ressort;  de  sorte  que  ru 
sera  égal  à  la  longueur  de  la  corde  désentortillée  d'autour  du  tambour 
et  entortillée  autour  de  la  fusée;  donc,  si  l'on  considère  la  courbe  qui, 
par  sa  révolution  autour  de  son  axe,  produirait  le  solide  dont  on  doit  faire 
la  fusée,  et  qu'on  nomme  y  l'ordonnée  de  cette  courbe  et  ds  l'élément  de 

l'arc,  on  aura  iyds  pour  la  portion  de  surface  de  la  fusée  qui  sera  cou- 
verte par  la  corde  et  qui  devra  par  conséquent  être  égale  à  la  longueur  ar 
de  la  corde  entortillée  à  la  fusée,  cette  longueur  étant  divisée  par  le  dia- 
mètre même  de  la  corde;  ainsi,  nommant  e  le  diamètre  ou  l'épaisseur  de 
la  corde,  on  aura  d'abord 

fyds 

er 

Maintenant  il  est  clair  que  la  corde  ne  sera  tendue  par  le  ressort 
qu'avec  une  force  égale  à  T  =psinq,  l'autre  force  R  ne  faisant  que  pres- 
ser la  surface  du  tambour  au  point  où  l'extrémité  du  ressort  est  attachée; 
donc  le  moment  de  la  force  du  ressort  pour  faire  tourner  la  fusée  sera 
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Ty  =zypsmq,  lequel  devant  être  constant,  on  aura  l'équation 

ypsinq  =  g; 

ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  substituer  dans  les  deux  équations  précédentes 

a-  I  y  (/s 

—s- —  à  la  place  de  /;  et  — à  la  place  de  a,  et  chassant  ensuite  la  va- 

ysinq  '  '  er  ' 

riable  q,  on  aura  une  équation  entre  y  et  ds,  qui  déterminera  la  nature 

de  la  courbe  de  la  fusée. 

§  X. 

Dans  les  recherches  précédentes  nous  avons  supposé  que  le  ressort 
étant  fixe  par  une  de  ses  extrémités,  l'autre  était  retenue  dans  une  posi- 
tion donnée  par  deux  forces  appliquées  à  cette  extrémité,  et  nous  avons 
cherché  la  valeur  de  ces  forces;  mais  si  l'on  voulait  que  la  tangente  à 
cette  même  extrémité  fût  aussi  donnée,  alors  il  faudrait  qu'une  troisième 
force  agît  sur  la  lame,  et  qu'elle  fût  appliquée  à  quelque  distance  de 
l'extrémité  dont  il  s'agit  pour  qu'elle  put  avoir  quelque  moment  par  rap- 
port à  celte  extrémité. 

Ainsi  l'on  imaginera  qu'une  verge  inflexible  AP  fig.  2,  p.  82  suit 
jointe  à  la  lame  élastique  en  A,  et  que  cette  verge  soit  tirée  au  point  I' 
par  une  nouvelle  force  M,  dont  la  direction  soit  perpendiculaire  à  AP, 
c'est-à-dire  parallèle  à  la  force  Q  qui  agit  suivant  AQ  §11  :  et  il  résul- 
tera de  ces  deux  forces  M  et  Q  une  force  unique  M  ■+  Q  agissant  perpen- 
diculairement  ;i    la   verge   AP,   cl    à    une   dislance   du    point    A   égale   a 

M 

iT- — 7-  AP.  Or  la  force  P  donne,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  para- 
M       n 

graphe  cité,  le  moment  P  v  par  rapport  au  point  B,  et  la  force  ,M       0 

donnera  par  rapport  au  même  point  le  moment   M  i-Q  ( ..         AP     ./■)- 

c'est-à-dire,  en  faisant  \P      cetMn  Q      N,  le  moment  Me  -i-Na;;  d'où 
il  s'ensuit  qu'on  aura  pour  l'équation  de  la  lame  élastique 

■  k 

Me    |    N  >    •    l'r 

0 


102  SUR    LA   FORCE 

Donc,  r;us;tnl  les  mêmes  substitutions  que  dans  le  §  II,  on  aura 


Me 


N  l  cos  9  ds  -+-  P  /  sin  9  «5  =  — -. — -  : 


de  sorte  que  lorsque  9  =  o,  on  aura  ici 

2RJrf9 


ds 


Me. 


Cette  équation  étant  différentiée,  et  ensuite  multipliée  par  -y-  et  inté- 
grée de  nouveau,  donnera 


C  —  Pcoso  -+-  N  sin 9 


ds' 


où  la  constante  C  doit  être  déterminée  par  la  condition  qu'en  faisant 

■    do         Me       .      .  ,, 
9.=  o  on  ait  —r-  =  — j— ;  ainsi  I  on  aura 

M-c- 


C  =  P 


doiK 


ds  = 


Kd<p 


+  P  1  —  cos  9)  -i-  N  sin  9 


df^  K  sin  9  g? 9 


/U-f'' 

V  4*2 


efa: 


P  (i  —  cos©)  -4-  N  sino 
K  cos 9  f/9 


M  c 


/M2c2 
i  /  y-j—  -(-  P  (1  —  cos 9)  -+-  N  sin  9 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celles  du  §  II  que  par  le  terme  constant  ~ 

§  XI. 

Si  les  quantités  P  et  N  étaient  nulles,  c'est-à-dire  si  la  force  tangen- 
tielle  s'évanouissait  et  que  les  deux  forces  perpendiculaires  fussent  égales 
entre  elles  el  de  direction  contraire,  alors  la  lame  élastique  prendrait  la 
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figure  d'un  cercle,  car  on  aurait,  dans  ce  cas, 

.        iK2dm        ,        2K2sinor/o         ,         2K2coscpc?cp 
ds  =  —ri — -■>     dy  = ztj— - — I  ■>      dx  — u— T- — •-  ; 

Me  -  Me  Me 

d'où  l'on  tirerait  par  l'intégration 

2K2  2K2  ,  2K2     . 

s  =  -ri-  9,      V  =  ~^r- i1  —  cosepi,      x  =  -==—  sin cp, 
Me  Y       /        Me  v  T  Me 

ce  qui  montre  nue  la  courbe  est  un  cercle  dont  le  rayon  est  ^^  ■ 

Donc,  si  les  quantités  P  et  N,  au  lieu  d'être  nulles,  étaient  seulement 

2  K* 

très-petites  vis-à-vis  de  la  quantité  ■=■=—,   la  courbe  serait  à  très-peu  près 

circulaire,  et  elle  ne  serait  autre  chose  qu'une  espèce  de  spirale  Tort  peu 
différente  d'un  cercle. 

Comme  ce  cas  mérite  d'être  examiné  en  détail,  nous  allons  en  faire 
l'objet  du  paragraphe  suivant. 

§  XII. 

Supposons  donc  P  et  N  très-petites  vis-à-vis  de  -,    -.■>  el  la  quantité 

radicale 

K 


/M'c3 

V  7~K*  "*"  ^  ■' —  cos?)  -(-  N  sincp 

deviendra  à  très-peu  près 

-KM         aK'P  ?ka\     .       I 

-ïï—      ' ....     ■  (1  —  COSCû  \ SOlO     • 

Me-  |  MJca  Wc2 

Soit,  pour  abréger, 

2K»       R         -Kl'  -K  N 

MC    =  M    r  l'  M    r 

et  les  équations  du  §  X  deviendront  celles-ci 

ds  ■--  R  [1  —  T  (1  —  cosep)  —  Vsincp   dy, 
dy=  R  [1  —  T  (  1  —  cosç        \  sin  cp    sin  p  r/y, 
ûkr=R[l —  T(l  —  C08(f         \  -m  -    '"s.,,/;,. 
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lesquelles  étant  intégrées  en  sorte  que  a?,  y  et  s  soient  nuls  lorsque  ^  =  0, 
on  ;i ura 

s  =  R  [9  —  T  (<p  —  sin<p) — V(i  — cos<p)], 

y  =  R    1  —  cos  <p  —  T  I  j  —  cos  (3  +  t  cos  2  cp  )  —  V  (  -  —  T  sin  2  0  J    : 

.r  =  R    sin  <p  -+-  T  f  -  —  sin<p  -f-  j  sin  2  <p  )  —  V  (7  —  7  cos  2  <p  j    • 

De  sorte  qu'en  faisant  s  —  /,  y  =  è,  a:  =  a  et  9  —  m  (§  II),  on  aura  ces 
trois  équations 


/  —  R  [(m  —  T  (m  —  sin  m)  —  V  (1  —  cos  m)], 
6  =  rTi- 


,3                        1                \            j  m        1 
cos  m  —  1  I  -7  —  cos  m  -4-  ■?  cos  2  m  )  —  Y -7  sin  2/?? 


î 


a  =  R    sinm  +  T sin  m  -+■  y  sin 2 m  )  —  V  (  -  -    7  cos  2  m 


1 

4 


§  XIII. 


Maintenant,  si  l'on  tire  par  les  extrémités  A  et  C  (Jig.  7)  de  la  lame 
élastique  les  perpendiculaires  AH  et  CH  aux  tangentes  AN,  CT,  il  est  clair 


que  l'angle  AHC  sera  égal  à  m;  de  sorte  que  si  l'on  fait  AH  =/>,  CH  ==  q, 
on  aura 

ANr=  a  =  </ sinm     et     NC  =  b  =  p  —  q  cos  m, 
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et  les  équations  du  paragraphe  précédent  donneront  celles-ci 

/ 


R 


m  —  T  (m  —  sinm)  —  V  i  —  cosm) 


ï  —  cosm  —  1  I  -7  —  cosm  +  -7  cosîm     —  V     —  —  -?  sm?.m 
p  —  qcosm_ \4 __4 / \  2        4 

/  m  —  T(m  —  sinm) — V(i  — cosm) 

rr    (  m  I  \  /  I  I 

sinm  -+-  J sinm  +  T  sinîm  )  —  V     T  —  -7  cos2m 

(7  sinm \2 4 / \4       4 

/  m  —  T(m  —  sinm)  —  V  (1  —  cosm) 

Si  l'on  fait  T  =  o  et  V  =  o,  on  a 


p  —  g  cosm        i  —  cosm        q  sinm        sinm 

ï -: '      1 —  ' 

I  ml  m 

d'où  l'on  tire 

/ 
p  =  q  =  —  . 

'        '       m 


Donc,  tant  que  V  et  T  seront  très-petits,  on  aura 

/(!  +  /)  /(l  +   U\ 

p= -  —  ■>     q 


m  m 


t  et  u  étant  des  quantités  très-petites  de  l'ordre  V  et  T.  Donc,  si  l'on  sul>- 
stitue  ces  valeurs  dans  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  précé- 
dentes, et  qu'après  avoir  multiplié  en  croix,  en  négligeant  les  quantités 
très-petites  du  second  ordre,  on  fasse,  pour  abréger, 


■  m  snw;/ 
/  =  sinm    -  i4-  cosm   > 


m 

[j.z=  (1  —  cosm)2—        m      sinm  cosm), 

m  .  .   , 

v  =       (m  -t-  sinm  cosm  1       sinJm, 
2 

m  , 
p=    1       cosm    sinm—       m       1        >.sin'///  . 


on  aura 


(/'—    //  COSfll     ///         )  T    |     ;;  \  , 

um  si  11  m      vT  t  pV, 

m.  >4 
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d'où,  <'ii  faisant  encore 


sin'mfi —  cosm)       sinm 


4 

fi  —  cosm)2  (sinm  cosm  -4-  m 


m  -+-  i  —  2sin2m 


m  sin  m 


i  -t-  cosm 


m 


m2 —  sin2m  ros2m 


sin2  m 


m  —  sin  m  cosm  , 


on  aura 


T pi  t  —  u cosm)  —  \i.u 


sinm 


1  u  sin  m  —  v  (  t  —  u  cos  m  ) 


et  de  là  on  trouvera  aussi  R  par  la  première  équation. 
Ainsi,  connaissant  R,  T  et  V,  on  aura 


2  K2 

Mcrrr-s-,        P 

K 


K2T         xt         .«        r,  >K^ 


§  XIV. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  C  (Jîg.  7,  p.  io4)  soit  le  centre  du  tambour 
ou  barillet  dont  le  rayon  soit  C'A,  et  que  le  ressort  CA  soit  fixé  par  l'extré- 
mité C  d'une  manière  quelconque  à  l'axe  du  barillet,  et  que  par  l'autre 
extrémité  A  il  soit  fixement  appliqué  a  la  circonférence  du  barillet,  en 
sorte  que  la  courbe  du  ressort  touche  la  circonférence  du  barillet  au 
point  A;  nommant  a  l'angle  parcouru  par  le  barillet  en  tournant  autour 
de  son  axe  depuis  la  ligne  fixe  CC,  c'est-à-dire  l'angle  AC'C,  et  faisant 
le  rayon  du  barillet  AC  égal  à  r,  la  ligne  CC  égale  à  p  et  l'angle  C'CH 
égal  à  A,  on  aura 

psina  psinA 


ni 


A,     q 


sin  (a  —  A] 


sin  (a  —  A 


Ainsi,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  paragraphe  pré- 
cédent, on  trouvera  la  valeur  de  la  force  tangentielle  P  en  a,  et  de  là 
on  pourra  déduire  la  ligure  de  la  fusée  comme  dans  le  §  IX  en  faisan! 
frets 

(U  J  1 


(/  = 
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Il  faut  cependant  observer  que,  comme  nous  avons  vu  dans  le  para- 
graphe cité  que  p  et  q  doivent  être  à  très-peu  près  égaux  à  -.  il  faudra 
que  l'angle  A  soit  très-petit  et  que  r  et  p  soient  a  très-peu  près  égaux 
à  -;  d'où  l'on  voit  que  pour  que  ce  cas  ait  lieu  il  faut  que  l'extrémité 

fixe  C  du  ressort  soit  fort  près  de  la  circonférence  du  barillet  et  que  la 
tangente  en  C  soit  presque  perpendiculaire  au  rayon  CC. 


§  XV. 

Au  reste,  la  condition  que  p  cl  q  soient  presque  égaux  a  -  ne  serait 
pas  nécessaire  si  Ton  supposait  que  les  quantités  /  et  m  fussent  très- 
grandes  du  même  ordre;  car  alors  les  quantités  T  et  V  pourraient  être 

supposées  très-petites  de  l'ordre  de  ^,   el  l'on  aurait  dans  cette  hypo- 
thèse (%  XIII ;  les  équations 

Vm  Tm 

r  —  cosm  -                                sin/n  -+-  — - 
/        p  —  qcosm  2         gsinm_  • 

ut  l  ni  l  '» 

d'où  l'on  tire 

2   [     r   7  —   I  1    SOI/» 

T  =  ■  ' 

'{"'r     ')-('/  '•/     ')  ",s"' 
\     — 

de  sorte  que  P=  '  ^  '  el  N       "W^'   seront  des  quantités  fort  petites. 

comme  OD  l'a  suppose  dans  les  calculs  du  §  XII. 

Ce  cas  aura  donc  lieu  lorsque  le  ressort  sera  fort  long  cl  qu'il  fera  un 
très-grand  oombre  de  tours  en  forme  de  spirale.  Ainsi,  si  l'on  suppose 
qu'un  pareil  ressort  soit  appliqué  à  un  balancier  dont  le  centre  soit 
C  Aa'-7.  p.  "'i  •  el  que  l'une  des  extrémités  du  ressort  étanl  arrêtée 
en  C.  l'autre  soi I  fixée  perpendiculairement  au  rayon  C'A  du  balancier, 

,4. 
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on  nommera  p  et  r,  comme  dans  le  §  XIV,  les  distances  données  CC' 
cl  AC\  A  l'angle  donné  C'CH  et  a  l'angle  variable  AC'C,  et  l'on  aura 

psinÀ  psina 

v  =  r  H — r-S tt»      Q  =    ■    ,  et     m  —  u.m  -+-  oc  —  \, 

r  sin  (a  — A)        '        sin'a  —  A: 

zs  étant  la  circonférence  du  cercle  et  u.  dénotant  le  nombre  des  louis  que 
le  ressort  fait  autour  de  C  et  qui  doit  être  fort  grand. 

Donc  la  force  tangentielle  P,  qui  tend  à  faire  tourner  le  balancier,  sera 

à  très-peu  près,  en  faisant  À  =  —-, 


K2  [X3psina:  — ).2sin(g  — A)] 

p.  ET 

d'où  l'on  voit  que  cette  force  sera  nulle  lorsque 

7,o  sin  a  =  sin  (a  —  A   ; 

ainsi,  dénotant  par  w  la  valeur  de  «  qui  répond  à  cette  équation,  en  sorte 

que  l'on  ait 

sin  A 
tango 


cos  A  —  Xp 
et  supposant  en  général  a  =  &>  -+-  <\>,  on  aura 

p K2^2[Xp  cosw  —  cos  (w  —  A)]  siri^ 

et  le  moment  pour  faire  tourner  le  balancier  sera  Pr. 

Donc,  si  l'on  nomme  H  le  moment  d'inertie  du  balancier,  el  qu'on 

fasse,  pour  abréger, 

k-À2r[Xpcos&)  —  cos(o>-     V 
a  m  H 

on  ama,  pour  le  mouvement  du  balancier,  l'équation 

^=-11  sin*, 
dP 
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qui  est  la  même  que  celle  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dont  la 
longueur  serait  |L  g  étant  la  force  de  la  gravité;  de  sorte  que  le  balan- 
cier fera  des  oscillations  semblables  à  celles  d'un  tel  pendule,  el  le  point 
de  repos  sent  où  ^  =  o,  c'est-à-dire  où  l'angle  <x  sera  égal  à  oj. 

Ainsi,  plus  la  longueur  du  ressort  et  le  nombre  de  ses  tours  augmen- 
teront, plus  le  mouvement  du  balancier  approchera  de  celui  d'un  pendule 
simple  circulaire,  de  sorte  que  le  mouvement  du  pendule  peut  être  re- 
gardé comme  la  limite,  et  l'asymptote  de  celui  d'un  balancier  mû  par  un 
ressort  spiral,  pourvu  que  le  ressort  soit  d'une  épaisseur  uniforme  et  que 
son  éUit  libre  soit  la  ligne  droite. 

§  XVI. 

Si  l'on  voulait  que  l'extrémité  A  {fig-  7.  j>-  io4J  du  ressort  lut  attachée 
à  l'axe  même  du  balancier,  comme  on  le  pratique  ordinairement,  alors 
les  forces  P  et  Q  (§  X  seraient  détruites,  et  la  force  .M  sciait  celle  qui 
agirait   sur   le   balancier   pour   le    l'aire    tourner  avec   un    moment    égal 

•      hm  2K! 

a    Mc=     ,. -• 
n 

Ainsi,  dans  le  cas  du  paragraphe  précèdent,  ce  moment  sciait  ■>.  K2-yi 

par  conséquent  il  sciait  presque  constant,  de  sorte  qu'il  n'en  résulterait 
point  de  mouvement  oscillatoire.  Cette  manière  de  faire  agir  le  ressort 
conviendrait  donc  beaucoup  au  ressort  moteur  qui  l'ait  tourner  le  barillet  ; 
car  son  action  étant  par  ce  moyen  presque  constante,  la  l'usée  ne  serait 
plus  nécessaire. 

Au  reste,  il  faut  toujours  se  souvenir  que  ces  conclusions  sont  fondées 
sur  l'hypothèse  que  la  lame  du  ressort  soit  naturellement  droite  et  que 
sa  longueur  soit  très-grande;  c'esl  ce  qui  l'ait  qu'elles  n'ont  pas  lieu  dans 
les  ressorts  ordinaires  qu'on  applique  aux  horloges,  mais  il  n'est  pas 
impossible  qu'elles  puissent  être  d'usage  dans  quelques  occasions. 
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§  XVII. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  adopter  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  ci- 
dessus,  que  les  forées  P  et  N  soient  très-petites,  il  faudrait  revenir  aux 
équations  générales  du  §  X  et  en  déduire  des  équations  différentielles 
entre  les  forées  M,  N  et  P  par  une  méthode  analogue  à  celle  du  §  VIII. 

Pour  cela  on  fera 

V  =  pcosq,     N  =  psinç,     jj^-hP  =  pr, 

et,  supposant  ensuite 

Jp  ■  \  P  \  -  S  V  P  7 

(x  sinq  4- y  cosç)  ^£  =  X,     {xcosq  —  y  smq)  ^- =  Y,     -^--    ■- 1>, 

on  trouvera,  en  ayant  soin  d'ajouter  les  constantes  nécessaires  pour  que 
x,  y  et  z  s'évanouissent  lorsque  tp  ==  o,  et  faisant,  pour  plus  de  simplicité . 
ç  +  ç,  —  u,  on  trouvera,  dis-je,  ces  trois  équations 

—  =zJr—  cosm  —  dr  —  cosq, 

7, 

cosudu  cosqdq  dr     fr\-Z  _       rsin«      +  _^sin£ 


dZ=  -= 


Vr-cosM       ^r-cosq        '  ~  >'2  \      '2            Jr-cosu       dr-cosq 
du  dq  dr     (Y— ri  _        sina  sing 


dans  lesquelles  on  pourra  faire  ar  =  a,j'-=fe,  s  —  l  et  9  = =  m,  comme 
dans  le  paragraphe  cite. 
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|  Mémoires  deV  icadémie  royale  des  Sciences  et  Belles- Lettre 
de  Berlin  ,  I.  XXV,  1771.) 


Ce  Problème  consiste,  comme  on  sait,  à  couper  l'aire  elliptique  en 
raison  donnée,  et  sert  principalement  à  déterminer  l'anomalie  vraie  des 
planètes  par  leur  anomalie  moyenne.  Depuis  Kepler,  qui  a  le  premier 
essayé  de  le  résoudre,  plusieurs  savants  Géomètres  s'y  sont  appliqués  ci 
en  ont  donné  différentes  solutions  qu'où  peut  ranger  dans  trois  classes. 
Les  unes  sont  simplement  arithmétiques  et  sont  fondées  sur  la  règle  de 
fausse  position  :  ce  sont  celles  dont  les  Astronomes  se  servent  ordinaire- 
ment dans  le  calcul  des  éléments  des  planètes;  les  autres  sont  géomé- 
triques ou  mécaniques,  et  dépendent  de  l'intersection  des  courbes  : 
celles-ci  sont  plutôt  de  simple  curiosité  que  d'usage  dans  l' Astronomie  ; 
la  troisième  classe  enfin  comprend  les  solutions  algébriques,  qui  donnent 
l'expression  analytique  de  l'anomalie  vraie  par  l'anomalie  moyenne, 
aussi  hien  que  celle  du  rayon  vecteur  de  l'orbite,  expressions  qui  sont 
d'un  usage  continuel  et  indispensable  dans  la  théorie  des  perturbations 
des  corps  célestes. 

L'équation,  par  laquelle  on  doit  déterminer  la  relation  qui  a  lieu  entri 
l'anomalie  moyenne  et  l'anomalie  vraie,  csi  transcendante  et  ne  peut 
par  conséquent  être  résolue  que  par  approximation,  de  sorte  qu'on  est 
obligé  d'avoir  recours  aux  suites  infinies  :  or  on  ne  peut  déterminer  di- 

■     Lu  ;i  I  académie  le  i"  novembre  1770. 
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rectement  que  l'anomalie  moyenne  par  l'anomalie  vraie;  et  pour  avoir 
l'expression  de  celle-ci  par  le  moyen  de  celle-là,  il  faut  employer  la  mé- 
thode du  retour  des  suites,  qui  est  non-seulement  longue  et  pénible, 
mais  qui  a  aussi  l'inconvénient  de  donner  des  séries  irrégulières  où  l'on 
ne  saurait  connaître  la  loi  des  termes.  J'ai  donné,  dans  un  Mémoire  im- 
prime dans  le  volume  de  l'année  1768  (*),  une  méthode  particulière  pour 
résoudre,  par  le  moyen  des  séries,  toutes  les  équations,  soit  algébriques 
ou  transcendantes;  comme  cette  méthode  joint  à  l'avantage  de  la  facilité 
et  de  la  simplicité  du  calcul  celui  de  donner  toujours  des  séries  régulières 
et  dont  le  terme  général  soit  connu,  j'ai  cru  qu'il  ne  serait  pas  inutile 
d'en  l'aire  l'application  au  fameux  Problème  de  Kepler,  et  de  fournir  par 
là  aux  Astronomes  des  formules  plus  générales  que  celles  qu'ils  ont  eues 
jusqu'à  présent  pour  la  solution  de  ce  Problème  :  c'est  là  l'objet  du 
présent  Mémoire 

I. 

Soit  ABD  une  demi-ellipse  dont  le  grand  axe  AD  est  égal  à  2a,  le  demi- 
petit  axe  CB  égal  à  ma,  la  demi-excentricité  CF  égale  à  na  =  a\  1  —m2, 


en  sorte  que  h  =  \i  1  —  m'1  ;  soit  de  plus  le  rayon  vecteur  FL  égal  à  ar. 
l'angle  de  l'anomalie  vraie  DFL  égal  à  u,  le  rapport  de  l'aire  entière  de 
l'ellipse  à  l'aire  DFL  comme  l'angle  de  quatre  droits,  que  je  nomme  rs, 
à  l'angle  /  qui  sera  par  conséquent  l'angle  de  l'anomalie  moyenne:  il 
s'agit  de  déterminer  tant  /•  que  u  par  t. 

Pour  cela  on  décrira  sur  le  grand  axe  AD  le  demi-cercle  AFD.  et  ayant 

(*)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  J- 
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mené  par  le  point  L  la  droite  NLM  perpendiculaire  à  AD,  et  tiré  par  N 
les  droites  NF  et  NC,  on  considérera  que  parla  nature  de  l'ellipse  l'aire 
elliptique  DFL  a  à  l'aire  DFN  la  même  proportion  que  l'aire  entière  de 

l'ellipse  a  à  l'aire  entière  du  cercle,  laquelle  est  — •>  de  sorte  qu'on  aura 


a*™ 

9. 

aussi 


a- us    r. ... 
us:  t  = :  1)1  Y 

7. 

el  par  conséquent 

a  DFN 
a' 

Or,  nommant  x  l'angle  DCN  qu'on  appelle,  d'après  Kepler,  Vanomalie 
de  l'excentrique,  on  aura 

CM      a  C0S.T,     MN  =  asin#    el    ML=  masinx; 

doue 

DFN  =  DCN  +  FCN  =  DCN  +  ¥C*M  =  *±  +  ^l»?, 

2  2  ?. 

doue 

/  =  .r  -+-  n  sin.r. 

Maintenant  ou  aura 

FL  =  ar=yFM  -i- ML       a ^/{n  +  cosa?)' H  ///-sin./, 
et,  à  cause  de  ma        i  —  /r , 

ar      a^i  -+■  zncosx  ■    n3cos2x      a  i  t-ncos#  ; 

/        i    I    //  ros.r. 
ML  ms'mx 

Ll'  I  -4-  //  COS£ 

FM  n  4-  ros.r 

COSM  ; 

l.l  l+BCO 

donc 

si\)  i<  m  B\ï\x 


donc 


De  la  on  aura 


on  hien 


l  -+-  dis»  i  -\-  il    I  ■+•  COSd 


I  ///  I 

tant!     "  tant 

i  -t-  n 


li<)  SUR   LE  PROBLÈME 

Si  l'on  voulait  avoir  l'expression  de  l'angle  u,  on  différentierait  cette 
équation,  ce  (jui  donnerait 

du  m  dx 


.1  i  -4-  ri  i 

cos^-w  cos2-.r 

2  2 


ou  bien 

du  m  dx 


i  +  cosM        i  -+-  n  i  -+-  cos.r 

.         î    .• ,                                                  ,         ,                 i  -+-  cos.r 
et,  substituant  pour  r  -+-  cosw.  sa  valeur  (  i  -+-  n) >  on  aurait 

,  mdx 

du  = 


i  -+-  n  cosx 
Ainsi  l'on  aura  d'abord  x  en  /,  et  ensuite  r  et  a  en  x  . 

II. 

Il  faut  donc  commencer  par  tirer  la  valeur  de  x  de  l'équation 

t  =  x  -4-  n  sinx, 

ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par  approximation  ;  or,  de  toutes  les  méthodes 
connues  d'approximation,  je  crois  que  la  plus  simple  et  la  plus  générale 
est  celle  que  j'ai  exposée  dans  mon  Mémoire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions littérales.  J'ai  prouvé  dans  ce  Mémoire  que  si  l'on  a  une  équation 

quelconque,  telle  que 

x  —  x  -+-  cp  (  x  )  =  o 

\<p  (x)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  x  ,  et  qu'on  veuille  avoir  la 
valeur  d'une  autre  fonction  quelconque  de  x,  telle  que  <|>(a?),  faisant 

—y —  =  (L '{x  ,  la  série 
dx  ~        ' 

exprimera  la  fonction  cherchée,  en  y  mettant  après  les  différentiations 
a  à  la  place  de  x.  D'où  il  suit  qu'ayant  l'équation 

/  =  x  -+-  cp  [x), 
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on  trouvera 

i  d\®(t)~\2A>'(t)  i     d2\o{t)}3<\>'  t 

Ainsi,  taisant  9  (a?)  =  /ïsin;r,  notre  équation 

/  =  x  ■+-  n  sin.r 
donnera  sur-le-champ 

n2  dsin2tà'(t)        n3    d'sin'tû'Ct 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  exécuter  les  différen dations  indiquées 
en  prenant  dt  constant. 

III. 

Supposons  premièremenl  ty(x)  =  x  pour  avoir  la  valeur  de  x  en  /. 
el  l'on  aura  'l>(  t)  =  t,  ty'(t)  =  i,  et  par  conséquent 

n2  dsin2t         n3    d7s'm3l 

x  —  t  —  n  sm  /  -| -j- -  — -y- h 

2        dt  2.3      dt7 

Pour  pouvoir  trouver  facilement  les  valeurs  des  différentielles  des 
puissances  de  sin/,  il  sera  à  propos  de  réduire  ces  puissances  en  simples 
sinus  ou  cosinus  d'angles  multiples  de  /.  Or  on  sait  que 


a  siuJ/  — cos2/, 

2 

j  sin8/       3  sin/  —  sin  3/, 

4.3 
8sin4f=  —    .   4cos2/  -+-  cos4', 

2.2 

5.4 
ibsin1/^ — ^sin/-  5sin3/-<   sin5/. 

2 

6.5.4       (*>-5 
J2Sin*/=  5—  C0S2/    •   (mo-,)/        cosof, 

2.2.3  2 


Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédents  el  faisan!  les 
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différentiations  indiquées,  on  aura 


n1 

x  —  t  —  n  sin  t  -\ 2  sin  2  / 

2x2 

n3 
-+-  -,—    — „  i  3  sin/  —  32sin3/ 

4x2.3 

H4 

4 •  23.  sin  il  —  43  s'n 4 ' 


8X2.3.4 


16  X  2 . 3 . 4-5  \   2 

«"  /  6 . 5 


5  i 

— ■-  sin*  —  5.34.sin3/-l-54sin5/ 


2*  sin  2/  —  6. 45.  sin 4'  +  65  sin 6/ 


32  x  2.3.4-5.6  \  2 

//-'  /  *7    t)    5  1  •  v)  \ 

— » ;  '    ,'     sin/  —  il—  3<;  sin 3/  -1-  7. 5'. sin 5/  —  7e  sin 7/ 

2 . 3 . . .  7  \  2 . 3  2  / 


64  X 


Ainsi  l'on  connaîtra  l'anomalie  de  l'excentrique  x  par  l'anomalie 
moyenne  t,  ensuite  de  quoi  on  pourra  trouver  le  rayon  vecteur  r  et  l'ano- 
malie vraie  u  par  les  formules 

1  m  1 
r=i-l-MCOS.r     et     tang-M  = tane-.r; 

2  i  -+-  n  2 

mais  on  peut  aussi  trouver  les  valeurs  de  r  et  de  lang-/*  directement  de 
la  manière  suivante. 

IV. 

Il  est  clair  que  pour  avoir  la  valeur  de 

r  =  i  +  ncosx, 

il  n'y  aura  qu'à  faire  dans  la  formule  générale  de  l'Article  II  ty(x)  =  neo*.i . 
ce  qui  donnera  ty(t)  =  ncost  et  $'(t)  =  —  nsint,  de  sorte  qu'on  aura 
sur-le-champ 

.  .  .         n3  flfsin3/         n<    </:sin4/ 

r  =  1  -+-  n  cos  t  -\-  n-  sin2  / = h  — -  = .... 

2       dt  2.3       dt1 

Donc,   substituant  les  valeurs  de  sin2/,  sin3/,...  en  sinus  et  cosinus 
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d'angles  multiples  de  t,  et  exécutant  les  différentiations  indiquées,  on 
au  i"a 

re2 

f=H-/(  COS  t (  —  I  -f-  COS  2  /  ) 

2 

3  cos*  —  3  ros3/ 


4x?. 


n* 

4. 2*.  cos?./  —  4" cos  î ' 


8  x  ?..  3 
-+-  —. —      „   ,  (  —  cos  t  —  5 .  33.  cos  3 1  -4-  53  cos  5 1 


i6x  2.3.4  \ 

«'  /6.5  .  \ 

— --  -,  -=    — —  2*  cos?./  —  6. 4" -cos 4^  -+-  t>'  cos6/ ) 
32  x  2.3.4-5  \    2  j 

n?  /  7 . 6 . 5  7 . 6  _         _  ,.  _  v 

S7--  — =—    -    - — r-  cos/  —  - —  3>cos3/  -+-  7.54.cos5<—  7*C0S7/ 
64  X  2 . 3 ...  7  \    2 . 3  2  '  / 


De  même,  pour  avoir  la  valeur  de  tang-u,  on  fera 


.  m  1  1 

■l    v)= la  ne  -x  5=  lanc  -  «  ; 

1  -I-  n  2  2 


par  conséquent  aussi 

ce  qui  donnera 


.  m  1 


. ,  m  1  ///  1  m      1       mis/ 

1      «  1  i+bi+  cos/       1   1  n     sin  / 

2  cos'    / 

2 

Donc  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  l'Article  11.  on  aura 

\  m  11         cos/  /;•   (/    1  -    cos/ 

lans    //         —    tilll-     /      //  — I- -       — J — 

2  I-hn\  2  slll/  2  '// 

n3   <l    i      cos/  sin  /  n*     d*(i      cos/  sin  * 

'//J  •  34  rfï« 

n  J    1       cos/   sin1/ 

1    3  1P 
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I  —  COSt  I 

— ; =  tang-/,        cos/ 

sin/  °2 


f/sin/ 
dt 


i  </sin-7         .  i  rfsin3/ 

sin  /  cos  /  = r —  •>      sin2/  ros  /  =  -  — r- —  »  ■  •  •  •> 


2  lit 


3      '// 


i!e  sorte  que  l'équation  précédente  deviendra 


i  m 

tang  -  «  = 

2  i  -+-  « 


i  —  n)  lang  -  / 


ri2         n3  \  d2  sin/ 

2 


/r     i  rf3sin2/ 


2.3/        dt'  \2X2.3  2.3.4/         ^' 

n4  nh       \  r/4sin3/ 


d'où  l'on  aura 


3X2.3.4       2.3.4.5/      dt* 


tang  -  u 


m 

1  — n 

I  -+-«  [ 


tang  -  / 
2 


«4  /  1 

fâTO  \  3  " 


m-       /  1       n  , 

-4-    -r       23  S1I12/ 


4  X  2.3.4  \3    '    5 

'  1        n 


x  2.3.4.5  \4      6 

nt;  /i       n\  /5-4    . 


16X2. 3. ..6  \5       7/  \  2 


2  x  2 . 3  \  2       4 
3sin/  —  3"  sin3/ 

(4-25.sin2<  —  4b  sin4' 

sin/  —  5.3'. sin 3/  -r  51  si  11 5/ 


VI. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  valeur  de  l'anale  même  u,  il  faudrait  faire 

(Article  II j 

r      dx 

<li(x)  =  m  I  =  n  ; 

T  J  1  -+-  n  cos.r 

donc 

■  f'        dt  ,.  ni 

\i(t)  —  m\ et     JAO  = \ 

J   1  H-  «  cos/  1  -+-  H  cos/ 
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or 

i 

i  —  n  cos  /  -t-  //2  cos2 1  —  ri3  cos3 /  -+-  //4  cos'  /  —  ...; 


i  +  n  cos/ 


donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  l'Article  II,  et  ordon- 
nant les  termes  par  rapport  à  n,  on  aura 


«  =  m  l  t 


n   (    /  cos/  <ll  -+-  sin/) 

n2  i    I  cos:7  (Il  -t-  cos/  sin/    , 


n3      I  coj 

"Ï/C08 


i    (/sin2/ 
2       dt 

i   //cos /sin2/  i     f/:sin7 


os3 /  dt  -t-  cos2/  sin/  -, 

2  ///  2  .  .-5  /// 


.  .  i   «T  cos-/  suc/ 

/  dt  +  cos3/  si  il  /  H j — 

2  dt 

i     d2  cos/sin3/  i       (/sin/ 


?..3  rff 


i      tf3sin4/~| 

^73TT     '// 


el  il  ne  s'agira  plus  que  d'exécuter  les  intégrations  et  les  différentiations 
indiquées,  ce  qui  sera  facile  dès  qu'on  aura  réduit  les  produits  des  sinus 
el  cosinus  de  /  à  des  sinus  et  cosinus  d'angles  multiples  de  /. 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  il  est  bon  de  faire  en  sorte 
(|iic  l'expression  de  //  ne  contienne  que  des  puissances  de  sin/;  c'est 

pourquoi  on  changera  la  quantité  -  en  celle-ci    Article  I 

11  °  '  1  +  ncos/ 

i—ncost  l —  «COS/  i— //cos/ 


i  —  //  <  n-  /        i  —  n1  -+-  n1  sin  t       m'-f-n'sin'/ 


aquelle,  étant  ensuite  réduite  en  série,  donnera 


i  i  n  cos/         //   sin  /         //•  sin  /  cost 


i  4-  //  COS  /        //''  m2  ///'  m1 

n   sin'/        //   sin7  (us/        //'  sin'  / 

-4- -4   .... 

///•  ///'  /// 

III  16 
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de  sorte  qu'on  trouvera,  après  quelques  réductions  forl  simples. 


/  211     . 

«  =  -  -  sin  / 

m        m 


Hà.h" 


ttlt 


4     dsw2l 
i  m       dt 


n?  /  4  h       c/2sin3/ 

+  -=-    — ,  sin*f-  -^-      —. — 

3  \/»3  2.3. m      rf/2 

4  \mj  2.  m1,      dt 


8         d'sin't 


?..3.4- m      dp 

iP  I  6     .  ,  8       É?Jsins*  io         d4sin*/ 

—  i  —  sin  ?  — +  -. 

5  \  m5  2.3.  m3      dt2  i .  3 . 4  •  5 .  m      dt4 


eb  sin 


Ai'    /  8 


//r 


sin'/ 


,         8    (/sin6/  io       d3sinet  12  d'sin't 

2m5      f//  2.3.4.W3      d/3  2.3.4.5.6./?/      ///= 

10       d-s'uVt  12  (/'sin'/ 


2.3.w5      rf/2  2. 3. 4. 5.  m3       dt" 


i4  (/'sin'/ 


2.3.4.5.6.7.»!       dt' 


Réduisant  maintenant  les  puissances  de  sin/  en  sinus  et  cosinus  de 
multiples  de  /  par  les  formules  de  l'Article  III,  et  exécutant  les  intégra- 
tions et  les  différentiations  indiquées,  on  aura 


/        2  //    . 

U  = SU)  / 

/??         m 


n1  r  2 . 2       /  2       4  •  2  \ 

—   — ï  l  —   —  ;  +  %-) s|" 2  ' 

2 .  2  L  2  m3  \  2  /n3        2  ///  j 

Jl  \\(L  ,      6 
4.3  L  \n»» 


/  4  6.32 

.  sin  /  —     -ï-  H 1  sm  3  / 

2. 3. m  /  \  /h3        ?.  .3./» 


+  -Lri4J.,_4(_L 

0.4  |_2.2 .m5  \  2m6 


8.23 


2  /H3  2.3.4.»î 


sin  2  / 


6.4  8.i3 


4»i5        2  m3        2.  3. 4-»? 


7 —  )  sin  4' 
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re6     T5.4  /  6 


'  TÏÏ75  I 


■s 


H ,-;—    --      SI  11/ 

2 .  5  .  à. .  5 .  m  I 


mb       i .  3 .  m%       2 . 3 . 4 . 5 .  m  y 

,  6  8.32  io.3 

5    — .  -+- 


m5       ?..  3 .  m3       ?. .  3 . 4  •  5 .  m 


8,5^ 


io.54 


sin3/ 


sin5/ 


m1       2.3./»'       ?.  .3.4-5"' 

»«    f  6.6.5.4   ,      6.5  /    6     ,    8.2    ,       io.23 

m 


m«    ["6.6.5.4         6.5  /    6 

3>  ,(i  I  2.2.  3.  m'  2     \2  n 


6 


8.4 


m*      2. 3.4-"'a      2.3. .  .6. m 

I0.43  I2.4S 


I  m1       2/??5       2.3.4-w;i       2. 3... 6.  m 


8.6 


1 o .  (i3 


1 2 .  6S 


('m)i'      2m"'      2.3.4.W3      2.3.  ..6. m 


si  11 2/ 


sin  1  / 


■.in(i  / 


VII. 


Nous  avons  donné  plus  haut  (Article  V)  la  valeur  de  tang-a;  si  l'on 


voulait  aussi  avoir  celle  du  logarithme  de  la  même  tangente,  on  la  trou- 
verait  avec  la  même  facilité  eu  faisant 


I  /  '"  '  \ 

y  (a?)  =  log  tang-a:    logl-        lang-ari» 


et  par  conséquent 


•l>    I         log  -+logtang-/      el      '4/    /  — -: 


ce  qui  étant  substitué  dans  la  formule  <le  l'Article  II,  <»n  aurait 


1  ///  1  //     r/sill/ 

Iok  unit'     «       lo£<         — h  lo«  tans     I  —  Il  , 

1        ;/  °  2  '         '// 

n3   rf'sin2*  n4     rf»sin*/ 

<n       '    -.  ;.  1      rfif» 


1  est-à-dire,  en  réduisant  les  puissances  de  sin/  en  sinus  et  cosinus  de 
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multiples  de  t.  et  exécutant  les  différentiations  indiquées, 

i           ,          m  i 

log  tang-  ii  =  log h  log  tang-  t  —  n 

n- 
-\ cost 

•y 

ri 

■?.-  cos  ■?.  t 


0.  X   2.3 

ri 


I  3  cost  —  33  cos  3/ 


4  x  2.3.4 

4  .  2*.  COS  ">  /  —  A4  COS  il  t 

8x  2.3.4.5    *  4         4 

h1  /  5  4 

-?i —   — o    /  /-  /•     — -1  cost  —  5 .3''.  cos  3/  -t-  55cus5/ 
1  o  X  2 .  3 . 4  ■  5 .  n  \    2  ' 

ri  (6.5  .    ,  ,         c  ..    \ 

- —    — — 2Gcos2?  —  0.4  6.cos4*  +  o *coso/l 

32  x  2 . 3 ...  7  \  2  / 


VIII. 

Les  séries  que  nous  venons  de  trouver  dans  les  Articles  précédents 
sont  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  l'excentricité  «;  or, 
comme  leur  loi  est  assez  claire,  il  ne  serait  pas  difficile  de  les  ordonner 
par  rapport  aux  sinus  ou  cosinus  des  angles  multiples  de  t,  ainsi  qu'on 
le  pratique  communément;  cependant,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer  sur 
ce  sujet,  je  vais  donner  ici  d'autres  séries  équivalentes  a  celles-là,  et  dis- 
posées de  celte  dernière  manière. 

Pour  y  parvenir  je  remarque  (comme  je  l'ai  déjà  fait  dans  le  Mémoire 
cité,  n°  17    que,  si  l'on  prend  la  fraction 

z  [1  +  zy{t)~\ 
qu'on  la  développe  suivant  les  puissances  de  s,  ce  qui  donne 

Z 

et  qu'ensuite  on  change  -  en  Idt,  s  en  — P  r2  en  — -  -rv---i  et  ainsi  des 
1  z       J  3  "t  2-3  ut- 

autres  puissances  de  z,on  aura  la  valeur  de  la  fonction  d>(.r    (Article  II  . 
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Supposons  que  les  fonctions  <p  (t)  et  i\>(t)  soient  exprimées  par  des 
sinus  et  «les  cosinus  de  t,  il  est  facile  de  voir  qu'en  employant  les 
exponentielles  imaginaires,  on  pourra  toujours  développer  la  fraction 


w 


en  une  série  de  cette  forme 


z[l  -h  ZQ(  t 

M  4-  M'W^  -+■  MV2V"'  +  M"VV~  + .  .  . 
4-  N'e-'v^  +  N'e-5'^  -+-  IVe"3'^  -4- .  . . , 

où  les  coefficients  M,  M',  M",...,  N',  N" seront  des  fonctions  de  s. 

Donc,  dès  qu'on  aura  développé  ces  coefficients  suivant  les  puissances 
de  z,  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  M,  t  à  la  place  de  -_•>  et  zéro  à  la  place 

de  z,  z2, ...  ;  dans  M',  -=  à  la  place  de  -,  ^Z±  àJa  place  de  z,  iltllï. 
v/ZTj  •  z        i  2.3 

à  la  place  de  z2,     *       ,'    à  la  place  de  z:t , . . .  ;  dans  M",     -=  à  la  place 
2.0.4  2  ^  —  1 

de  -,      v         il  la  place  de  z,  -—    .,—  à  la  place  de  :■-,...;  et  en  général 
:  2  '  2.3  '  ° 

dans  Mr),  — =  à  la  place  de     ,  -  v         il  la  place  de  z,  — ^    ,.       à  la 
rv/_,  '  z  2  '  2.3 

place  de  ;-,...  :  ou  fera  les  mêmes  substitutions  dans  V,  N", . . . .  N  '  . 
mais  en  prenant  \f—i  avec  le  signe  — ;  et  nommant  P,  P,  P",  P  , ... 

les  quantités  dans  lesquelles  se  changeront  les  coefficients  M.  M',  M" 

et  Q',  Q",  Q",...  celles  dans  lesquelles  se  changeront  les  coefficients  N  . 
N".  Y on  aura  pour  la  valeur  de  ty  x)  cette  expression 

l    x      =P  -+■    l'V'v'    '     -      P    W  '   +    P'",'J'^    '-)-... 
Q'e    V    i+Q"g    «V^-f  O'V    >W   '-t-  .  .  ., 

laquelle  se  réduira  facilement  à   une  série  de  sinus  ou  cosinus  d'angles 
multiples  de  /. 

IX. 

Soit,   comme  plus  haut,  jj    /         nsitlt,  et    la  fraction  qu'il  s'agira  de 

développer,  pour  avoir  la  valeur  de  >  [x  .  sera 

4!  ' 

1  IIZ<\\\( 
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Or,  comme 


eV-'  —  e~ 
sin  /  = 


2^-1 

on  aura 

i  i 


i  -+-  nz  sin  t  nz      t  ,  /—.  ,  r- ;  ■• 


2  y/ — I 

cette  fraction  peut  se  partager  en  celles-ci 

a  +  p 


p  -+-  qe'^-'        p  —  qe-,^=l 
en  faisant 

nz  n  a 

p1  —  qI  =  i,     pq  = — =  5      oc  pi  —  q,!-^ipp       i,      zpq -<- pq  =  o; 

2  y/— I 

d'où  l'on  tire 

„  _  _       !  Q  _  __/L_ 

/»»  -f-  g*'    H     p2  +  q2' 

p  +  9  s/-  '  =  \A"~>~  ftZ» 

p  —  q  v  —  !  =  v^I—  rez» 

et  par  conséquent 

i/  n-  nz  -4-  J  i  —  nz 
p=y—       — ^_      -, 


i/i  +  nz  —  i/ 1  —  «2 

i  sj—\ 
Maintenant  on  aura 

i                i        qe'f-'  </2e2V-'        </3e3'v,ri 

p-hqe'>/-t~P           P'  P1                P* 

et  de  même 

qe-'d-i  qïe-'"\'-i       q*e-ilJ~l 


i 


p-q 


-t\j-\       p  p-  p3  p> 


donc  la  fraction  — —  deviendra 

i  -4-  nz  sin  t 


p'  +  q~\      p  p1  p3 


1  e-'v^1  +  i-  g-W-'  -4-  2-  e-s'V= 
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où  l'on  aura 


p-  +  (/-       y'i  —  n2z2, 


y  i  -    nz  —  Ji  —  nz  _  nz 


p        (Ji  -h  nz  -\-  \j  i  —  nz)  y'  —  i         i  +  y'  '  —  f^z2  y/- 
De  sorte  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


/ 


i  -+-  y  i  —  n'z2 
el  qu'on  remarque  que 

i  rfZ  i 


Z  dz        -  ^  ,  —  n*zi 


un  ;mr;i 


i  d'L  (  \  n  ,--  n2Z         ,  »3Z-       ,,    — 

z  i-t-nzsin/        rfz  \Z      v_,  v/_ ,  r-'  (y/— i)'1 

«  n2  Z  ,  i—  »3  ZJ 


</=ï  V-02  (y/->)3 

et  il  ne  s'agira  |)lus  que  de  développer,  suivant  les  puissances  de  z,  les 

...      i  dZ.     d'/.      _  ^/Z 

(inanlites  -  -.-,     .-,  Z    .  -, 

1  Z  az     <7z         az 

Considérons,  en  général,  la  quantité 

,:  .  '/z       !  ''..  /:  . 

il:  r      d: 

ci  faisan!  Z'      v,  en  sorte  <|ue 


,  ■ 


il:         r  dz 

j'aurai 


.,      rfZ       i  d) 

d:         r  dz 

d)  id'/.  vdz 


I  *  Z  y/l         //  '  ; 


d'où  je  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  de  celle  équation  en  croix 
ei  différentiant  après  les  avoir  carres. 

r\id:  i        >nz     zdydz         \       n  :     :  dlY       "• 


\1H 
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équation  par  laquelle  on  pourra  déterminer  commodément  y  en  z.  Or  il 

est  facile  de  voir,  par  la  nature  de  la  quantité  Z,  que  la  valeur  dey  =  Zr, 
développée  suivant  les  puissances  de  z,  sera  de  celte  forme 

y  =  \zr-h  ft!Bzr+-  +  n*Czr+l[  -4-. ... , 
où  le  premier  coefficient  A  sera  —  •  Substituant  donc  celte  série  à  la 

1  2 

place  de  y,  et  égalant  à  zéro  les  termes  homogènes,  on  aura 

/•'/•-+  i  |  A  -4-  [  r1  —  (  r  -+-  i  f]  B  =  o , 

r  ■+-  a)  (r  +  3)  B  +  [r1  —  (r-t-  4 )2]  C  =  o, 

(  r  -4-  4  !  i  '"  -+-  5  )  C  -4-  [ r1  —  (  r  -4-  6  )2]  D  =  o, 


d'où  Ton  tire 


r.(  r  -M )  A 
4  [r  -4-  1 

p(r+2)(r-+-3)B 

L   —  -i ; 1 

4 . 2 .  (  r  -4-  2 

_  (,r  +  4)(r4-5)C 
4.3. (r+3)      ' 


et  par  conséquent,  à  cause  de  A  —  —  > 


A  =  -, 

2r 


<-■  —  rr; —  ) 


D 


2.2r 

r  (  r  -+-  4  )  (  r  ■+-  5  ) 
2.3.  2r-w 


Donc 


3'  -4-  /• 


C- 


r  (  r  -+-  3  )  /  ra 


r  (  r  -4-  4  (  r  -t-  5  )  / 11 


2.3 
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12!) 


cl  de  lit 


d'/.  r    |  /  n  \  '•' 


/•  +  3)  i  /■  +  4)  /« 


-        2^ 


tr  +  4)(r  +  5)(i-  +  6)  /«y  ^ 

2.3  \  2 


(=)■—■■} 


de  sorte  qu'en  Taisant  successivement  r=o,  1,2 on  aura 


Z  dz 

dl 

d. 


3.4  /«V    ,       4.5.6  /ra\6 

2.3 


(")  *J" 


^/«V^  +  ^lf», 


Z  :>.  L  \  2  /  2     \  2  /  2 . 3     \  2 

_  //l\  J  6.7  /«\4  7.8.0  /n 

5  (  ô       2 


(")-•] 


d:        2' 


2     \  2 


3°+    ^-J1 


(")--| 


V 


Reprenons  le  cas  de  l'Article  III,  où  l'on  demande  l'anomalie  <lc  l'ex- 
centrique x  par  l'anomalie  moyenne  /.  On  fera  donc  ty(x)  =  x  et 
^  1   =  /.  0  /        1 .  ce  qui  donnera  la  fraction 


-    1  -+  //-  si  11  / 
qui  peut  se  développer  en  une  série  de  celle  forme 

M    •    We  »    '    <-M"eJM        ,    M  ,     \    '  -f-.  . 

où  l'on  aura    Article  précédent 


I    d/.  11       d/ 

M         -     ,  M  M 


d.     ,   A 


N 


"       '7/  N 


N  I      '^ 


n-      „dl 

/.   ,   »  •  •  •  1 

s      1  :     //: 

>'  d/. 

\      i        dz 


!l 
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Donc,  substituant  pour  =  —.-■>  -r^-i  Z-.-?---  les  valeurs  trouvées  dans  le 
1  /  dz     dz        dz 

même  Article,  et  faisant  les  réductions  enseignées  dans  l'Article  VIII, 

on  aura 

nk'    i  ,i—  i—\        n2 A"    /      /—  — 

x=zt- f  e'v-'  —  e-'v-'j  -i [euv-'  —  e-"v-' 

■■>.  J — i  ■>- \J — i 

n3k'"    ,       ,-  r-s 


ou  bien 


x  =  l  —  il~\\'sint-hi(-\  A"siri2<—  ?.  l-\  Awsin3*  +  2  (-  ]   A"sin4/ 
où  les  coefficients  A',  A",...  seront  déterminés  ainsi 


A'=      -     -3(2 


2  )         7.3  2       \  2  /     2  .  3  . 4  . 5 

,_    2         .  /n\2      23  5.6  fn\*       ih 


2  \  2  /       2.3.4  2       \  2  /     2  .  3  .  .  .  6 


A*=  3*       s(n\*     3*       ■   6'7  /M 


2.3  \2y   2.3.4.5         2     X?./    2.  3...  7 


c'est-à-dire,  en  faisant  -  =v, 

2 


A'  =  «       V 


2  22. 3  22.32     ■ 


•4 

2°  V'  2'V"  2' Ve 


,3, ,2  05,,4 


2  2.3  2-.  3.4  22.  32.  4  -  5> 

32  3S»  3*V  38v" 


2.3       2.3  4       22.3.4  5       22.324.5.6 

_    43  45^'  4'"'    •  4"vB 


2.3.4       2.3.4.5       2'.3.4.5.6        ..'.3-'. 4. 5. 6. 7 
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XI. 

Pour  avoir  de  la  même  manière  la  valeur  du  rayon  vecteur 

ar  =  a  (i  -+-  n  cosx}, 
on  fera,  comme  dans  l'Article  IV, 

■\i  i  =ncost    et    ij/  /)  =  — nsinZ, 

d'où  l'on  aura  la  fraction 

—  «sin/ 


:    i+  nz  soi/  ) 

laquelle  peu(  se  réduire  à  ces  deux-ci 


-5 


z'        z2{  i  4-  nz  sin  / 

de  sorte  qu'on  aura  (Article  IX    une  série  de  cette  forme 

M  -f-M'e'/^  +M"e-"\/-r'  +M"W   i  _|_... 
•   N'e  '/-«  4-  N*e  "Z1»  -h  NV  "V  '  +  ..., 
dans  laquelle 

i     d'/.  i  ..,  n        i/Z        ....  n-'L        d'/. 

...  /?        rfZ  ..„  ii''L       d'/. 

N'  =    =    —  >  N"  : 


s^—i  dz  :  s      |      dz 


..  ,      •  ,  .  ,i     d'/.      i   d7.  ..  ■ 

Donc,    siiltsliliuinl    les  valeurs  de  a t->       -•->•••   ''"   r    ''I    taisant    les 

/.zdz      z  dz 

réductions  convenables    Article  VIII  ,  on  aura,  pour  la  valeur  de  /. 

la  série 

"  I*       ,  /—  ,  i*B"  ,     ,  ,— 

•2  2' 

,,    II'" 

•  I      I  ■     r     "»      'y-.... 
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ou  bien 

/•  —  B  +  2  I -\  B'  cos  t  —  2  (  -  V  B"  COS  2  / 


-)  B'"cos3/-2  (")   B-cos4/  +  ... 
dans  laquelle  un  aura  les  valeurs  suivantes  des  coefficients 


,  n 
B   =  i  +  2 

2 


,_3  ,'nV  '    ,    4-5  {n 


2  /      2  2        \  2  /      2  .  3 . 4 


*=  =  ■!-  I^V-^ 


2  /      2.3  2       \ 2  /     2.3.4-5 

B'"=r--5  (-V      3'         '     6-7    ^V  3' 


2  \2/     2.3.4  2       V2/      2.3.4-5.6 


// 


ou  bien,  en  taisant  -  =  v, 


B 

=  1  -4-  IV'1, 

B' 

=  ■- 

3v2 

— ■  + 
2 

5v< 

22.  3 

1v" 

22.32.4 

+  . . 

■  » 

B" 

=  ■- 

4.25.V2 
2.3 

6. 

2.\  V4 

8.2e, 
22.32. 

,v6 

4.5 

+  . 

•  •  » 

'       2', 

.3.4 

B"' 

3 

5.33.v2 

-^ 

.36.v4 
3.4.5 

9 

22.3 

.3'. 

2.4- 

Ve 

5.6 

+  .  .  .. 

2 

2.3.4 

1 

B,v 

4: 
2.3 

6.4 

2.3. 

4.V2 

4-5  J 

8.4". 

22.3.4, 

V4 

,5.6 

2 

10 

4e.v 

2.32. 

4.5.6. 

1  . . . , 

7 

XII. 

Voyons  maintenant  comment  on  pourra  trouver,  par  la  même  méthode, 
la  valeur  de  l'angle  u  de  l'anomalie  vraie;  pour  eela  il  faudra  taire, 
comme  dans  l'Article  VI, 

Vt)  =  mf         dt  et      +'(*)  = ^— ;• 

J    I  -4-  «  COS/  I  +  «  COS/ 
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ce  <|iii  donnera  (Article  VIII)  la  fraction  suivante 

m 


z{\  -+-  nz  sint)  (i  -i-  n  cost 
Or  on  a  déjà  trouvé  (Article  IX  j 


z  (i  -+-  rez  sin/ 


^  |_z      v^T  (^/=7)! 


e-'v->  -+-  -  e~2'\    '  4 


s/-'  n/-02 


I- 


et  l'on  trouvera,  de  la  même  manière,  en  mettant  m  à  la  place  de  ^  i  —  //-, 

■    =ir.. 

i  -+-  n  cos  /        m  L 


-4-  /»  i  -4-  m  - 

n 


i  4-  m 


e->\>-<  -h 


-"L-e-^-...!. 


Donc,  multipliant  ces  deux  séries  l'une  par  l'autre,  on  aura  la  valeur  de 
la  fraction 

m 
z{\  -4-  /jz  sin/     i  +  racos/ 1 

laquelle  sera  exprimée  de  cette  manière 

M       MV\    '  +  W'e"/  '  +■  M"V3'v"  '  4-  . .  . 

en  supposant,  pour  abréger, 

il  I  h«Zj  ///.' 


M 


I  (//  I  n'V  n«Z' 

î  dz  y     ,  .  „,    v    ;  ,„ .  v    \y 

II  dl  I         I  /.  II'/.'  //'/.' 


M       "  '/z  I       _L_  r 

7.  <lz  I        i       ni        .       | 


i  +  m      v      i  )'         i       m      s      i 
»  /  n  /  ir  /, 


I  -f-  /;/      v         i  i         m        x        I  j'  r     •     /;/ 
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Z  Z 


n2Z3  "4ZS 


«'Z5 


(  i  +  m)  (  s/—  i 
n2Z 


m)2(v/— i)'        ;.  +  m:3iv-i/' 
/i*Z2  n6Z3 


...    »3azr         i 

Z  dz  [       ( i + 


+  #ni»t/— >         (i  +  m)4(v-ij2        fi-4-m>(v  —  0* 

Z Z2 £^ 

"M3       (i  +  i»)1^— '        (n-m)(v'—  i.r       (y/—1)3 
n2Z'  rc«Zs  »6Z6 


;i-4-m)(v/—  1/       n  +  IH)' (v— 'Js       fi -f- m  j3  (  v  —  i  ) 
n2Z  rc'Z2  "6Z 


i  -+-  m  f  v'  —  '        (  i  +  mr  \  \  — i 


ii  -f-  m)6  (  J—l  ^ 


=ï?--} 


«  dZ 

N  =  z  5F 


i  -+-  m 


Z 


nJZ2 


n-V 


n2Z 


m  )  [  y 

«<Z2 


•J" 


(i  +  m'MsJ—if 

H6Z3 


i  +  m)'^       (n-mi3fv-ij2       (H-/h,4(\— i 


--} 


dZV        i 


^r^zr 

Z  dz  [(i 


'»  "'       (n-m)v/— i        (v— 0' 
/j2Z3  «4Z< 


«6Z5 


(i  +  /n)(v'-i)S        (n-m)'(v'—  0'        (i  +  m:3(v-i  ib 
n2Z  »4ZS  »6Z 

__ _      -4-    . -I 

(  i  +  m  ?  s/—  i 


»,„      n3  dz 
Z   r/z 


(  i  +  m  S4  (  y/ '  —  i  j        (.  i  -+-  m  )'  l  v  — 
Z  Z  Z 


--■} 


i  +  m)3       (i  +  m)V— '        (i  +  «    <v'  —  0         W1—1) 
rûV  n*Z*  n«Z<- 

1-  : —  , •■;     — ^T"6 

i  -i-  m  :3  (  y'—  '  ) 
«6Z3 


H-  m)  (  J—  i  ]         ( *.  -+-  m)1  { J—  i 
n2Z  n4Z2 


i  +  m)4^—  i        (i  +  '»'s(v;-'j!       ^'«''(-'J 


-•} 
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Faisant  les  substitutions  et  les  réductions  convenables  (Article  VIII ),  on 
trouvera,  pour  la  valeur  de  l'anomalie  vraie  u,  une  expression  de  cette 


tonne 


u—t—  ^-   (W~'  -  e-'v-' 
\-> 

«3  K'" 


n2K"  ,       ,-  ,- 
(e2'v-1  —  e-"\ 


c'est-à-dire, 

u==  t  —  2/zK'  sin/  -i-  in?  K"  sin ■?. t  —  2»!  K'"sin3/  -t-  >ii'  K,v  sin  j  /  —  .  .  .  , 

dans  laquelle  les  coefficients  K',  K",  K", ...  seront  tels,  que  si  l'on  fait, 
en  général, 


»=;->; 


Pi  1 

■y?  \7.  )         ->2.32 


*=. --?  -:  r^; 


"      :- 


2.3 


■>.-.3J.4   '  2 
9.)     h  2'.  3.4  \âj   "~  2J.3'.4.5  \â  ' 


S  = 


,_       p*     (n  \  -'  p"        /reV p'        .  /«y 

2.3.4  W        a'.3.4.5  V2J        2'.3'.4.5.6  \âj 


et  qu'on  dénote  par  P',  P",  P" Q,  Q",  Q R',  K  ,  R  ....  les  valeurs 

•le  P,  Q,  R,...  qui  répondent  à  p  =  1 ,  2,   >,...,  on  aura 


K 


I» 


1  -(-  m 
-+■  n* 


"       I  Q' 


1  -t-  /» 


|  Q'  *  15 

,  4-  //.M    I  -i 

-  J     >  1  -    /»   -  j   ?.-    1  4 


»j 


1 


1        m 


-\ 


I    //'       1 


»;  S'  r  n     n r 

1  -+-/»!   j  2»  1  -+-  m  1  -4-  m  J  I  ■•■   1 

-  I  1  -     —      I        "'  I 

1     ■    /;/   2  J  2  (  1  -f-  m 


m 


,r  I   |{'' 


//• 


S" 


I    -t-  /»    '         23     I   -I-  //) 


1  -f-  m  '  j  2'  1  -4-  m)* 


r 


"  il- 

I       III  '  \  ■>' 


t         /;/ 
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Q 


|,     -^-        Qw     + 1 

ii  +  m)2J  21  +  ni  r 


m  r 


+     i  + 


// 


i  +  m 


R' 


■?-   i  +  m 


S"'  [  ii  T" 

+  nï\  i  H — 

1 1  +  m  f     2*  (  i  +  m 


-        1  —         *  I 

r        »'    i      v*         sr 

«'       I  — h  H6       I 

(  i  +  m)6J  2»  i  +  ni  - 


i  +  m 


■?."   i  +-  m 


XIII. 

Les  valeurs  des  coefficients  K',  K",  K",...  dépendent,  comme  on  voit, 
de  l'excentricité  n  et  du  rapport  i  :  m  du  grand  axe  au  petil  axe  de  l'el- 
lipse; or,  si  l'on  suppose  l'excentricité  fort  petite,  ce  qui  est  nécessaire 
pour  que  les  séries  soient  convergentes,  et  qu'on  veuille  que  les  valeurs 
des  coefficients  soient  exprimées  par  des  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  de  n,  il  faudra  mettre  à  la  place  de  m  sa  valeur  v  •  —n,3  el 
développer  ensuite  ce  radical  suivant  les  méthodes  ordinaires;  donc, 
comme  les  expressions  des  coefficients  dont  il  s'agit  ne  renferment  d'autres 

fonctions  de  m  que  les  puissances  de  ,   il  est  bon  de  voir  comment 

1  r  i  +  m 

il  faut  s'y  prendre  pour  réduire  facilement  en  série  chacune  des  puis- 
sances de 


m 


Qu'on  demande  donc,  en  général,  la  valeur  de  :  il  est  facile  de 

voir  que  cette  valeur  sera  la  même  que  celle  de  Z'  que  nous  avons  donnée 
dans  l'Article  IX,  en  y  faisant  seulement  z  =  i ,  ce  qui  rend 


Z  = 


ainsi  l'on  aura  sur-le-champ 


m,)r 


i  4   r 


a 


r   r 


i     r 


r  r 


2.3 

6     r  + 


i.4 


f- 

\  2 


M")  -    .], 
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de  sorte  qu'en  faisant  successivement  r=  i ,  2,  3,...,  et  supposant,  pour 
plus  de  simplicité,  -  =  v,  on  aura 

1  1    /  4</  5.(i.vB  6.7.<S.v8 


i+ra  2   \  2  ?.. 3  2.3.4 

1     /  2.5.V4  2.6.T.V6  2.7.8.O.  V8 

'  I  H-  P.  v2  -t- 


,  1  -l-  m  4   *  2  2-3  2.3.4 

1    /         ,  3.6.  v*        3.7.8.vB       3.8.Q.IO.V8 

=  -i  +  3v2-1--  --1--  •-L- 


i  +  »i  3        8  \  2  :>.3  2.3.4 

1  1    /  .  4-%v4        4-8. q.v6        4-Q-10-11 

=  —     1  -4-  4v'  -+-  3—' h  3 a h  ±i* 

H-m)4        ib  \  2  2.3  2.3.4 


Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  K  . 
K",  K"',...,  et  après  avoir  l'ait  les  multiplications  nécessaires,  on  pourra 
facilement  ordonner  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  n. 

XIV. 

Il  esl  clair  que  la  méthode  employée  dans  ce  Mémoire  peul  servir  aussi 
a  résoudre  avec  facilité  les  équations  de  la  forme 

/      x  -  a  sinnia  4-  l>  cosmx  -+-  c  sin /i.r  -\-fcosnx  4 ■  .  .  .  . 

ou  de  celle-ci 

i      x  -<   <k-""  4-  /"-"'  4-  ceP*  -+- .  .  . 

lorsque  les  coefficients  a,  b,  c,...  sont  fort  petits  ,  el  d'autres  équations 
semblables  qu'on  ne  pourrait  résoudre  par  les  méthodes  connues  que 

d'une  manière  indirecte  el  Ires-laltoi'ieuse. 

Supposons,    par   exemple,    qu'on    demande    la    valeur   de   a    en   /    pal 

l'équation 

nu  fera,  dans  la  formule  générale  de  l'Article  II, 

f    •       œf      <-\     1    <       .> .     1  1       /.i/       1 . 

III.  .8 
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et  l'on  aura 

a1  de1'"'         a3    dteimt 
x  —  t—  ae""  -l 


2      dt  ■?.  .3      dt: 

c'est-à-dire, 

ima1       ,       3 -/«''a3  femïa* 

x  =  I  —  ae""  H eiml =—  e3""  +  ?    „    ,    e4""  —  ...  ; 

2  2.3  2.3.4 

donc,  si  l'on  fait  t  =  o,   en  sorte  qu'il  s'agisse  de  déterminer  x  par 

l'équation 

x  h-  ae""  =  o, 

on  aura 

/         2  ma        1 3 ma)2         \ma  3  \ 

■x1  =  —  ai ' 


2  2.3  2.3.4 

Ainsi,  si  l'on  avait  la  série 

■la.        '3a)2         !  4 a  )3 


I   H 1 5-  -+-  —=3-7-  + 

2  2.3  2.3.4 


et  qu'on  en  demandât   la  somme,   il   faudrait   tirer  la  valeur  de  x  de 
l'équation  x  —  e*x  =  o,  et  ce  serait  la  somme  cherchée. 


SUR 


L'ÉLIMINATION  DES  INCONNUES 


DANS  LES  ÉQUATIONS. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- Lettres 
de  Berlin,  t.  XXV,  1771.) 


Lorsqu'on  a  deux  équations  qui  renferment  la  même  inconnue  élevée 
à  des  degrés  quelconques,  on  peut  toujours,  par  les  règles  ordinaires  de 
l'Algèbre,  éliminer  cette  inconnue;  mais  on  risque  de  tomber  dans  un 
inconvénient  :  c'est  que  l'équation  résultante  de  l'élimination  moule  à  un 
degré  plus  élevé  qu'elle  ne  doit.  Plusieurs  habiles  Géomètres  ont  senti 
cet  inconvénient  et  ont  donne  des  moyens  de  l'éviter;  c'est  ce  que 
MM.  Euler,  Cramer,  Bezout  et  d'autres  ont  fait  par  des  méthodes  qui  leur 
sont  propres,  et  qu'on  peut  voie  dans  les  Mémoires  de  celle  Académie 
pour  les  années  i  7 18  et  1764,  dans  ceux  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  l'année  17'i'i.  dans  l'Ouvrage  de  M.  Cramer  qui  a  pour  titre  : 
Introduction  u  l'analyse  des  lignes  courbes,  et  ailleurs. 

La  méthode  que  je  vais  exposer  ici  a  l'avantage  de  réduire  l'élimi- 
nation des  inconnues  a  des  formules  générales  et  très-simples  dont  les 
Analystes  pourront  faire  usage  au  besoin. 

'    Lu  .1  1  académie  le  ag  octobre  i;<>7. 
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I. 


Soient 


'A  i  -+-  A.r  -f-  Bx-  -+-  Cx!4-  Dt'  +  .  .  .  =  o, 

_  à         b  c  (1 

B  i  -f-    -  H 1 -1 -+- .  .  .  =  o, 

x         ,r-         x0         a-' 

les  deux  équations  proposées,  dont  la  première  soit  d'un  degré  quel- 
conque m,  et  la  seconde  aussi  d'un  degré  quelconque  n.  Il  est  évident 
que  quelles  que  soient  les  équations  données  elles  peuvent  toujours  se 
mettre  sous  les  deux  formes  précédentes;  car  pour  cela  il  n'y  a  qu'a  les 
diviser,  l'une  par  le  coefficient  tout  connu  du  dernier  terme,  et  l'autre 
par  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue. 

Je  suppose  que  i  —  a.r,   s  —  [Ix,   i—  yx,   i-oa1,...  soient  les  fae- 

leurs  de  I  équation  (A),  en  sorte  que  --,  y,  ->  -?••■  soient  les  racines 

1  l  T  a       p       y       o 

de  cette  équation;  j'aurai  donc 

i  -(-  \x  -f-  Bx2  -\-  Cx'  -+-  ])xi  +. .  .=  (i  —  xx)(i  —  (3ar)(i  —  yx){i  —  ix). .  ., 

et,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre. 

log(  i  -+-  kx  -4-  Bx!  -+-  Cx3  -+-  D.rs  +  .  • .) 

=  log  ,  i  —  7.x   -f-  log(  i  —  fix  )  -+-  log  !  i  —  y x   -+-  log   i  —  èx  ;  -+- .  .  . 


Or  on  sait  que 


z'       z*       z> 


log(l+.Z)  =  z  —  —  +  —  —  -r-h 


2  3 


I 


donc  on  aura  aussi 


x    A  -h  B.r  -4-  C  x1  -f-  Dx3  +  .  .  .  )    >        ,  —  x   ,  x  +  "p  —  y  -+-  o  -+- 

nçl  II  jq- 

(A+B^  +  Ci-'  +  Dx,  +  ...f  1 (  a2  -f-  p-  ■+-  y-  -+-  o2  -+- 

2  I  I  2 

-+-  y  !  A-  +  Bx  ■+"  (-'jr''  -t-  Dxl  +  .  .  . ,;  i        i  —  —    a"  4-  (3 '  +  y !  -h  <r  + 
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On  sait  de  plus  que  le  carré,  le  cube,  etc.,  de  toul  polynôme,  tri  que 
A-hBa?  -4- Cas2  -+- . . .,  est  aussi  un  polynôme  de  la  même  forme,  mais 
dont  le  nombre  des  termes  est  double,  triple,  etc.,  de  sorte  qu'on  peut 
supposer 

A  -4-  B.r  ■+-  C.r-  4-Dx3  +  .  .  .  2       A' +  B' x  +  C **  +  l)'x3-f- 

A  +  B.r  -4-  Cx2   ■-  Dx3  +  .  .  .  »  =  A"+  B".r  +  C"x2  h-  D".r"  -4- 

et  ainsi  de  suite,  les  coefficients  A',  B',  Ci ... ,  A",  B",  C", . . .  étant  aises 
à  trouver  par  la  formation  actuelle  de  ces  puissances  ou  par  d'antres 
moyens  que  nous  indiquerons  dans  la  suite. 

Donc,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  et  qu'on  lasse,  pour  abréger, 

Ï+P  +y+î+...:    —  P. 
x'  ■+■  (3J  +  /-'  ■+•  ô2-t- . . .  =  —  2Q, 
*»  +  (3S  -4-  y3  -4-  ô»  -4- -  3R, 


on  aura,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  dimensions  de  x 

i.+  (._£)..+  (c-ï  +  £)..+  (d-£:  +  Ç-  ;,- 

IVr  +  Q.r2  -+-  Bx3  4-  Sx'  +  ...  , 
d'où  l'on  tire,  a  cause  que  l'équation  doit  être  identique, 

I'       v. 

.        n       C        H  V 

S  =D-       ■  4-  -       --7-, 

»        4 


Cela  posé,  je  substitue  successivement  dans  l'équation    H    les  valeurs 

t\f  1   résultant  de  l'équation    A  .  savoir  , ....  ilnni  le  nombre 

1  i    / 
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••si  m\  j'aurai  les  m  équations  suivantes 

i  +  cl  y.  -+-  b  a?  H-  c  7}  -+-  dx*  -+- .  .  .  =  o, 
1  -f-  a&  -4-  b&  -+■  c(3a  ■+  d&  -4-. . .  =  o, 
i    1  +  <vy  +  />-/'  -+-  cy3  -+-  dyi  -h .  .  .  =  o, 

Or  il  est  clair  que,  pour  que  les  deux  équations  (A)  et  (lij  aient  lieu  en 
même  temps,  il  faut  nécessairement  qu'une  quelconque  des  m  équa- 
tions (Cj  ait  lieu;  donc,  comme  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  l'une  de 
ces  équations  doive  plutôt  avoir  lieu  que  l'autre,  il  faudra  que  l'on  ait 
une  équation  qui  renferme  toutes  les  équations  ( C)  et  qui  ne  puisse  être 
vraie  qu'en  supposant  que  l'une  quelconque  de  ces  dernières  équations 
le  soit;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  saurait  être  que  le 
produit  de  toutes  les  équations  (C),  et  cette  équation  sera  par  conséquent 
celle  qui  doit  résulter  de  l'élimination  de  l'inconnue  x  dans  les  deux 
équations  proposées  (A)  et  (B). 

Donc,  si  l'on  représente  l'équation  dont  nous  parlons  par  fi  =0,  on 
aura 

II  =  (  1  -4-  aoc  -4-  bac2  -4-  ca?  -4-  dx>  -+- .  .  . 
X(i  -+-  a(3  +  6(32-4-  c(33-f-  d$-  -+- .  .  . 

X  (  1  -t-  ay  -+-  by2  -+-  cy*  -f-  dy"  -+-.'..) 
X  (i  -t-  ao  -4-  bo2  -+-  co*  -+-  do*  -+- .  .  .) 


le  nombre  des  facteurs  étant  m.  Ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  la 

valeur  de  Jl  sans  connaître  les  racines  2,  /ï,  y 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  et  nous  aurons 

logll  =  log(i  -+-  aa.  -4-  ba2 -4-  ca3  +  doc*  -+-. . .) 
-t-  Iog(i  4-a(3-+-  />|3-  +  c(3s-+-  </p'-4-.  . 
-4-  log  (1  -+-  ay  -+■  b  y'2  +  cy-  -+-  dy*  -4-  ...  ) 
-4-  logi  1  -4-  no  -4-  bo2  -+-  co3  +  do'  -4-  .  .  . 
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Mais  on  a 

logn  -f-  aa.  4  ba2-+-  fa]+  doc'  -f- .  .  .) 

=  a  (a-\-ba.-\-ca?+da?-Ji-... 

a? 
(a  +  hoc  +ca'+  a a.3  -f- .  .  .) 

•2 

a3 
+  y(a  +  6a  +  ca2  -I-  doc3 -h.  .  . 


Donc,  si  l'on  suppose  que  a',  b',  c' a",  b",  c" ,...  soient  des  quantités 

tonnées  de  a,  b,  c,...,  comme  les  quantités  A',  B',  C',...,  A",  B",  C",... 
le  sont  de  A,  B,  C,...,  on  aura 

log  (  i  +««+  b  a?  -f-  ca?  ■+- . . .  ) 

=  x  (a  -+-  boc  +  ca?  -+-  do?  -+-  .  . .) 

a1 
(  a'  -t-  b'oi  -+-  c'a?  -4-  d'à3  -f-  .  .  .  | 

2 

-+-  j  (a"+  6"«  +  e'V  H-  rf"a3  -f-  . . .) 


ou  bien  en  faisant,  pour  abréger, 

p  —■  «, 

i       a' 
a  =  b y 

*  2. 

//        a" 
r  —  c h  -5-  ? 

2  3 

.       c'        6"       a'" 
2        3         4 

» 

on  aura 

log  i  +  fla-^Aa!+ca3  +  (/a<  +  ...)=/'«  +  ^aI-i    'a5  -I-  *«'  ■+-  •  • .  ■ 
On  trouvera  de  la  même  manière 

log    i  +ap  +  6p»-l-Cp»-f-rfp4-l-...)=/,pH-  tfP'  —  rp  +  sp-h.  .  .  , 
logd  -4-  ay  +  A  y2  +  cy3  ■+■  dy*  -t-. . .)  =  py      </y'  -\   ry1  -<-  sy'  -+-...  , 


et  ainsi  des  autres. 
III. 


■  <> 
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Donc,  ajoutant  ensemble  toutes  ces  quantités,  et  mettant  à  la  place  de 

*  -h  ]3  -+-  7  +  ...,  c/2  -h  fi-  -f-  y2 -4-...,  v*  -+-  fi:i  +  y3  -+-...,  les  quantités  —  P, 
-  aQ,  —  }R,...,  on  aura 

logll  =  —  p?  —  7.qQ—  3rR  — 

Soil  encore,  pour  abréger, 

(p  =  pV  -h  2</Q  -+-  3rR  -+-..., 
et  l'on  aura 

logH  =  —  <p,     d'où     n  =  e~r, 

et  résolvant  en  série  la  quantité  exponentielle  e~ p,  il  viendra  enfin 

2  2.3 

Ainsi  le  Problème  est  résolu. 

II. 
domine  la  quantité  n  est  le  produit  de  m  facteurs  tels  que 

[  +  aà  +  Aa!+t,ij£3  +  ...)      i  +  aj3  +  6(32  +  c(3:i  +  ...,      n-«y  +  A  y-  -t-  cy'-t-  ..., 

il  est  visible  qu'elle  ne  peut  contenir  d'autres  produits  des  quantités  a, 
/->,  c,...  que  ceux  dont  les  dimensions  ne  passent  pas  le  nombre  m;  d'où 
il  s'ensuit  : 

i°  Que  l'équation  tl  =o,  ou  bien 

I  D  i  -  <p  +  3 t-  + . . .  =  o, 

2  2.0 

ne  doit  contenir  aucun  terme  dans  lequel  les  quantités  a,  6,  c,...  tonnent 
ensemble  des  produits  de  plus  de  m  dimensions. 

Or,  si  l'on  met      au  lieu  de  x  dans  les  équations    B    et    A  ,  elles  de- 
viennent celles  ci 

i  -+■  ax  -4-  bxl  -+-  cxz  -+-  dx*  ■+■ . . .  =  o, 
A         B         C         D 

H i ;  H :  H -+...  —  O, 

X  JT-  JT3  .T4 
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lesquelles  ne  diffèrent  des  équations  (A)  el  (B)  (ju'en  ce  que  les  coeffi- 
cients A,  B,  C,...  sont  changés  en  a,  b,  c,...  et  l'exposant  m  en  n,  et 
vice  versa;  doue,  si  l'on  t'ait  sur  ces  équations  les  mêmes  raisonnements 
et  les  mêmes  opérations  que  nous  avons  faites  sur  les  équations  (A  et 
(B),  on  parviendra  à  une  équation  finale  qui  sera  la  même  que  l'équa- 
tion (D)  ci-dessus,  à  la  seule  différence  près  que  c/,  b,  c,...  seront  au  lieu 
de  A,  B,  ('.,...,  el  réciproquement;  et  l'on  prouvera  de  même,  à  l'égard 
de  cette  équation,  que  les  quantités  A,  B,  C,...  ne  sauraient  formel-  en- 
semble des  produits  de  plus  de  n  dimensions. 

Or,  en  changeant  A,  B,  C,...  en  a,  b,  c,...,  on  ne  l'ail  que  changer  P, 

Q,  B,...  enp,  q,  r etvice  versa,  comme  on  le  voit  par  les  expressions 

de  ces  quantités  :  donc  comme 

œ  -   pP-i-20Q-4-3rR  +  ..., 

il  s'ensuit  que  l'équation  finale  dont  il  s'agit  sera  exactement  la  même 
(pie  l'équation  ^D^;  d'où  je  conclus  : 
2"  Que  l'équation 

I  —  co  + -*- -   -+-  .  .  .         (). 

ne  doit  pas  non  plus  contenir  aucun  terme  où  les  quantités  A.  B,  C,... 
se  trouvent  formant  ensemble  des  produits  de  plus  de  n  dimensions. 

III. 

Voici  donc  à  quoi  se  réduit  notre  méthode  d'élimination.  Étant  pro- 
posées les  équations 

i  -4-  \  «      Bj      i  <    D  '      ...      o, 

d  h  S  d 

i  ■  -+-... =  0, 

X  '  >  .t 

dont  la  première  soit  du  degré  m,  et  la  seconde  du  degré  /'.  on  commen- 
cera par  former  les  quantités  A  .  15  ,  C,  D \  .  B",  C".  D" \   .  M  . 

I    .  D  lesquelles  sont  les  coefficients  des  séries  qui  expriment  le 

IQ. 
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carré,  le  cube,  la  quatrième  puissance,  etc.,  de  la  série 

A  -4-  Rx  -+-  Cr2+Dxs  +  . . ., 

cl  l'on  poussera  cette  opération  jusqu'à  la  nième  puissance.  On  formera 
ensuite  de  la  même  manière  les  quantités  a',  b',  c',  d',...,  a",  b",  c", 
d",...,  a",  b'",  c'",  d'",...  jusqu'à  la  puissance  m;  et  pour  cela  il  suffira  de 

changer,  dans  les  valeurs  correspondantes  de  A',  B',  C A",  B",  C" 

les  quantités  A,  B,  C,  D,...  en  a,  b,  c,  d, 

Avant  ainsi  toutes  ces  quantités,  on  les  substituera  dans  la  quanti  le 

_  /.       B'       A"\  /         />'       a" 


(V       B"       A"\  /  ,       c'       b' 

ï  +  T--T)r_»+"3 


a"  \ 


et  l'on  fera  ensuite  l'équation 


Cp2  m  cp 

i  —  9  +  J 3-=  +  — \-  —  .  .  .  =  o, 

2  2.3  2.3.4 

en  observant  de  rejeter  tous  les  termes  qui  contiendraient  des  produits 
de  A,  B,  C,...  de  plus  de  n  dimensions,  ou  des  produits  de  a,  b,  c,...  de 
plus  de  m  dimensions;  on  aura,  par  ce  moyen,  l'équation  qui  résulte  de 
l'élimination  de  l'inconnue  x  dans  les  deux  équations  proposées. 

IV. 

A  l'égard  des  coefficients  A',  B',  C',...,  A",  B",  C" on  doit  les  dé- 
terminer à  l'ordinaire  par  la  formation  des  différentes  puissances  de 
A  -+-  lix  -+-  C#2-f-...;  mais,  comme  le  calcul  des  puissances  fort  hautes 
sciait  assez  laborieux,  on  peut  l'abréger  par  la  formule  suivante,  dont  la 
démonstration  se  tire  du  calcul  différentiel. 
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Soit,  en  général, 

A  -+-  Bx  -+-  Cx2  +  D.r3  +  Ex*  -+- .  .  .  f  =  P  -+-  Q.r  +  Rjr;  -H  Sjt3  +  J  r  + . .  ., 

on  aura 

P  =  A", 

D       («  —  i  ;BQ  +  a»CP 

_         n—  ?.  jBR  -hi?.n—  i)CQ  +  3nDP 

S  =  s-; 5 


T  = 


3  A 

(»— 3)  BS  +    9.n—  ?.  )  CR  +   3n  —  i  )  DQ  -+-  4/tEP 

^A~ 


cl  il  est  très-aisé  de  voir  la  loi  de  cette  série,  et  de  la  continuer  autant 
qu'on  voudra. 

Si  l'on  ne  voulait  pas  faire  dépendre  les  coefficients  P,  Q,  R,...  les  nus 
des  antres,  on  pourrait  les  déterminer  immédiatement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Qu'on  cherche,  par  exemple,  le  coefficient  de  r'"  dans  la  puissance  // 
du  polynôme 

\  4-  Bx  +  Cx'  -+-  Dr'  +  .  .  . , 
je  dis  : 

i"  Que  ce  coefficient  sera  formé  de  tous  les  termes  qui  peuvent  être 

représentés  par  ApB?CrD*...,  p,  q.  r,  s,...  étant  des  nombres  entiers 

positifs,  et  tels  que 

p  H-  q  -+-  r  -t-«  -t- . .  .=    n     el     q  -+-  ar  4-  3*  •+-. . .       m  ; 

a0  Que  chacun  de  ses  termes  aura  pour  coefficient  numérique 

i  .  ■). .  3 . 4  ■  5 .  .  .  n 
i .?.  3.  .  ./)     i  .2.3. .  .q     i  .?. .  3.    .  /   ... 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  aisée  à  tirer  de  la  théorie  des  com- 
binaisons, et  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  \  arrêter. 
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Exemple  I.  —  Que  l'on  ail  à  éliminer  a?  des  deux  équations 

i  ■+-  kx  -4-  Bx'  =  o, 

a  h 

I  -4-    -    4-    —   z=  O, 
x  x- 

on  trouvera,  en  faisanl  le  carré  de  A  4-  B&., 

A'  =  A3,     B'=?AB,     C'  =  B2, 

et  de  même 

a'      a',      b'  =  iab,      c'— 62, 
donc 

<p  =  Aa  +  2  (B  —  —  \(b  —  —\  +  3 AB«/>  4-  Ba62, 
=  Aa+îBi-  AJ6-  Ba'+  —  +-3ABa/;4-  B'6J. 

2 

Donc,  en  négligeant  les  produits  de  A  et  B,  aussi  bien  que  ceux  de  a  et  b, 
qui  seraient  de  plus  de  deux  dimensions,  on  aura 

^  —  A2a24-  4ABa/>  -+-  4B26', 
<p3  =  o, 
?4  =  o, 


Substituant  donc  ces  valeurs  dans  l'équation 

i  —  œ  -4-  —   —  .  .  .=  o, 

2 

on  aura 

i  —  A«  —  ?.B6  -+-  A2/>  4-  Ba-  -  ABaè  4-  B '&'      o 


VI. 

Au  reste,  on  peut  encore  trouver  la  valeur  de  y  d'une  manière  plus 

simple  sans  être  obligé  de  calculer  les  quantités  A',  B.C...,  A",  B",  C" 

Pour  cela,  on  remarquera  que 

o       Pp  -f-  2Qç  -t-  3R r  -+-  4S*  -4- . . . , 
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de  sorte  que  la  difficulté  se  réduit  à  trouver  les  quantités  P,  Q,  R 

et/>,  q,  r, 

Or  il  est  facile  de  voir  par  l'Article  1  que 

log 1 1  -f-  kx  4-  Bx'  +  Cr3  ■+-...)  =  Px  -+-  Q X2  +  K.rJ  -+-  S.r1  -I- 

Qu'on  différentie  cette  équation  en  faisant  variera;,  et  l'on  aura,  après 
avoir  divisé  par  dx, 

A  -f-  iBx  +  3Cr2+  .  .  .  _         ^  „_  ., 

-  P  ■+-  t.Qx  -f-  3\{x>  ■+■  4Sx3  4- 


i  +Ax  +  Bx2  -i-  Cr3  -f- . 
Donc,  multipliant  en  croix  et  comparant  les  termes,  on  aura 


d'où  l'on  lire 


A 

=  p, 

>H 

=  2Q 

+  AP, 

3C: 

3H 

4-2AQ+  HP, 

4D: 

=  4S 

t   3AR+  2BQ 

+  CP, 

P  = 

2B- 

\l' 

0 

■.' 

1 

R  — 

3C- 

.  \o 

BP 

3 

y 

^  — 

4D- 

3  \\{ 

2  BQ 

Cl» 

i 

\\ani  déterminé  ainsi  les  quantités  P,  Q,  R,. . .  par  les  quantités  \. 

M,  C,...,  on  changera  ces  dernières  en  a.  I>,  c et  l'on  aura  les  valeurs 

des  quantités  />,  7,  r 

On  se  souviendra  seulement   de  rejeter  dans  les  expressions  de  P, 
O.  R,...  !<•>  termes  où  A.  B,  C,...  formeraienl  des  produits  de  plus  de 
//  dimensions,  el  dans  celles  de  />,  g,  /•....  le^  termes  où  a.  />.  <-....  foi 
nieraient  des  produits  de  plus  de  m  dimensions. 
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Si  l'on  met,  pour  plus  de  simplicité,  2Q,  3R,  4S, . . .  au  lieu  de  Q, 
R,  S,...,  et  de  même  2q,  3r,  l\s,...  à  la  place  de  q,  r,  s,...,  la  valeur  de  y 

deviendra 

Qo        Rr       Si 

et  l'on  aura  pour  la  détermination  de  P,  Q,  R,...  les  formules  suivantes 

P  =  A, 

Q=2B  —  AP, 

R=3C  — BP  -  AQ, 

S  =4D-CP  —  BQ  —  AR. 

T  =  5E  -  DP  -  CQ  -  BR  -  AS, 


Il  en  sera  de  même  pour  les  quantités/),  q,  r,...,  en  changeant  seulement 
A  en  a,  B  en  h,  C  en  c,...,  et  l'équation  sera,  comme  ci-dessus, 

<22  m3 

I  —  9+  -L î_  _,_...  —  q, 

2  2.3 

dans  laquelle  il  ne  faudra  conserver  que  les  termes  où  les  dimensions  des 
produits  de  A,  B,  C,...  seront  égales  ou  plus  petites  que  n,  et  ceux  où  les 
dimensions  des  produits  de  a,  b,  c,...  seront  égales  ou  plus  petites  que  m. 

VIII. 

Exemple  11.  —  On  propose  d'éliminer  a?  des  équations 

1  -h  kx  -h  Bx2-hCx*=  o, 
abc 

I  -4- 1 H r=0. 

X  X2  X* 
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On  trouvera  d'abord 

P  =  A, 

Q  =  9.B- A, 

R  =  3C-  3AB  +  A3, 

S  =-4AC-?B2-i-4A2B, 

T  =  -5BC+-5A2C-h5AB2, 

D=  -3C2-f-  12ABC4-2B3, 

V=7AC2^  n^C, 

W=:8BC:; 
donc  on  aura 

<p  =  A  a  H —  (  2B  —  A'     2  h  —  a 
1 

4-  ^3(;-3AB  +  A3^3c-3a/>  +  ^ 

-+-  j  { —  4AC  —  2B2  -+-  4  V  B   (       4ac  -  o.b'  —  ^a2b 

4 
4-  ^  (— 5BC4-5  VM;  4  5  VB  ,(  —  56c  ■+  5«2c-f-  W<: 

—  A    —  3C24-  12ABC4-  ?.B3i         Ir+i^f/rn    ./,• 
i) 

4-  -   7AC2  4-  7 B2C  1  jac5  4-  7&sc 
4-  5  8BC2x86c». 

M 

Or,  en  rejetant  les  termes  où  A,  B,  C  et  a,  b,  c  sont  des  produits  de  plus 
de  deux  dimensions,  el  ordonnant  les  autres  par  rapport  aux  dimensions 
de  ces  mêmes  quantités,  on  aurait 

\  a       7.  \\l>    ■    M, c 

\\a       iCab      b  \        icAB 

\    ,,  ; 

I  \\\<ii,         ■  m        1;       .  ,/,        I,  5BC6<  I    I 

d'où  je  lire,  en  ne  conservant  que  les  produits  de  in»is  <m  d'un  moindre 
lll. 
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nombre  de  dimensions, 

cp2  —  (  A  a  -+-  2  B  b  -h  3  C  c  2 

+  2(Aa+  2B6  +  3Cc)  I   -  Ba2-  3Caà  -6A2—  3cAB  +  -^-  +  3  ABaft 

+  (2AC  +  B2     lac  +  b2*-h  5BC&C  ■+■  -  C'C 
•4-2(Ba24-  3Ca&)(&A'  +  3cAB  , 
el 

fz=(ka+  2B6  +  3Cc)J, 

cp4  =  o, 

(le  sorte  que  l'équation  sera 

i-Afl--    >B  —  V)[ib  —  a*) 
2 

(3C  -  3  AB  +  A3  )  (  3c  -  3ab  ■+■  a5) 


2 

1 
3 


_  '  r_  4AC  -  2B2  +  4A2B  )  (  —  4ac  —  ai2  -4-  4«2i  ) 
4 

—  -  (  —  5BC  -4-  5  A2C  -4-  5AB2)  (  —  56c  +  5a2c  4-  5«/>- 

5 

_  1    3C2-f-  12 ABC  +  2B3)(—  3c2 -4-  i2a&c-4-  ib" | 

(i 

—  -  (  7  AC2 -f-  7  B2  C  )  !  7  ac2  -4-  7  62c)  —  8  BC2  6c2 

1  . 

-4-(Aa  +  2B&4-3CC)[Aa+2B26  +  3CC-Ba2-3Ca6-f>A2-3CAB-h^- 

-4-  3  ABai  +  (2AC  +  B2)  (2«c4-/;;)  -h  5BC6c  -h  -  C2c2 

+  (B«14-  SCab)(bk'~i   3cAB)  —  -^(Aa  +  aBé  +  3Cc  »  =  o. 
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LES  TAUTOCIIRONES. 


Nouveaux  Mémoires  de  l'  (cadémie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  177".) 


Depuis  Huygliens,  qui  le  premier  a  trouvé  que  la  cycloïde  était  la 
courbe  laulochrone  pour  les  corps  pesants  dans  le  vide,  les  Géomètres  se 
sont  appliqués  à  chercher  des  méthodes  directes  et  générales  pour  déter- 
miner les  courbes  qui  jouissent  de  la  même  propriété  dans  des  hypo- 
thèses quelconques  de  pesanteur  et  de  résistance. 

Les  premières  solutions  analytiques  qui  aient  paru  de  ce  Problème 
sont,  je  crois,  celles  que  MM.  Jean  Bernoulli  et  Euler  ont  données:  le 
premier,  dans  les  Mémoires  de  i  Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'an- 
née  17^0,  cl  le  second,  dans  le  tome  IV  des  anciens  Commentaires  de  Pé- 
tersbourg.  Ces  solutions  sont  Coudées  sur  la  considération  des  fonctions 
de  dimension  nulle  de  deux  variables,  et  il  faut  avouer  qu'elles  sont 

;nissi  simples  et  aussi  directes  qu'on  peut  le  désirer;  mais  comme  ces  so- 
lutions exigent  qu'on  ait  l'expression  de  la  vitesse,  elles  OUI  l'inconvé- 
nient de  ne  pouvoir  être  applicables  qu'aux  cas  où  l'équation  différen- 
tielle de  la  vitesse  est   intégrable.  Pour  suppléer  a  ce  défaut,   il   fallait 

trouver  nue  méthode  qui  fui  indépendante  de  l'intégration  de  l'équation 

qui  donne  la  \itess,.,  ,•(  ,'rsi  à  quoi  M.  Fontaine  est  parvenu  par  le  moyen 
d'un  calcul  particulier  qui  consiste  a  taire  varier  les  mêmes  quantités  de 
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deux  manières  différentes,  et  qui  a  quelque  rapport  à  celui  dont  les 
Géomètres  du  siècle  passé  se  sont  servis  pour  résoudre  les  Problèmes  des 
trajectoires  et  quelques  autres  du  même  genre. 

La  solution  de  M.  Fontaine  parut  d'abord  si  satisfaisante,  qu'on  ne  parla 
plus  de  tautochrones,  comme  cet  Auteur  le  dit  lui-même  dans  ses  Œuvres 
imprimées  en  1764,  page  t5;  mais  le  Mémoire  que  je  lus  a  l'Académie  sur 
ce  sujet,  en  /  767  (*),  réveilla  l'attention  des  Géomètres,  et  fit  voir  que  la 
matière  n'était  pas  encore  si  épuisée  qu'on  l'avait  cru.  Ayant  envisagé  la 
question  des  tautochrones  sous  un  point  de  vue  un  peu  différent  de  celui 
sous  lequel  on  l'avait  toujours  considérée  avant  moi,  je  suis  parvenu  à 
une  formule  générale  et  très-simple,  qui  donne  l'expression  de  la  force 
nécessaire  pour  produire  le  tautochronisme,  et  qui  renferme  non-seule- 
ment tous  les  cas  déjà  connus,  mais  encore  une  infinité  d'autres  dans 
lesquels  on  ignorait  que  le  Problème  fût  résoluble.  Un  grand  Géomètre, 
à  qui  je  communiquai  cette  formule,  mais  en  supprimant  l'analyse  qui 
m'y  avait  conduit,  la  trouva  assez  importante  pour  mériter  qu'il  en  cher- 
chât la  démonstration;  et  c'est  ce  qui  a  occasionné  les  savantes  et  ingé- 
nieuses recherches  qu'il  a  faites  sur  la  même  matière  et  qui  se  trouvent 
dans  nos  Mémoires  pour  l'année  1 765  ;  mais  mon  travail  n'a  pas  été 
jugé  si  favorablement  par  M.  Fontaine,  qui  vient  de  m'attaquer  dans 
un  Mémoire  imprimé  dans  le  volume  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris,  pour  l'année  1768.  Je  m'attendais,  avec  raison,  a  trouver  dans  ce 
Mémoire  des  objections  solides  et  dignes  du  nom  de  cet  illustre  adver- 
saire; mais  j'ai  été  bien  surpris  de  n'y  trouver  que  quelques  expression» 
peu  obligeantes,  sans  aucune  raison  bonne  ou  mauvaise.  Comme  la 
simple  lecture  de  son  Mémoire  et  du  mien  peut  suffire  pour  me  mettre  à 
couvert  de  ses  critiques,  je  les  passerai  entièrement  sous  silence,  et  je 
me  contenterai  d'exposer  dans  ce  Mémoire  quelques  réflexions  que  j'ai 
faites  à  cette  occasion,  tant  sur  ma  solution  de  1767  que  sur  la  nouvelle 
solution  de  M.  Fontaine  de  1768.  Je  commencerai  par  donner  la  solution 
d'un  Problème  qui  n'a  pas  encore  été  résolu,  et  qui  sert  à  jeter  un  grand 

'*)  Œuvres  de  Lagrange,  I.  II.  p.  S\- 
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jour  sur  celui  des  tautochrones ;  je  résoudrai  ensuite  ee  dernier  Problème 
dans  toute  sa  généralité;  du  moins  je  donnerai  les  formules  les  plus  gé- 
nérales qu'on  puisse  désirer  sur  cet  objet;  de  là  je  passerai  à  examiner  la 
solution  que  M.  Fontaine  donne  pour  générale,  et  je  ferai  voir  qu'elle 
est  incomplète,  et  même  illusoire  à  certains  égards. 

Problème  I. 

Soit  a  l'espace  total  que  peut  parcourir  un  corps  gui  part  d'un  point 
donné  avec  une  certaine  vitesse,  et  qui  est  continuellement  relardé  dans  sa 
marche  par  une  force  variable  p;  soient  de  plus  x  un  espace  quelconque 
parcouru  pendant  le  temps  t.  a  la  vitesse  du  corps  au  bout  de  ce  temps, 
et  L  une  fonction  quelconque  donnée  de  x  et  de  a  :  on  demande  par  quelle 
fonction  de  u  et  de  x  doit  être  exprimée  la  force  p,  pour  que  le  temps  I 
soit  égal  à  une  fonction  quelconque  de  L. 

1.  Un  aura  d'abord,  par  les  principes  de  mécanique,  l'équation 

(  A  )  u  du  -+-  p  dx  =  o 

qui  est,  comme  on  voit,  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables  x  et  u,  p  étant  par  l'hypothèse  du  Problème  une  fonction 
de  x  et  u.  Ainsi  il  y  aura  une  fonction  de  x  et  //,  que  nous  désignerons 
par  R,  par  laquelle  cette  équation  étant  multipliée  deviendra  intégrable; 

de  sorte  qu'on  aura  l'équation  finie 


/' 


R  (udu  -+- pdx)  -   const. 

Pour  déterminer  celle  constante,  on  remarquera  que  par  l'hypothèse  du 
Problème  il  faul  que  la  vitesse  u  soil  nulle  au  bout  de  l'espace  a:  (l'on  il 

s'ensuit  que  si  l'on  nomme  A  ce  que  devient  la  quantité  /  R  udu  -+-  pdx 

lorsqu'on  y  l'ail  x  =  a  cl  u  =  o,  on  aura 
H;  fli(udi<  ■+-  jx/x)       \ 

Maintenant,  comme  le  premier  membre  de  celle  équation  est  une  loue- 
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lion  finie  de  a  et  x  sans  a,  et  que  le  second  est  une  fonction  finie  de  a 
seul,  il  est  clair  que  si  l'on  y  fait  varier  à  la  fois  les  trois  quantités  a?,  u 
et  a,  et  qu'on  suppose  dA  =  Bda,  on  aura  cette  équation  différentielle 
à  trois  variables 
(C)  \{{i(</i(  +  pdx)  =  Bda, 

•le  sorte  qu'en  regardant  u  comme  une  fonction  dé  x  cl  a  donnée  par 
l'équation  (B),  on  aura 

du  _  p        du  B 

dx  u       da        Ru 

2.   Cela  posé,  considérons  le  temps  /  que  le  corps  met  à  parcourir  l'es- 
pace .r;  on  aura,  comme  on  sait, 

'  dx 


r  dx 


où  il  faudra  mettre  à  la  place  de  u  sa  valeur  en  x  et  a  donnée  par  l'équa- 
tion (B),  après  quoi  on  intégrera  en  regardant  a  comme  constante,  ce 
qui  donnera  pour  t  une  fonction  de  x  et  a.  » 

Supposons  maintenant  qu'on  différence  cette  valeur  de  /  en  y  faisanl 
varier  à  la  fois  x  et  a,  et  l'on  aura,  en  regardant  u  comme  une  fonction 

de  x  et  a, 

,         dx         .     r  i    du    , 

dl  = da  | —  dx, 

u  J   u1  da 

ou  bien,  en  substituant  pour  -j—  sa  valeur  77— ^  et  niellant  la  quantité  B 

1  du  Ru  ' 

qui  est  une  fonction  de  a  seul  hors  du  signe  / 1 

'  u  J   Ru* 

3.  Or,  L  étant  (hypothèse)  une  fonction  donnée  de  x  et  a,  on  aura 

r/L  —  Mdx  -hNda, 

et  comme  /  doit  être  une  fonction  quelconque  de  L,  on  aura  donc  aussi 
L  égale  a  une  fonction  quelconque  de  /,  que  nous  désignerons  par  T; 
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doue,  différentiant  et  supposant  dT  =  Sdt,  on  aura 

Sdt  =  Mdx  -hNda; 

or,  cette  équation  doit  être  identique  avec  l'équation  (D);  donc  on  aura, 
par  la  comparaison  des  termes  affectés  de  dx  et  de  da, 

Mi       N  r  dx 

S  -«'      S  -_1V  R^' 
et  par  conséquent 


r?  =  —  »"  I  -n — ;' 
M  J  R//3 


N 
Soil,  pour  abréger,  ^  =  X,  et  l'on  aura,  en  divisant  par  u, 


x  rdx 


et  différentiant,  dans  l 'hypothèse  de  .r  et  u  seuls  variables  et  de  a  con- 
stante, 


d'où  l'on  tire 


u  d  X  —  X  du  _     *  dx 
u2  Wu1 


R 


X  M  -; M2  -5 — 


mais  on  a  -t-  =  —  —  f  1  ,  donc 


i: 


p  X  -t-  «2 


e/.r 

Cette  quantité  R  est,  comme  on  voit,  une  fonction  de  //.  x  et  r/,  parce 
que  B  est  une  fonction  de  <•/,  X  nue  fonction  de  a  et  .r,  et  />  une  fonc- 
tion de  x  et  //;  or,  r/  étant  donné  en  a?  et  //  par  l'équation  (B),  on  pourra 
réduire  la  quantité  B  à  n'être  qu'une  fonction  de  x  et  //,  et  dans  cet 
état  ce  scia  le  multiplicateur  qui  doit  rendre  intégrable  la  différentielle 
udu  ■+■  pdx  (1);   on   pourra   donc  substituer  cette  valeur  de  B  dans  l'é- 

quation  (C),  et,  comme  cette  équation  n'est  autre  chose  «pie  la  diffé- 
rentielle de  l'équation  finie   H  ,  il  est  clair  qu'on  pourra  remettre  dans  B 

la  quantité  <i  a  la  plaie  de  sa  \aleureii  n  el   t  :  d'où  il  s'ensuit  qu'on  peut 
III.  ?.. 
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mettre  immédiatement  dans  l'équation  (C)  l'expression  de  R  trouvée  ci- 
dessus,  dans  laquelle  les  trois  quantités  u,  oc  cl  a  entrent  a  la  fois,  ce  qui 
donnera,  en  divisant  les  deux  membres  par  B,  cette  équation  différen- 
tielle à  trois  variables 

u  du  -+■  vdx        , 
r  ,      -+-  da  —  o, 

^X  +  "!,7F 

par  laquelle  on  pourra  déterminer  l'une  de  ces  variables  par  les  deux 
autres. 

4.  Soit,  pour  plus  de  simplicité, 
en  sorte  que  l'équation  précédente  devienne 


E) 


—  du  -+■  —  dx  h-  da  —  o. 
r  r 


Or,  pour  que  cette  équation  soit  possible,  il  faut,  comme  on  sait,  qu'on 
ait  cette  condition 


dB- 

dli 

dU- 

dB 

u        r 

P       '' 

r 

r 

r    da 

/■    da 

dx 

du 

o. 


Mais  a  ne  peut  être  contenu  que  dans  r,  parce  qu'on  suppose  que  p 
soit  une  fonction  de  x  et  u  seulement;  donc  on  aura 


donc 


dB 

r 
da 

=  - 

P 

r1 

dr 
da 

r 

da 

« 

dB 

r 

P 

r 

u   dr 
7*  ~dâ 


o; 


r    da  r    da 

de  sorte  que  l'équation  de  condition  se  réduira  à  celle-ci 


(F) 


du-      dB- 

r  r 

dx  du 
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Il  faudra  donc  que  cette  équation  ait  lieu  en  même  temps  que  l'équa- 
tion (E),  sans  cependant  qu'il  en  résulte  aucune  nouvelle  détermination 
entre  les  trois  variables  x,  u  et  a.  Or,  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
dans  ces  deux  cas  :  i°  si  l'équation  (F)  est  absolument  identique;  2°  si 
la  même  équation  (F)  est  renfermée  dans  l'équation  (E).  Nous  allons 
examiner  ces  cas  l'un  après  l'autre. 

5.  Premier  cas,  où  l'équation  de  condition  est  identique.  —  Dans  ce  cas. 
il  faudra  qu'en  regardant  a  comme  constante,  la  quantité  -  du  -t-  —  dx 
soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  //  et  x,  car  la  condition 
de  l'intégrabilité  de  la  différentielle  -du-h  —  dx  est 


dli      dt 

r  r 

dx  du 


qui  est  précisément  la  même  que  l'équation  (F);  donc,  mettant  au  lieu 

'i       /  V 

de  p  sa  valeur  en  r,  laquelle  est  —  —  -rr  -^,    il  faudra  que  la  différen- 
tielle 

tidu         t  i  u-    d\\    , 

c'est-à-dire, 

u'  /du         (/\  ;         <l.r 

7\-u--1l)  +  1l> 

soit  intégrable;  or,  à  cause  que  X  est  nue  fonction  de  x  el  a  sans  u,  et 

que  a  v>\  regardé  ici  comme  constante,  il  est  clair  que  le  terme       -   sera 

intégrable  de  lui-même,  de  sorte  qu'il  faudra  aussi  que  les  termes  res- 


,  iO  (du         il\  v    .  . 

tant  —  (      ■  —  -TT-J  le  soient;  ce  qui  ne  saurait  être  ; 


u' 


ail  elre  a  moins  que         ne 
1         ; 

soit  une  fonction  de  log«  —  logX  OU  bien  de    . 

Oïl  aura  donc  aussi        égal  à  une  fonction  de  .  '  qu'on  pourra  dési- 


\i\\ 
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gner  par  o  l^-j;  donc 
et  par  conséquent 


p  =  a' 


I 


==  u2  9  | 

J)1 

'(t) 

i    rfX 

X 

X   dx 

Or,  comme  la  quantité  a  est  traitée  comme  constante,  elle  pourra  entrer 

comme  telle  dans  la  fonction  indéterminée  <p  (y- h  mais,  à  cause  que  p 

ne  doit  être  qu'une  fonction  de  u  et  de  x,  il  faudra  que  a  disparaisse  de 
l'expression  de  p.  Nous  verrons  plus  bas  comment  on  peut  satisfaire  à 
cette  condition. 

6.  Second  cas,  où  l'équation  de  condition  n'est  pas  identique.  —  Ce  cas 
aura  lieu  lorsque  les  deux  équations  (E)  et  (F)  seront  identiques  l'une 
avec  l'autre;  donc,  comme  l'équation  (F)  est  finie  et  que  l'équation  (E) 
contient  les  différentielles  premières  dx,  du,  da,  il  faudra  que  celle-là 
soit  l'intéffrale  de  celle-ci. 

Or  l'équation  de  condition  (F)  se  réduit  à  celle-ci 


V 


EL 

dx 


p    dr 

u    du 


r    dp 

u    du 


Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


dr_ 
dx 


p    dr 
u    du 


r  dp 
u  du 


en  soi'te  qu'on  ait  </  =  o,  et  qu'on  différentie  cette  équation  dans  l'hy- 
pothèse de  u,  xeta  variables,  on  aura 


dq_ 
dx 


dx 


dq_ 

du 


dq 

da 


qui  devra  être  identique  avec  l'équation  (E);  or  celle-ci  donne 

,  p  dx        r  da 

du  =  — : 
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donc,  substituant  cette  valeur,  on  aura 

(El.  _  t  *2.)  dx+(^--%\  da  =  o, 

\dx         u  du)  \da       u  du) 

équation  qui  devra  être  identique;  de  sorte  qu'il  faudra  que  les  coeffi- 
cients de  dx  et  de  du  soient  chacun  égal  à  zéro  en  particulier,  ce  qui 
donnera  ces  deux  équations-ci 

(G)  *L-L*L  =  Q, 

dx         u    du 

(  H  )  ^-  -  -  -^  =  o, 

da         u  du 

qui  devront  avoir  lieu  en  même  temps  que  l'équation  I  F). 

Donc,  supposant  la  fonction  X  connue  en  x  et  a,  on  pourra,  par  le 
moyen  de  ces  trois  équations,  éliminer  a,  et  il  en  restera  deux  qui  ne 
contiendront  que  les  variables  finies  x  et  u,  avec  la  quantité  p  et  ses  dif- 
férentielles 

dp      dp      d'p        d7p        d-p 

dx      du      dx2      dxdu      du- 

Ces  deux  équations  devront  donc  être  identiques  chacune  en  particulier, 
de  sorte  qu'on  pourra  les  différentier  a  volonté  en  prenant  x  ou  //  con- 
stante, comme  on  voudra.  On  pourra  donc,  par  leur  moyen,  chasser  la 
quantité  /;  et  ses  différentielles,  et  il  restera  une  équation  finie  entre  // 
et  x  qui  devra  aussi  être  identique.  Ainsi,  ayant  trouvé  celte  dernière 
équation  en  x  et  en  //,  on  verra  si  elle  est  identique,  auquel  cas  le  Pro- 
blème sera  résoluble,  et  l'on  pourra  avoir  facilement  la  valeur  de  p  en  x 
et  en  //;  mais  si  elle  rie  l'est  pas,  ce  sera  une  marque  que  les  deux  équa- 
tions (E)  et  (¥ j  ne  sauraient  être  identiques  entre  elles,  et  qu'ainsi  le 
Problème  ne  pourra  pas  se  résoudre  dans  cette  hypothèse. 

7.  Corollaire  I.  ~  Considérons  l'expression  générale  de  />  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  premier  cas,  et  supposons  que  le  terme  loul  con- 
stant de  la  fonction  f  (-    )   soit  une  fonction  quelconque  de  <(  que  je  dé- 
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signerai  par  -■>  en  sorte  que  les  autres  termes  de  la  même  fonction  ren- 

ferment  chacun  une  puissance  de  u;  il  est  clair  que  la  valeur  de  p  con- 
tiendra le  terme 

\  a  X        X   dx  J  ' 

et  qu'il  n'y  aura  aucun  autre  terme  que  celui-ci  qui  renferme  le  carré  u-. 
Donc,  pour  que  l'expression  dep  ne  renferme  point  la  quantité  a,  il  fau- 
dra que  le  coefficient 

i  i   dX 

aX        X   dx 

ne  la  renferme  pas  non  plus,  et  par  conséquent  qu'il  soil  une  fonction 
de  x  sans  a.  Soit  donc  w  cette  fonction,  en  sorte  que  l'on  ait 

i         i   dX  _ 
aX       X   dx 

et  intégrant  dans  l'hypothèse  de  a  constante  et  de  x  variable,  on  aura 

e-~^dxje^"lxdx 

X  = 1 

y. 

mais 


jWx    /    ejW.r 


dx 


est  une  fonction  de  x  seulement;  donc,  dénotant  par  |  cette  fonction,  on 

aura 

l 


X  = 

a. 


Substituant  donc  cette  valeur  dans  l'expression  de  p,  elle  deviendra 


"  1_— t^"-\Tx\ 


Donc,  il  faudra  que  la  fonction  y(-y-)  soit  telle,  que  ayl-y-i  ne  con- 
tienne point  a,  mais  qu'elle  contienne  seulement  =-■  Prenant  donc  une 
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fonction  quelconque  de  -ç  telle  que  9(7  )>  et  la  mettant  à  la  place  de 


au 


»f    y   i  on  aura,  en  gênerai 


T9(r)    «rfçl 
M  L~r~  ~  !  as  J 


8.   Corollaire  II.  —  Substituons  maintenant  cette  valeur  de  p  dans 
l'équation  (Ej  du  n°  4,  et  l'on  aura,  à  cause  de  X  =  -,  l'équation 


du_d\ 

u  £         dx       da 

«\  £  a 

dont  l'intégrale  est 


*\l 


o, 


.   lu\         fdx         Cda 

Or,  il  faut  qu'en  taisant  x  —  a  on  ail  u  o;  donc,  si  l'on  nomme  K  la 
valeur  de  <î>  (F)  lorsque  w  =  o,  valeur  qui  sera  constante  et  indépen- 
dante de  a,  parce  que  <1>  i-\  est  censée  ne  pas  contenir  a,  on  aura,  en 

faisant  x  —  a, 

rdx        Cda 

d'où,  à  cause  de  da  -.     dx,  il  s'ensuit  qu'on  aura  aussi 

rrH —  =0     et     a  =  —  t; 

c'est-à-dire  que  a  devra  être  une  l'onction  de  a  semblable  à  la  fonction  Ë 
de  x,  mais  prise  négativement. 

!).  Corollaire III.    -  Donc,  si  l'on  prend  pour  v.  une  Ponction  de  a 
semblable  à  la  fonction  de  x  qui  est  dénotée  par  £,  on  aura 

x  =  -<-, 

a. 
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donc  (3) 

N         _  l 
M"         a' 

et  par  conséquent 

n  =  -  !0, 


donc 


f/L  =  M  (  dx  —  3 —  j  —  M  £  (  -j 


de  sorte  que  M£  devra  être  une  fonction  de 

rdx       rda 
J  T  "J  T' 

et  par  conséquent  L  sera  aussi  une  fonction  de 

rdx       fda 

J  T  ~J  ~ï' 


ou  liien  une  fonction  de 


S 


\la  ' 


fi 


et  comme  t  est  supposé  une  fonction  quelconque  de  L,  il  s'ensuit  que  le 
temps  /  sera  aussi  une  fonction  quelconque  de 


d'où  je  conclus  que  le  premier  cas  de  la  solution  précédente  ne  peut 
avoir  lieu  que  lorsque  le  temps  /  est  supposé  une  fonction  quelconque  de 
dimension  nulle  de  deux  fonctions  semblables,  l'une  i\v  x  et  l'autre  de  a. 

10.  Corollaire  IV.  —  Si  le  temps  t  n'est  pas  une  fonction  de  oc  et 
de  a  telle  que  nous  venons  de  le  dire,  alors  l'équation  de  condition  q  =  o 
ne  pourra  pas  être  identique,  et  le  Problème  ne  sera  résoluble  que  lorsque 
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cette  équation  sera  renfermée  dans  l'équation  différentielle  (Ej,  ce  qui 
donnera,  comme  nous  l'avons  vu  (6),  les  deux  équations  finies 

(/'/  _  EL  il  —  o,     *3.  -  -  *2.  =  o. 
dx        u  du  du       u  du 

Substituons  au  lieu  de  r  sa  valeur  oX  -h  u2  -j—  (4  i,  et  comme  X  esl  une 

*  dx        ' 

fonction  de  a;  et  de  a  sans  u,  el  que  p  en  est  une  de  x  et  de  u  sans  a,  on 
aura  d'abord 


in  =  \ii  + 

dx           dx 

dX          d'X 
dx            dx- 

«S 

*1  =  X  &  + 

du            du 

dX 

d'où  l'on  trouvera 

9  = 

„  dp       dX  (            dp  i 

dx         dx    \              du  j 

tf'X 
~dxT  "  ' 

ensuite 

dq 
dx 

dx2 

dX       d'p 

dx      dx  du 

rf'X  / 

</3X 

dq 
du 

d-j)          d\       d2p 
dx  du        dx       du1 

<I2X 

+2-d*u> 

dq 
da~ 

(IX   dp 
da    dx 

d2\    1 
da  dx  ' 

Kf^W—  »' 

•///  '       ûfcc 

«fifo 

Ainsi  l'on  aura  les  trois  équations 

v  '^/v       d\  I    dp         v       rf'X    2  _ 

^Âr         (/x  \      </«        '  /  dx* 


/  x  rf'/>       rfX       rf»£         rf'X  j  dp  |  '/  \ 

^       Sr*         </.r  "  '/-  tfô         dx*   \P  "  du  I  dx* 
l 

,\d/>  (l\   d*£  il   \ 

'    *  u  d.)  du  da    du  (h     ' 


" 


,/\  dp  >i'\      f  dp         \        </  \ 

da   d>    '  (l> ■  da        du      '  j       dx*da 

I         (x  '/x  u     I x    £X-      '/x  -  ''      id%X\ 

'  dx      J     u  il  i  du        <l  i    du            dx7  j 


III 
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(|iii  devront  être  identiques  entre  elles.  On  traitera  donc  ces  trois  équa- 
tions comme  nous  l'avons  dit  (6);  mais  il  arrivera  bien  souvent  qu'elles 
ne  pourront  pas  avoir  lieu  à  la  fois,  et  alors  la  solution  du  Problème  sera 
impossible. 

11.  Scolie.  ■-  On  a  suppose  dans  le  Problème  précèdent  que  le 
temps  /,  employé  à  parcourir  l'espace  x,  devait  être  exprimé  par  une 
fonction  quelconque  de  la  quantité  L,  qui  est  une  fonction  donnée  de  a 
et  de  x;  d'où  il  s'ensuit  que  le  temps  t  sera  constant  lorsqu'il  y  aura 
entrer  et  a  la  relation  donnée  par  l'équation  L  =  const. 

Ainsi  l'on  pourra  résoudre  le  Problème  suivant  : 

Trouver  la  loi  de  la  force  accélératrice  nécessaire  pour  que  le  corj)s  mette 
toujours  le  même  temps  à  parcourir  un  espace  quelconque  qui  ait  une  rela- 
tion donnée  avec  l'espace  total. 

Problème  II. 

On  demande  l'expression  générale  de  la  force  accélératrice  nécessaire 
pour  le  tautochronisme. 

12.  En  conservant  les  dénominations  du  Problème  I,  la  question  se 
réduit  à  trouver  quelle  fonction  de  u  et  de  x  on  doit  prendre  pour/?,  pour 
que  l'expression  de  t  soit  telle  qu'en  y  faisant  x  =  a  elle  devienne  indé- 
pendante de  a.  Donc,  en  regardant  (comme  on  l'a  fait  dans  le  Problème 
précédent)  t  comme  une  fonction  quelconque  d'une  fonction  donnée  L 
de  x  et  a,  il  est  clair  que  le  Problème  sera  résolu  dans  toute  sa  généralité 
si  l'on  fait  en  sorte  que  L  soit  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  a  telle 
que  a  disparaisse  lorsqu'on  fait  x  =  a.  Ainsi  la  quantité  L  ne  sera  pas 
donnée  tout  à  fait;  mais  il  faudra  seulement  qu'elle  soit  assujettie  à  la 
condition  dont  nous  venons  de  parler.  Or  nous  avons  supposé  (3) 

e?L  =  M  dx  +  N  da ; 
donc,  faisant  x  —  a,  on  aura 

-      rfL  =  iM  +  N)rf«, 
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cl  comme  dans  cette  supposition  on  veut  que  la  quantité  L  devienne 
indépendante  de  a,  il  faudra  que  l'on  ait 

M  +  N=   o; 

donc  on  aura,  en  faisant  x  =  a, 

M  =  —  N     et     \  =  X  =  —  i . 

De  sorte  qu'on  pourra  prendre  pourX  toute  fonction  de  jet  de  «  telle 
qu'elle  devienne  égale  à  —  i  lorsqu'on  y  l'ait  x  =  a. 

Mais  il  faut  remarquer  que  /  doit  être  égal  à  zéro  lorsque  x  =  o  (hypo- 
thèse); donc  si,  en  faisant  t  =  o,  on  !iT-K  (3),  il  faudra  aussi  que  L 
devienne  égal  à  K  lorsque  x  =  o,  de  sorte  qu'en  supposant  seulement  .» 
infiniment  petit  on  aura  nécessairement 

L       K  4-C.r", 

K  étant  une  constante  indépendante  de  o,  C  étant  une  fonction  de  <i  et 
///  un  nombre  quelconque  positif;  donc  on  aura  aussi,  en  différentiant, 


dh  =  tnCx'"  '  dx  -+-  .r'"  - ,'  do, 
•  do 


et  par  conséquent 


».  ,.  m.i  di]  -  X       (/('. 

M       mCa ,     N       '"    ,       et     X  ,    : 

do  mL  do 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  X  doit  être  telle  qu'elle  devienne  égale 
à  .rD  lorsque  a?  es!  infiniment  petit,  D  étanl  une  constante  quelconque. 

Donc  il  faudra  que  X  soit  égal  à  zéro  lorsque  X  =  O,  et  que   —  -  soil   eu 

même  temps  une  quantité  finie  quelconque, 

Voilà  le*  seules  conditions  auxquelles  la  fonction  L  doive  être  assu- 
jettie dans  le  cas  du  tautochronisme;  à  ces  limita  lions  près,  la  fonction  I, 
pourra  donc  cire  regardée  comme  indéterminée,  et  la  solution  (\i\  Pro- 
blème sera  renfermée  dans  celle  du  Problème  précèdent.  Or  nous  avum 
vu  que  ce  dernier  Problème  est  résoluble  dans  deux  cas.  lorsque  l'équa- 

■?■?. 


172  NOUVELLES   REFLEXIONS 

lion  de  condition  (F)  est  identique  et  lorsqu'elle  est  renfermée  clans 
l'équation  différentielle  (E);  il  en  sera  de  même  du  Problème  des  tauto- 
chrones,  de  sorte  qu'on  aura  ces  deux  solutions  : 

13.   Première  Solution.   —   En  supposant  l'équation   de  condition 
identique,  nous  avons  trouvé  pour/»  l'expression  générale  (5  et  7 , 


p  =  iû 
et  comme  ou  a  dans  ce  cas  ( 9) 


lb 


c 


dx 


]• 


X 


£ 

- 1 
y. 


a.  étant  une  fonction  de  a  semblable  à  la  fonction  Ej  de  x,  il  est  clair  qu'en 
faisant  x  =  a  on  aura  \  =  a  et  par  conséquent  X  =  —  i .  Donc  l'expres- 
sion précédente  de  p  sera  toujours  propre  à  produire  le  tautochronisme, 

quelle  que  soit  la  fonction  de  -ç  désignée  par  y  (  -)?  et  quelle  que  soit 

aussi  la  fonction  Ë  de  x,  pourvu  que  celle-ci  soit  telle  qu'on  ait  £  =  o 

df 
et  -P-  égal  à  une  quantité  quelconque  finie  lorsque  x  —  o    12).  Cette 

solution  est  la  même  que  celle  que  j'ai  donnée  dans  mon  .Mémoire  de 
i  7^7  (*),  en  la  déduisant  de  la  supposition  que  l'expression  du  temps  soit 
une  fonction  quelconque  de  dimension  nulle  de  deux  fonctions  sem- 
blables, l'une  de  a  et  l'autre  de  x.  Cette  supposition  pouvait  paraître 
alors  trop  limitée;  mais,  après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  on  voit 
qu'elle  est  aussi  générale  que  la  question  le  permet,  au  moins  tant  que 
l'équation  de  condition  doit  être  identique,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
naturel  et  en  même  temps  le  plus  général. 

14.  Seconde  Solution.  —  Si  l'équation  de  condition  n'est  pas  iden- 
tique il  faut  voir  si  elle  peut  être  renfermée  dans  l'équation  différentielle 
même,  auquel  cas  le  Problème  sera  encore  résoluble,  autrement  il  ne  le 

(*)  Œuvres  de  La  grange,  t.  II,  p.  317. 
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sera  pas.  On  aura  donc,  dans  ce  cas  (6),  les  trois  équations 

9  =  0, 

dx       u  du 

dq        r  dq 
da        u  du 

c'est-à-dire  (10j 

v.  dp        dX   I     dp         \        d2X    , 
X-aW  +  ^\ud7l-I})+-d^U=z0> 

yd'p       dX        d2p         d'X  I     dp  \        d3\ 

dx2         dx       dx  du         dx2    \     du  j         dx% 

(X    d2p         dX  d2p       d'X\ 

—  /M -, —  i 1 ; -r-  H 5 —     =  °« 

'    \  u  au  dx        dx   au?         dx2  j 

,1 X  dp         d/2X    / m  dp       n\    t     d*X^     , 


H->) 


<la   dx        dx  da  \     du       ")        dx2da 

dX     \  (X    d2p         dX  d2p  <I2X 


/v  UA  \     /    ,\        U     p  U  J\     (I     p  (I        \   \ 

\  dx       I  \u   dudx         d.i    du2  dx2  J 

De  sorte  qu'il  faudra  que  la  valeur  de  p  en  x  et  //  soit  telle  qu'elle  satis- 
fasse à  la  fois  à  ces  trois  équations,  en  prenant  pour  X  une  fonction 
quelconque  de  x  et  de  a  telle  que  X  =  —  i  lorsque  x  =  a,  el  que  X  =  o, 

dX 
et  -j-  soit  égal  à  une  quantité  finie  lorsque  x  —  o. 

Or,  il  est  clair  que  la  recherche  de  la  valeur  de/;  par  le  moyen  de  ces 
trois  équations  sera  très-difficile,  et  qu'ainsi  la  solution  précédente  peut 
être  regardée  connue  plus  curieuse  qu'utile;  mais  elle  peut  être  beau- 
coup simplifiée  par  la  considération  suivante. 

15.  Troisième  Sou  mon.  --  La  Solution  précédente  est  fondée  sur  la 
supposition  que  l'équation  de  condition  q  =  o  soit  identique  avec  l'équa- 
tion différentielle  (E);  or,  pour  (piécette  identité  ait  lieu,  il  faut  que 
l'équation  y  =  O  exprime  la  même  relation  entre  les  trois  quantités  //. 
./et  a,  qui  est  exprimée  par  l'équation  différentielle  (E).  Donc,  si  l'on 
imagine  qu'on  tire  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  a  en  //  et  ce,  el 
qu'on  la  substitue  dans  celle-ci,  y  =  o,  il  faudra  que  l'équation  qui  en 
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résultera  soit  identique.  Or  on  a  flOj 

_xdp       dX  I    dp         \       d*X 

dx        dx   \    du       '  )        dx' 

où  p  est  supposé  une  fonction  de  x  et  u  sans  a,  et  X  une  fonction  de  x 
et  a  sans  u\  ainsi  il  ne  s'agira  que  de  substituer  dans  la  quantité  X,  et 

dans  ses  différentielles  -r—  ?  -7— -  à  la  place  de  a  sa  valeur  en  z/  et  x  qm 

est  supposée  donnée  par  l'équation  (EJ;  or,  la  quantité  X  étant  indéter- 
minée, on  pourra  la  regarder  d'abord  comme  une  fonction  de  x  et  // 
sans  a,  et  alors  l'équation  g  =  0  devra  être  identique. 

16.  Il  faudra  seulement  observer  : 

i°  Que  la  quantité  X  devra  être  égale  à  —  1  lorsque  u  =  o,  quel  que 
soit  x-,  car  il  faut  que  X  soit  égal  à  —  1  lorsque  x  —  a-,  mais  on  a  l'hypo- 
thèse) u  =  o  lorsque  x  =  a;  donc  il  faudra  que  X  soit  égal  à  —  1  en  y 
faisant  x  =  a  et  w  =  o;  et  comme  la  quantité  X  regardée  comme  une 
fonction  de  u  et  x  est  supposée  ne  pas  contenir  a,  il  est  clair  que  cette 
quantité  ne  pourra  pas  devenir  égale  à  —  1  en  faisant  u  =  o  et  x  =  a,  à 
moins  qu'elle  ne  le  devienne  aussi  quel  que  soit  x. 

2"  Qu'en  faisant  x  =  o  et  u  tout  ce  qu'on  voudra,  la  quantité  X  devra 

devenir  nulle,  et  la  quantité  -, —  -5—  finie;  car  la  quantité  X  regar- 

1  dx       u   du  ' 

dée  comme  une  fonction  de  x  et  de  a  doit  être  de  la  forme  D^r  lorsque  x 
est  très-petit  (12),  D  étant  une  fonction  de  a;  donc,  mettant  à  la  place 
de  a  sa  valeur  en  u  et  x,  et  faisant  x  nul,  la  quantité  D  deviendra  une 
fonction  de  u:  on  aura  donc,  lorsque  x  est  infiniment  petit, 

\  =  Bx, 

et  différentiant 

dX   ,        dX  ,        _  dB  , 

—r-  dx  H 1—  d  U  —  u  +  x    ,—  du , 

dx  du  du 


et  mettant  à  la  place  de  du  sa  valeur  —  - 


dx 


u 


dX        p  dX  xp  d\) 

dx         u    du  u    du 
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donc,  faisant  maintenant  x  =  o,  on  aura 

_,                       dX         i)   (/\        n 
\  —  o     et     —. f-  -7-  —  1). 

ux        u    au 

17.  Cela  posé,  si  l'on  considère  X  comme  une  fonction  de  x  ei  a  et 
qu'on  suppose 

,1  \  =  P  dx  +  Q  </« ,  (/  P  =  R  dx  ~  S  rfa , 
on  aura 

^  =  P     et     ^*=R 

dx  dx- 


de  sorte  (|iie  la  quantité  <7  deviendra 


Regardons  maintenant  la  quantité  X  comme  une  fonction  de  .r  et  //,  et 

l'on  aura  aussi 


f/X  =  T  dx  -f-  V du, 

dT=Wdx-hYdu, 

d\       Ydx  +  Zdw, 

or  on  a,  par 

l'équation  (E), 

.               p  dx        r  da 
u             u 

donc 

,1  \       (r  -   f~    )  dx       -  N  du  ; 
y             u  )               u 

donc 

t  v  l'y-, 

u 

différentions  tnainlenanl  cette  valeur  de  P,  et  l'on  aura 

dV  =  Wdx  +  Ydu—Yd£       ''    \  d.>    -/.du, 

a  a 

c'est-à-dire 

rfp    (w    N  d±    v  e.)dx*  (i    x  t  -  N/'    ^W 

U    '/x  U  /  V  a    du  u'  u    i 
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;i  cause  de 

dR-=l-(d-E-dx+i-du\-P^ 


ii        u  \dx  du       I  ii 

,               ,                 pdx         nia 
et  mettant  pour  du  sa  valeur  — 5 

n>       (™      v  dp       2  Y  Vp  dp       \p2       Zp\    . 

\  u  clx         u  u1    du  u*  u-   I 

u  \  u  au         u?  u  j 

de  sorte  qu'on  aura 

R  =  W      V  (dp       p  dp   i   pt\    i   Zp2      zYp 

u  \dx        u  du        u3/         u'  u 

Substituant  donc  dans  q  les  valeurs  de  P  et  de  R  que  nous  venons  de 
trouver,  on  aura 

X  I     dp  dp        pr\ 

-û\U'dx~-  UP  du^u2)^  lp:  ~  2l  UP' 
c'est-à-dire 

»  =  xs+T("sî-'')-v"l+w"'+z'"-'ï"''- 

Or,  puisque  X  est  regardé  maintenant  comme  une  fonction  de  x  et  u,  on 
aura 

T  =  — ,     V=— ,     W  =  — ,     Y=   d>*  >     Z^^X, 
dx  du  dx2  dx  du  du2 

donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura  pour  l'équation  de  condition 

dp      dX(    dp         \      dX     dp       <PX    ,      d\    2_  o   rf2X        _ 
rfx    '    rAr  \    du       "  j       du       dx        dx2  du2  '         "  dx  du  ' 

et  cette  équation  suflira  pour  la  solution  du  Problème. 

18.  Donc,  si  l'on  veut  que  p  soit  exprimé  par  £-f-V,  V  étant  une 
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fonction  donnée  de  u,  et  S  une  fonction  inconnue  de  x,  on  substituera 
dans  l'équation  précédente  cette  valeur  de  p,  ce  qui  donnera 

d\       dX  I    rfV  \       r/X     JJ 

«te        dx   \      du  7         r/«       f/.r 

r/2X  f/2X    „       ¥r  d2X     .,      _. 

+  -7-7  II1  H-  -p-  (i  +  Vr-2  £  -4-  V  )  «  =  o. 

dx2  du1  du  dx 

Et  l'on  tâchera  de  déterminer  par  cette  équation  les  quantités  |  et  X,  en 
sorte  que  |  soit  une  fonction  quelconque  de  x  seul,  et  que  X  soit  une 
fonction  de  x  et  de  u  assujettie  aux  conditions  énoncées  dans  le  n°  H). 

19.  Coroll.ure.  —  Si  l'on  suppose  que  la  quantité  X  soit  donnée  dans 
l'équation  flj,  on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  p.  Pour  cela,  je  remarque 
que  celle  équation  peut  se  réduire  à  celle-ci 


dX  d\  v  dX  d\ 

x  p  -  su l,a  +  s  "       X/'  ~  su p" +  Se u 


dx  du 

ce  qui  est  aisé  à  vérifier  par  la  dilferentialion,  de  sorte  qu'il   faudra  que 

la  quantité 

//  du  +  p  dx 


i\-  dX  ,         ,  dX 

soit  une  différentielle  complète  d'une  fonction  de  x  et  de  u. 

En  effet,  pour  que  l'équation    K    (\u  n°  i  soit  possible  en  regardant 
p  et  X  comme  des  l'on»  lions  de  x  et  de  //,  il  est  clair  qu'il  faut  que 

u  (lu  -+-  pdx       .  ......  ...  .,  n  _  .   , 

— *—      soil  une  dillerentielle  complète.  Or  on  a,  en  mettant   Y  a  la 

place  de  '^      17), 

mais  on  a,   par  le  même  numéro. 

p  —  T-    /A        '/X        /(  —  • 

U  il  l  u      (lu 

III.  23 
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donc 


/ 


/  dX\  d\ 

=  P\1L-U-du-)+Ute 


Maintenant,  si  l'on  tire  la  valeur  àep  de  cette  équation,  on  aura 

dX 

/'  —   U!  —r- 

dx 

X  —  u  —f— 
du 

et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  quantité  —£——■,  on  aura 

r 

celle-ci 

,         u2  dX    . 

,  dx j —  dx 

u du  r    dx 


v  dX 

X  —  u  —. — 

du 


,  X  u  du  —  m2  (  —r—  du  -+-  -f-  dx 

dx  \  du  dx 


dX  dX\ 


ou  bien 


x~udx-  r[x-ud«! 

c'est-à-dire,  à  cause  de  dX  =  -j—  du -h  -j—  dx, 

du  dx 


uX2  ,u 

d  —  i 


„  dX  (  dX\  "X 

\  —  u  —= —       /•    X  —  u  —. — 
dx  \  du j 

laquelle  devra  donc  être  une  différentielle  complète. 

Soit 

u 

X=^; 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  u,  elle  sera  exprimée  en  a  et  v,  de 
sorte  (jue,  substituant  cette  valeur  dans  la  quantité  précédente,  on  aura 
une  quantité  de  la  forme 

\dx  -+-  -  dr, 
r    ' 

où  Y  et  Z  seront  des  fonctions  données  de^r  et  v,  et  où  /sera  une  fonction 
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inconnue  des  mêmes  variables,  laquelle  devra  être  telle,  que  la  quantité 
dont  il  s'agit  soit  une  différentielle  complète.  D'où  il  s'ensuit  qu'on  aura 

<p(y)  étant  une  fonction  quelconque  de  y,  et  par  conséquent 


Ayant  /\  on  aura  p  par  la  formule  ci-dessus,  de  sorte  qu'en  remettant 


u  , 


rr  à  la  place  de  y,  on  aura/?  en  x  et  u. 


20.    Scolie.  —  Au  reste,  puisque  l'on  a 


(tJC 

dt  = —     et     (tdu  ■  pdx 

u  r 


on  aura  aussi 


dx 
dt  = h  X  (  U  du  -+-  n  dx  , 

u  r 

X  étant  une  quantité  quelconque;  donc  on  pourra  déterminer  X  en  sorte 
que  la  quantité  <lt  ou 

(  -  +  p  \  ]  dx  -+-  \u  du 

soit  intégrable;  alors  le  temps  /  deviendra  une  fonction  de  os  et  de  //: 
or  /  doit  être  égal  a  zéro  lorsque. .r  o.  et  pour  avoir  le  temps  total  il 
faudra  faire  u  =  o;  donc  si  l'on  veut  que  le  tautochronisme  ail  lieu,  il 
faudra  que  l'intégrale  de 


(:+'* 


d  •         \  u  du 


SOÎt  une  telle  loi  ici  ion  de  X  et  de  //,  qu'elle  >'e\  ;mouisse  lorsque  .r       O  et 

qu'elle  devienne  constante,  c'est-à-dire  indépendante  de  »  lorsque  //      <>. 


(80 
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Or  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  a  «X  =o  lorsque  x==o,  el  -  -t-/?X  =  o 
lorsque  u  =  o.  Maintenant,  pour  que 


+  p  X    </.r  -+-  \  u  du 


soi!  intégrable,  il  faut  que  l'on  ait 

■       v     fJ\u   ,       rdx     , 

u-hPx=J-^r-du-Jd^udu; 

doue  on  aura,  en  général, 

rd\ 

_J   dx 


du 


P  = 


X  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  u  telle  que  l'on  ait  X  —  o 
lorsque  x  =  o,   et    I  -7—  udu  =  o  lorsque  «  =  o. 

Soit,  par  exemple, 

X  =  HV, 

2  étant  une  fonction  de  x  telle  qu'elle  soit  égale  à  zéro  lorsque  #=  o. 
et  V  une  fonction  de  u;  on  aura  donc 


dX       ,.rf£ 

=  y  —z.     e^ 


\'d^udu^Tx  rudu' 


de  sorte  que  V  devra  être  tel  que    i  Xudu  soit  nul  lorsque  u  =  o\  de 
cette  manière  on  aura,  en  général, 


1  dl   I  V«rf« 


(Ar 


;\  11 


Supposons  V  —  //'",  on  aura 


/v. 


<7// 


/H  +  2 


d'où   l'on   voit  que  m  -+-  2  doit,  être   plus  grand   que  zéro,  c'est-à-dire 
m >  —  2.   Faisons  donc  m-t-.2=n,   «  étant  un   nombre  quelconque 
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positif,  on  aura 

/u" 
Su  du  =  — , 
n 

et  l'expression  de  p  sera 

P       ni  dx  U  '     lu"-'  ' 

Si  l'on  fait  n  =  i ,  on  aura 

i  dl    2      i 

Ce  qui  pourrait  servir,  ce  semble,  à  déterminer  les  tautochrones  dans  les 
milieux  résistants  comme  les  carrés  des  vitesses;  mais  il  faut  remarquer 
que  le  coefficient  de  u2  dans  l'expression  dep  que  nous  venons  de  trouver 

i  dl 
ne  peut  jamais  être  constant;  car  supposant  =•  -~ ■  =  K,  on  aurait  é  =  hek-' , 

ce  qui  n'est  pas  nul  loîsque  x  =  o,  contre  l'hypothèse;  donc  la  formule 
précédente  ne  pourra  avoir  lieu  que  lorsqu'on  supposera  la  densité  du 
milieu  variable. 

La  solution  que  nous  venons  de  donner  est  analogue  à  celle  que  nous 
avons  déjà  donnée  à  la  fin  de  notre  Mémoire  de  [767.  M.  d'Alemberl  en 
a  donné  de  son  côté  une  pareille,  qu'il  a  accompagnée  d'un  grand  nombre 
de  remarques  très-intéressantes,  et  qui  lui  sont  propres;  c'est  pourquoi 
nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

Remarques  sur  lu  solution  du  Problème  des  tautochrones,  donnée 
par  M .  Fontaine  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  pour  I  année  1768. 

21.  .M.  Fontaine  réduit  la  solution  de  ce  Problème  ii  dvu\  équations 
qui,  en  faisant  S  o,  pour  avoir  le  cas  du  tautochronisme,  se  réduisent 
ii  celles-ci    p.  J68   : 


d/>  d  y.         d  y.   dp  </2a 

dx       '   dx        dx  du  d.r 


d  y.   d'p  dy 

il  1     il  h  il  1 
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où/?  est  la  force  retardatrice  le  long  de  l'arc  a;,  force  qu'il  suppose  être  la 
somme  de  deux  fonctions,  l'une  dex  et  l'autre  de  u,  en  sorte  que  l'on  ait 

--,— -.-  =  o,  et  u  est  une  fonction  de  dimension  nulle  de,r  et  de  a,  laquelle 

doit  être  égale  à  zéro  lorsque  x  =  o,  et  égale  à  i  lorsque  x  —  a  ( p.  f\6G). 

22.  Je  remarquerai  d'abord  que  la  supposition  que  c  soit  une  fonction 
de  dimension  nulle  de  x  et  a  est  trop  limitée;  aussi  M.  Fontaine  s'en 
écarte-tf]  dans  le  premier  exemple  qu'il  donne  et  où  il  trouve 


e  ""  —  i 


qui  n'est  pas,  comme  on  voit,  une  fonction  de  dimension  nulle  de  a?  et 
de  a.  Cette  méprise  n'influe  à  la  vérité  en  rien  sur  sa  solution,  mais  elle 
peut  servir,  ce  me  semble,  à  inspirer  au  lecteur  quelque  défiance  sur 
l'exactitude  de  ses  calculs. 

23.  Considérons  maintenant  les  deux  équations  de  M.  Fontaine.  11  est 
clair  que  la  première  est  la  même  que  l'équation  que  nous  avons  désignée 
par  (Fj  dans  le  n°  9,  en  y  mettant  a  à  la  place  de  X,  de  sorte  que  cette 
équation  de  M.  Fontaine  n'est  autre  chose  que  l'équation  de  condition 
nécessaire  pour  que  l'équation  différentielle 

u  du  -+-  p  dx        , 

— ; h  aa  =  u 

,  ('x 

soit  possible  ;  et  c'est  ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  par  le  calcul  (  nos  4 
et  suivants). 

Or  nous  avons  vu  dans  le  Problème  II  que  la  condition  du  tautochro- 
msme  n'exige  autre  chose  sinon  que  l'équation  dont  il  s'agit  soit  possible 
en  prenant  pour  X  ou  a  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  a  telle 
qu'elle  soit  nulle  lorsque  ^r=-o,  et  égale  à  —  i  lorsque  x  —  a.  Ainsi  la 
première  équation  de  M.  Fontaine  suffit  pour  la  solution  du  Problème, 
et  il  n'est  nullement  nécessaire,  comme  cet  Auteur  le  prétend  (p.  4^7)» 
d'en  chercher  encore  une  autre. 
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Quant  aux  conditions  auxquelles  notre  théorie  exige  que  la  quantité  X 
soit  soumise,  elles  s'accordent  aussi  avec  celles  que  M.  Fontaine  exige 
dans  la  fonction  y.,  à  cela  près  que  nous  avons  trouvé  que  la  quantité  X 
devait  être  égale  à  —  i  lorsque  x  =  a,  et  que  M.  Fontaine  suppose  que 
la  fonction  or.  soit  égale  à  i  lorsque  tr  =  «;  mais  il  faut  observer  que, 
comme  l'équation  de  M.  Fontaine  dont  nous  venons  de  parler  contient  la 
quantité  v.  ou  ses  différentielles  dans  tous  les  termes,  on  y  peut  supposer 
également  c/.  positif  ou  négatif;  ainsi,  si  l'on  mol  dans  notre  équation  (F) 
—  a  à  la  place  de  X,  on  aura  également  l'équation  de  M.  Fontaine,  ef 
alors  les  conditions  de  a  et  de  X  seront  les  mêmes  chez  lui  et  chez  nous. 


24.  Si  donc  M.  Fontaine  s'en  était  tenu  à  sa  première  équation,  il 
aurait  pu  en  tirer  une  solution  générale  du  Problème  des  tautochrones-, 
mais  il  aurait  dû,  pour  cela,  distinguer  les  deux  cas  on  cette  équation 
est  identique  et  où  elle  ne  l'est  pas,  comme  nous  l'avons  fait  dans  les 
Problèmes  précédents.  Or  nous  avons  vu  que  le  premier  cas  ne  penl  avoir 
lieu  que  lorsque  la  force/)  est  exprimée  ainsi 


,[i 


.  d\ 
ï  dx 


ce  qui  revient  à  notre  Solution  de  i7<>7,  où  nous  étions  parti  de  la  sup- 
position (pie  le  temps  devait  être  une  fonction  de  dimension  nulle  de 
deux  fonctions  pareilles,  l'une  de  x  el  l'autre  de  a   (13). 

Ainsi,  en  supposant  que  l'équation  de  M.  Fontaine  doive  être  iden- 
tique, il  est  clair  que  sa  Solution  ne  saurait  être  pins  générale  que  la 
mienne  de  ï  7^>7  ;  mais  ma  Solution  a  sur  la  sienne  l'avantage  de  pré- 
senter dans  nue  seule  formule  générale  tous  les  cas  dans  lesquels  le  Pro- 
blème «'st  résoluble,  et  c'esl  en  quoi  consiste  principalement  le  mérite 

de  celte  Solution,  si  (die  en  a  quelqu'un. 

.Mais  si  l'on  veut  (pie  l'équation  de  .M.  Fontaine  ne  soil  pas  identique, 
alors  on  aura  encore  deux  autres  équations  analogues  à  celles  «pie  nous 
avons  données  dans  \r  n°  1  i,  de  sorte  que  dans  ce  CftB  on  ;iura  necessai- 
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rement  trois  équations  qui  seront  les  mêmes  que  celles  du  numéro  cité, 
en  y  mettant  simplement  a  à  la  place  de  X. 

En  général,  soit  la  première  équation  de  M.  Fontaine  représentée  par 

9  =  0, 

on  aura  nécessairement,  dans  le  cas  où  cette  équation  n'est  pas  identique, 
les  deux  équations 

il _ t il  —  o    il  _  ': il ~ 0 

dx        11  du  '      da        u  du 


ou 


1 


da 

et  ces  deux  équations  devront  être  identiques  avec  l'équation  «7  =  0: 
autrement,  le  cas  dont  il  s'agit  ne  pourra  pas  avoir  lieu. 

25.  Voyons  maintenant  ce  que  donne  la  seconde  équation  de  M.  Fon- 
taine. Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  se  réduit  à  celle-ci 

dq 
du 

d2p 
à  cause  que  M.  Fontaine  suppose    ,    •;    =0  et  que  «  ne  doit  point  con- 
tenir u;  de  sorte  qu'on  aura,  suivant  M.  Fontaine, 

dq 

q  =  o     el     -p-  =  o. 
^  du 

Or  je  dis  (pue  cela  ne  saurait  avoir  lieu  que  lorsque  l'équation  y  =  o  esl 
identique;  car  si  cette  équation  n'est  pas  identique,  il  faudra  que  l'on  ait 
en  même  temps,  comme  nous  venons  de  le  dire  ci-dessus, 

il  _  R.  il  -  0     et     %.  —  -  d(i  =  .,  : 
dx        u   du  da        u  du 

donc  si  l'on  fait  — -  =  o,  il  faudra  faire  aussi  ~  =  o  et   -r-  =  o,  ce  qui 

au  dx  da  ' 

exige  que  l'équation  q  —  o  soit  identique,  c'est-à-dire  qu'elle  n'exprime 
aucune  relation  entre  les  trois  variables  x,  //  et  a. 
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De  là,  et  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  il  s'ensuit  que  les  deux 
équations  que  M.  Fontaine  donne  pour  la  solution  générale  du  Problème 
des  tauloehrones  ne  sauraient  jamais  fournir  une  solution  plus  générale 
que  celle  qui  est  renfermée  dans  ma  formule  de  1767,  que  M.  Fontaine 
accuse  d'être  trop  particulière.  Aussi  l'application  que  M.  Fontaine  pré- 
tend faire  de  ses  équations  au  cas  où  la  force  p  serait  exprimée  par 

a  -+-  gu  -+-  lui1  -4-  ku3, 

g,  h  et  k  étant  des  constantes  et  n  une  fonction  de  x,  est  illusoire  et 
fautive,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre,  avec  un  peu  de  réflexion, 
d'après  les  remarques  que  nous  venons  de  faire  sur  ce  sujet. 

26.  .le  dois  remarquer  encore,  quoique  ceci  n'ait  aucun  rapport  au 
Problème  des  tauloehrones,  que  M.  Fontaine  ne  s'exprime  pas  exacte- 
ment quand  il  dit  qu'il  a  appris  aux  Géomètres  les  conditions  qui  rendent 
possibles  les  équations  différentielles  du  premier  degré  à  trois  variables. 
Il  me  semble  que  les  Géomètres  les  connaissaient  longtemps  avant  que 
M.  Fontaine  fut  en  état  de  les  leur  enseigner.  Car  on  trouve  dans  un  Mé- 
moire de  M.  Nicolas  Bernoulli  sur  les  Trajectoires,  imprimé  en  partie 
dans  les  Actes  de  Leipsic  de  l'année  1720,  en  partie  dans  le  tome  VII 
des  Suppléments,  qui  a  paru  en  1721,  et  réimprimé  ensuite  dans  le 
second  volume  des  Œuvres  de  M.  Jean  Bernoulli,  on  trouve,  dis-je,  dans 
ce  Mémoire,  le  Théorème  suivant  : 

Si  ion  a  l'équation  <lx  =  pdy  -+-  qda,  p  et  q  étant  des  fonctions  de  x, 
y  et  a,  et  qu'on  suppose,  en  général,  dp -=Tdx -hSdy -hRda,  on  aura 
nécessairement,  en  regardant  a  comme  constante,  l'équation 

dq  —  Wdy  -+-  Tq  dy, 

laquelle  servira  à  déterminer  q.  {Voyez  les  pages  3iî  et  3l2  des  Supplé- 
ments nies  a  la  page  443  du  tome  II  des  Œuvres  de  M.  Jean  Bernoulli. ) 
Or  si  l'on  suppose  qu'en  regardant  a  comme  constante  on  ait,  en  gé- 
néral, 

dq      Pda    1  Qdy, 
III.  24 
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el  qu'on  mette  au  lieu  de  doc  sa  valeur  pdy,  on  aura 

dq  =    \>p  -h  Q  )  dy, 

ce  qui,  étant  substitue  dans  l'équation  de  M.  Bernouïli,  donnera  celle-ci 

qui  est  l'équation  de  condition  de  M.  Fontaine. 

On  voit  par  là  que  ce  Théorème  n'était  pas  nouveau  le  19  novembre 
1738,  lorsque  M.  Fontaine  le  publia  à  Paris,  comme  il  le  dit  à  la  page  28 
du  Recueil  de  ses  OEuvres.  On  doit  dire  la  même  chose  du  Théorème  de 
M.  Fontaine  qui  concerne  les  fonctions  où  les  variables  remplissent 
partout  le  même  nombre  de  dimensions;  car  on  voit  que  .M.  Euler  avait 
déjà  fait  usage  de  ce  Théorème  dans  le  second  volume  de  sa  Mécanique 
imprimée  en  1736,  pages  49.  252  et  224.  Je  ne  nie  pas,  au  reste,  que 
M.  Fontaine  n'ait  trouvé  ces  Théorèmes  de  lui-même  :  du  moins  je  suis 
persuadé  qu'il  était  aussi  en  état  que  personne  de  les  trouver;  mais  on 
ne  saurait  disconvenir,  ce  me  semble,  qu'il  n'ait  été  prévenu  là-dessus 
par  MM.  Bernouïli  et  Euler. 
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DÉMONSTRATION 


D  UN 


THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE. 


(Noi/veai/.T  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences 
et  Belles- Lettres  de  Berlin,  année  1770.) 


C'est  un  Théorème  connu  depuis  longtemps  <juo  tout  nombre  entier 
non  carré  peut  toujours  se  décomposer  en  deux,  ou  trois,  ou  quatre  carrés 
entiers;  mais  personne,  que  je  sache,  n'en  a  encore  donné  la  démons- 
tration. M.  Bachet  de  Méziriac  est  le  premier' qui  ait  fait  mention  de  ce 
Théorème;  il  parait  qu'il  y  a  été  conduit  par  la  question  3ie  du  IVe  Livre 
de  Diophante,  où  le  Théorème  dont  nous  parlons  est  en  quelque  sorte 
tacitement  supposé;  mais  M.  Bachet  s'est  contenté  de  s'assurer  de  la 
vérité  de  ce  Théorème  par  induction,  en  examinant  successivement  Ions 
les  nomhres  entiers  depuis  1  jusqu'à  32r);  et  quant  à  la  démonstration 
générale,  il  avoue  qu'il  n'avait  pas  encore  pu  y  parvenir.  «  Mihi  sane 
Mit-il  dans  son  Commentaire  à  la  question  citée)  perfecta  id demonstra- 
tione  asset/ui  nondum  licuit,  quam  qui  proferel  maximas  ei  habebo  gra- 
ttas, prœsertim  cum  non  solum  in  hue  quœstione  sed  et  in  nonnuUis  libti 
quinti  hoc supponerevideatur Diophantus.  >  Je  ne  connais,  jusqu'à  présent. 
que  deux  Auteurs  qui  se  soient  appliqués  à  cette  recherche,  savoir 

M.   Fermai   et  M.   Knler.    Dans  les  Notes  (pie  le  premier  ;i  ajoutées  an 

Commentaire  de  Bachet  sur  Diophante,  il  annonce  on  grand  Ouvrage 

qu'il  avait  dessein  de  composer  sur  la  théorie  des  nomhres,  cl  il  promet 
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d'y  démontrer  cette  proposition  générale  :  que  tout  nombre  est,  ou 
triangulaire,  ou  composé  de  deux  ou  de  trois  nombres  triangulaires; 
qu'il  est,  ou  carré,  ou  composé  de  deux,  ou  de  trois,  ou  de  quatre  carrés, 
et  ainsi  de  suite;  mais  cet  Ouvrage  n'a  jamais  paru,  et  dans  tout  ce  qui 
nous  reste  des  écrits  de  ce  grand  Géomètre,  on  ne  trouve  absolument 
rien  qui  puisse  fournir  la  moindre  lumière  pour  la  démonstration  dont 
il  s'agit.  A  l'égard  de  M.  Euler,  si  son  travail  sur  ce  sujet  n'a  pas  eu  tout 
le  succès  qu'on  pourrait  désirer,  on  lui  a  du  moins  l'obligation  d'avoir 
ouvert  la  route  qu'il  faut  suivre  dans  ces  sortes  de  recherebes.  On  peut 
voir  dans  le  tome  V  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg  le  résultat 
des  tentatives  ingénieuses  que  ce  grand  Géomètre  a  faites  pour  parvenir 
à  démontrer  le  Tbéorème  de  M.  Bachet. 

M.  Euler  fait  voir  que  le  produit  de  deux,  ou  de  plusieurs  nombres, 
dont  chacun  serait  composé  de  quatre  carrés  entiers,  sera  aussi  toujours 
composé  de  quatre,  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés  entiers;  d'où  il 
suit  d'abord  que  si  le  Tbéorème  proposé  peut  être  démontré.pour  tous  les 
nombres  premiers,  il  le  sera  aussi  pour  tous  les  autres  nombres.  M.  Euler 
démontre,  de  plus,  qu'un  nombre  premier  quelconque  étant  proposé,  on 
peut  toujours  trouver  deux  ou  trois  nombres  carrés  dont  la  somme  soit 
divisible  par  ce  nombre  sans  que  chacun  des  carrés  en  particulier  le  soit, 
et  que  ces  nombres  carrés  peuvent  toujours  être  supposés  tels  que  le 
quotient  de  la  division  de  leur  somme  par  le  nombre  premier  donné  soit 
moindre  que  ce  même  nombre.  De  là  M.  Euler  conclut,  avec  raison,  que 
le  Théorème  en  question  serait  démontré  pour  tous  les  nombres  premiers 
si  l'on  pouvait  seulement  démontrer  cette  autre  proposition,  savoir,  que 
lorsque  le  produit  de  deux  nombres  est  la  somme  de  quatre  ou  d'un 
moindre  nombre  de  carrés,  et  que  l'un  des  nombres  produisants  est  pa- 
reillement la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés, 
l'autre  produisant  le  sera  de  même.  «  Si  summa  quatuor  quadratorum 
(dit-il,  page  55  du  volume  cité]  a2  -+-  b-  ■+-  e-  ■+-  d-  fuerit  divisibilis  per 
summam  quatuor  quadratorum p1  -+-  q-  -+-  r-  -h  s'2,  tum  quolum  non  soliun 
m  fractis  sed  etiam  in  integris  esse  summam  quatuor  quadratorum.  est 
Theorema   elega/itissimum  Fermatii,  cujus  demonstratio  eum   ipso  nohis 
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est  erepta  ;  fateor  me  adhuc  liane  demonstrationem  invenire  non  po- 
tuisse,  etc.  » 

C'est  donc  cette  dernière  proposition  seule  qu'il  s'agit  de  démontrer. 
Or  pour  cela  nous  n'aurons  pas  besoin  de  supposer  que  le  diviseur  soit 
aussi  représente  par  la  somme  de  quatre  carrés,  et  nous  démontrerons, 
en  général,  que  tout  nombre  premier  qui  est  diviseur  d'un  nombre  quel- 
conque composé  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés,  sans  l'être 
de  chacun  des  carrés  en  particulier,  est  nécessairement  aussi  composé  de 
quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés;  après  quoi  il  n'y  aura  plus 
rien  à  désirer  pour  la  démonstration  complète  du  Théorème  général  de 
Bacbet,  que  nous  nous  sommes  proposé  de  donner  dans  ce  Mémoire. 

Lemme. 

Les  nombres  qui  son/  la  somme  de  deux  carres  premiers  entre  eux 
n'admettent  d'autres  diviseurs  que  ceux  qui  sont  pareillement  la  somme 
de  deux  carrés. 

Cette  proposition,  qui  est  de  M.  Fermât,  a  été  démontrée  par  M.  Kuler 
dans  un  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  IV  des  Nouveaux  Commentaires 
de  Pétersbourg. 

Corollaire  I.  —  Si  deux  nombres  égaux  chacun  à  la  somme  de  deux 
carrés,  tels  (pic  jr  -  q2  et  r2  -+-  s'2,  sont  divisibles  par  un  même  nombre  p, 
cl  (pie  les  quatre  carrés  /r,  q2,  r2.  s2  n'aient  aucun  diviseur  commun,  je 

dis  que  les  deux  quotients  '         '    r/  seront  aussi  chacun  égaux  a 

la  somme  de  deux  carrés. 

Car  soit  m  la  plus  grande  commune  mesure  de  p  et  q.  et  //  la  plus 
grande  commune  mesure  de  ret  s,  de  sorte  qu'en  faisant 

p~   mp',     q  =  mq',     /•      nr' ,     s      us' 

les  nombres//  et  q'  soient  premiers  entre  eux,  comme  aussi  les  nombres 
r'  et  s'  entre  eux;    on   aura   donc    les   deux    nombres   n>2  p"2   l    q'2     el 

n2  ( r"2 -+- s'2  )  qui  seront  divisibles  à  la  fois  par  p.  Or  je  remarque  d'abord 
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que  m  et  //  seront  premiers  entre  eux;  autrement  les  quatre  nombres 
p,  q,  ret  s  auraient  une  commune  mesure,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Maintenant  soit  [j.  la  plus  grande  commune  mesure  entre  m2  et  p,  en 

sorte  que  l'on  ait  p  =  jj.p',  et  que  p'  soit  premier  à  — ;  donc  m2  sera  divi- 

sible  par  11,  et  il  faudra  que//2  -h  q'2  le  soit  par  p',  de  sorte  qu'on  aura 

P2  ~+~  Q2  _  "':  p'"~+-  Ç'' 

or/?'  et  q'  étant  premiers  entre  eux,  il  suit  du  Lemme  précédent  que  tant 
le  diviseur  p'  que  le  quotient  seront  la  somme  de  deux  carrés;  ainsi  l'on 
aura 

£±£  =  «■  +  15». 


Soit  de  plus  v2  le  plus  grand  l'acteur  carré  du  nombre  a,  en  sorte 
que  p.  =  v2\j' ,  \j'  étant  un  nombre  qui  ne  soit  divisible  par  aucun  carré, 
et  il  est  clair  que  m2  ne  pourra  être  divisible  par  p.  à  moins  que  m  ne  le 
soit  par  v/j.';  soit  donc  m  =  Kvp/,  et  l'on  aura 

ni*       .  -     , 

F- 

Or  ri1  (r'2  -h  s'2)  doit  être  aussi  divisible  par  p  =  jxp';  donc  \x  divisera 
ri1  (V2  +  s'2);  mais  jx  divise  déjà  m2;  donc,  puisque  m2  et  n2  sont  pre- 
miers entre  eux,  il  s'ensuit  que  jasera  aussi  premier  à  n2  ;  par  conséquent 
il  faudra  que  \x  divise  r'2  -+-  s'2;  et  comme  p.  =  v2p.',  p.'  sera  aussi  un  divi- 
seur de  r'2  -h  s"1;  donc,  puisque  r'  et  s'  sont  premiers  entre  eux,  le  divi- 
seur ul  sera  égal  a  la  somme  de  deux  carrés  par  le  Lemme.  Faisant  donc 

k2ty2-f-  ô2); 

_  î)  =  Ks(ya-f-âp)1H-K2(y(3  —  èa  \ 

P 

c'est-à-dire  égal  à  la  somme  de  deux  carrés.  On  démontrera  de  la  même 

r2  -I-  s2 
manière  que  le  quotient sera  aussi  égal  à  la  somme  de  deux  carrés. 


jx'=  72  -t-  d2,  on  aura 

m 

et  de  là 

." 

A'2  +  r --K2(v2+  <32ï 

(r*2- 
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Corollaire  II.  —  Si  la  somme  de  deux  carrés  est  divisible  par  une 
autre  somme  de  deux  carrés,  le  quotient  sera  toujours  égal  à  la  somme  de 
deux  carrés. 

Car  soit  «'-  -f-  b-  divisible  par  c2  +  d'~,  et  si  les  nombres  a,  b,  c,  d  ont 
une  commune  mesure,  dénotons-la  par  /,  en  sorte  que  l'on  ait 

a  =  lp,     b  =  lq,     c  =  //•,     d  =  Is, 

et  que/?,  (7,  r,  *  n'aient  aucun  commun  diviseur;  doue  on  aura 

a2  +  b2    _  p2  ■+■  q: 

c1  -+-  d2  ~~  r2-\-s2  ' 

de  sorte  que  p-  -+-  q-  sera  divisible  par  r2-W2;  or,  taisant  r2-\-s'i  =  p, 

on  aura  par  le  Corollaire  précédent  ' égal  à  la  somme  de  deux 

carrés;  donc,  etc. 

Théorème  I. 

Si  la  somme  de  quatre  carrés  est  divisible  par  un  nombre  premier  plus 
grand  que  la  racine  carrée  de  la  même  somme,  ce  nombre  sera  nécessai- 
rement égal  à  la  somme  de  quatre  carres. 

Car  soit/?2  -+-  q~  -+-  r2  -h  s'-  divisible  par  A,  A  étant  un  nombre  premier, 
en  sorte  que  l'on  ait 

\<7       p2-+-  q3  ■+■  r2  -+-  s2, 

ef  comme  on  suppose  que  le  diviseur  A  est  plus  grand  que 

v//'  -w/    H    ;-  -+-  s1, 

il  est  clair  que  le  quotient  a  sera  plus  petit  que  la  même  racine,  de  sorte 
qu'oïl  aura  a  ■     A. 

Cela  posé,  si  les  nombres  p,  q,  r  et  *  onl  un  diviseur  commun  d,  il  est 

clair  que   la  somme  de  leurs  carres  sera  divisible  par  d2,   et  qu'ainsi   il 

faudra  que  Aa  le  mhI  aussi;  or  d2  étant    plus  petit  que  A/7,  d  sera  plus 

petit  que  \  A  a      A,  a  cause  de  A       a  ;  donc,  puisque  A  PSl  premier    b\  po- 

III. 
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thèse),  il  est  clair  que  A  et  d  seront  premiers  entre  eux;  d'où  il  s'ensuit 
que  A  a  ne  pourra  être  divisible  par  d'2  à  moins  que  a  ne  le  soit;  ainsi. 
divisant  tant  le  nombre  a  que  chacun  des  carrés/?-,  </-,...  par  d-,  on 
aura  une  équation  de  la  même  l'orme  que  la  précédente,  où  le  coeffi- 
cient a  sera  toujours  plus  petit  que  A  et  où  les  quatre  carrés/?2,  q2,  r2,  s2 
n'auronl  plus  de  commun  diviseur. 
Considérons  donc  l'équation 

Art  =p2  +  q>  +  r3  -t-  sJ 

comme  déjà  réduite  à  cet  état,  et  si  le  nombre  p1  -+-  q1  n'est  pas  premier 
à  a,  soit  p  leur  plus  grande  commune  mesure,  en  sorte  que  l'on  ;iit 

a  =  bç>     et,    p f -f-  q1  =  tp, 

b  et  t  étant  premiers  entre  eux;  on  aura  donc 

A/>p  =  tp  -+-  r-  -+-  s1, 

d'où  l'on  voit  que  r'2 -h  s*  doit  être  aussi  divisible  par  p,  de  sorte  que, 
nommant  le  quotient  u,  l'équation  deviendra 

A  b  =  t  -t-  u  ; 

or,  puisque  p  divise  tant  p2  -+-  q'2  que  r2  -f-  s'2,  et  que  p,  q,  r  et  s  n'ont 
aucun  diviseur  commun,  il  s'ensuit  du  Corollaire  I  du  Leinme  précèdent 

n2     |      /y2  »>î      I      c2 

(lue  les  quotients  —   — —  =  t  et  -  =  u  seront    l'un  et   l'antre  la 

1  '  P  P 

somme  de  deux  carrés;  ainsi  l'on  aura 

t  =  ni-  -f-  «2     et     u  =  h'  -+  /-'  ; 

donc,  multipliant  toute  l'équation  par  /,  on  aura 

\bt  =  /2+  tu, 

ou  bien,  en  faisant  œ  —  mh  -+•  ni  et  y  =  ml —  nh,  en  sorte  que  tu  =x'2  -t-  v'. 
on  aura  cette  équation-ci 


D'UN   THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE.  195 

Maintenant,  comme  l>  et  /  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  toujours 
trouver  deux  multiples  de  b  et  t  tels  que  leur  somme  ou  leur  différence 
soit  égale  à  un  nombre  quelconque  donné,  et  de  plus  on  peut  supposer 

que  l'un  de  ees  multiples  soit   moindre  que  —  [voyez  le  Lemme  I  (\u 

Mémoire  sur  les  Problèmes  indétermines,  qui  est  imprimé  dans  le 
tome  XXIV  des  Mémoires  de  /'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  pour  l'année  1768    *,    :  ainsi  l'on  peut  faire 

x=^oct-hy/>     el     y=$t  +  8b, 

y,  fi,  y  et  0  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  l'on  peut 
supposer  en  même  temps  que  y  et  fi,  pris  positivement,  soient  l'un  et 

l'autre  [dus  petits  que  -•  Qu'on  fasse  donc  cette  substitution  dans  l'équa- 
tion précédente,  (die  deviendra 

A.bt  =  t*(i  -+■  y.'  +  (32 )  -f-  9.x/  th  +  7.fiotl>  4-  -fh1  -4-  frb\ 

où  l'on  voit  que  tous  les  termes  sont  multipliés  par  b,  à  l'exception  de 
ceux-ci 

ainsi,  pour  que  cette  équation  puisse  subsister  en  nombres  entiers 
comme  il  le  faut,  il  est  nécessaire  que  /2(i  +  z2  +  fr)  soit  aussi  divisible 
par  b;  mais  b  et  /  sont  premiers  entre  eux,  donc  il  faudra  que  b  divise 
1       a2-t-  [j'~,  de  sorte  qu'en  nommant  le  quotient  a  on  aura 

a'b        1  -4-  a2  -4-  (3J  ; 

et  comme  y  el  f  sont  chacun  plus  petits  que     •    H    y.'1-'    f>'2  sera  plus 

b  ,  .  h       x 

petit  que  — h  1  ;   par  conséquent  a  sera  plus  petit  que  — h  y  ■ 

Or,  mettant  dans  l'équation  ci-de88US  a'b  à  la  place  de  1  -i  y~  ■  jSa,  el 
divisant  ensuite  par  b,  ou  aura 

W       a't'-ï-  -ixyt  -4-  ?.(3o/  -+-    -/'-l-o-    b, 
■     OEuvres  1I1   Lagrange,  1.  Il    p.  65g 

25. 
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où  je  remarque  encore  que  tous  les  termes  étant  multipliés  par/,  excepté 

ceux-ci 

{y'  +  d2)b, 

il  faudra  que  le  nombre  (y-  -h  ô2j  b  soit  divisible  par  /,  et  comme  b  et  t 
sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  -f  h-  52  soit  divisible  par  /. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  que  nous  venons  de  trouver  para',  elle 
pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

\a't  =  (a't  -+-  xy  -+-  (3â)'-  -t-  [y2-+-  è2  ,a'l>  -     xy  +  |3â  -', 

ou  bien  sous  celle-ci 

Art'/  =  [a't  4-  xy  -+-  (3ô)2-f-  y2{a'b  —  x1  )  -+-  d'ia'b  —  £2    —  ia.{hy&; 

mais  on  a 

a'b  =  i  -t-  a2-f-  [3-, 

donc  l'équation  précédente  deviendra 

\a't  =  [a't  -h  xy  +  (3  o  i2  -h  y2\\  +  (32j  +  â2{\  -+-  x2 1  —  ->.x$  y  o, 

c'est-a-dire 

ka't  =  (a't  -f-  xy  +  (3ôj2-f-  (  [3 y  —  xdf2-h  y2  -f-  à2. 

Or  nous  avons  dit  ci-dessus  que  y2  -f-  iï2  doit  être  divisible  par  /,  donc 
il  faudra  aussi  que  le  nombre 

a't  -+-  xy  +  f3ô  ?  -t-  !  (3  y  —  aô  )a 
le  soit;  mais  on  a 

t  =  m2  -f-  ri2, 

donc,  par  le  Corollaire  II  du  Lemme,  chacun  des  deux  quotients  sera  né- 
cessairement la  somme  de  deux  carrés;  de  sorte  qu'on  aura 

-/'-'  +  o2=  t\p'2-\-  </'-)     et     [a't  -t-  xy  +  j3ô)'J-t-  i  (3  y  —  «o  ,2  —  l\r'2^-  s"2.. 

Donc  on  aura,  après  avoir  divisé  toute  l'équation  par  /, 

A  a'  —  p'2  +  q'2+  r'2-±s'2. 
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II  s'ensuit  de  là  que  si  ka  est  la  somme  de  quatre  carrés,  \a  sera  aussi 

la  somme  de  quatre  carrés,  a'  étant  plus  petit  que  -  +  t  et  a  =  bp;  ainsi 

si  a  est  plus  grand  que  i ,  a'  sera  nécessairement  plus  petit  que  a:  et,  si  a' 
est  encore  plus  grand  que  i,  on  prouvera  de  la  même  manière  que  ka" 
sera  aussi  la  somme  de  quatre  carrés,  a"  étant  plus  petit  que  a';  cl  ainsi 

de  suite;  donc  comme  les  nombres  a,  a',  a" sont  des  nombres  entiers, 

dont  aucun  ne  peut  être  égal  à  zéro  (à  cause  que  ces  nombres  sont  des 
diviseurs  des  nombres  i-t-ir-h/S2,  i  -h  a"2-i-/3'-,...  qui,  comme  on  voit, 
ne  peuvent  jamais  devenir  nuls),  et  que  ces  nombres  vont  en  diminuant, 
il  est  clair  qu'on  parviendra  nécessairement  à  un  de  ces  nombres  qui 
sera  égal  à  l'unité,  et  alors  on  aura  A  égal  à  la  somme  de  quatre  carrés 
entiers. 

Corollaire.  —  Si  un  nombre  premier  quelconque  est  un  diviseur  de  lu 
somme  de  quatre  carrés  qui  n'aient  point  de  commun  diviseur,  ce  nombre 
sera  aussi  la  somme  de  quatre  carrés. 

Car  nommant,  comme  ci-dessus,  A  le  nombre  premier  donné  el 
p-  ■+-  q1  -f-  /■'-'-+-  s'1  le  nombre  composé  de  quatre  carrés  qui  csl  divisible 
par  A,  il  est  clair  que,  si  chacune  des  racines  //,  q,  r,  s  étail  moindre 

que  —5  on  aurai! 

2 

p1  +  q'  ■+-  r2  -f-  s2     ;  4  (  —  )  <  A2  ; 

de  sorte  que  A  sérail  plus  grand  que  \/r  -(-  q-  -f  /-  -h  s-  comme  on  l'a 
suppose  dans  le  Théorème  précèdent  ;  donc,  etc. 

Or  je  dis  que  quels  que  soienl  les  nombres  />,  q,.  .,  on  peul  toujours  \r> 
réduire  à  être  moindres  que  ;  car  soit,  par  exemple.  />  — )  il  esi  vi- 
sible que  si  p1  q-  r2 h- s2  est  divisible  par  Ai  p  —  mAj'+^+r'+j' 
le  sera  aussi,  de  même  que  mA—p)2-\-qi-\-r2-4-s2,  quel  que  soii  le 
nombre///;  or  on  peut  toujours  prendre  m  Ici  que  />       ///A  OU  m  \       /> 

soii  moindre  que      ;  donc  il  n'y  aura  qu'à  mettre  au  lieu  «le//  le  nombre 


198  DEMONSTRATION 

p  —  mA  ou  ///A      p:  et  l'on  fera  la  même  chose  par  rapport  aux  autres 

nombres  s'ils  se  trouvent  plus  grands  que  —  • 
Si  p  était  divisible  par  A  on  aurai! 

p  —  m  A  -    o  ; 

de  sorte  que  dans  ce  cas  il  faudrait  mettre  o  à  la  place  de  p\  il  en  serait 
de  même  à  l'égard  de  q  s'il  était  aussi  divisible  par  A,  et  ainsi  des  autres; 
mais  comme  on  suppose  que  p,  q,  r  et  s  n'ont  aucun  diviseur  commun, 
ils  ne  peuvent  pas  être  tous  divisibles  à  la  fois  par  A,  et  même  il  ne 
pourra  pas  y  en  avoir  plus  de  deux  qui  le  soient;  autrement  il  faudrait 
que  tous  quatre  le  fussent;  de  sorte  qu'il  n'y  a  pas  à  craindre  que,  par 
ces  réductions,  le  dividende  p-  -h  q- -h  r- -h  s'2  devienne  nul. 

Remarque.  —  Au  reste  il  est  clair  que  la  démonstration  du  Théorème 
précédent  n'en  subsistera  pas  moins  si  l'on  suppose  qu'un  ou  deux  des 
quatre  carrés  qui  composent  le  dividende  soient  nuls;  d'ailleurs  il  peut 
aussi  arriver  qu'un  ou  deux  des  quatre  carrés  qu'on  trouvera  pour  le  di- 
viseur A  soient  nuls;  donc,  en  général,  tout  nombre  premier  qui  divisera 
la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés  entiers,  pourvu 
qu'ils  n'aient  entre  eux  aucun  diviseur  commun,  sera  nécessairement  égal 
à  la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  carrés  entiers. 

Théorème  II. 

Si  A  est  un  nombre  premier  et  que  Ji  et  C  soient  des  nombres  quelconques 
positifs  ou  négatifs  non  divisibles  par  A ,  je  dis  qu  on  pourra  toujours  trouver 
deux  nombres  p  et  q  tels  que  le  nombre  p2  —  Yiq2  —  C  soit  divisible  par  A  . 

Car  :  i°  Si  l'on  peut  trouver  un  nombre  q  tel  que  Bq2  -+-  C  soit  divisible 
par  A,  il  n'y  aura  alors  qu'à  prendre/;  divisible  par  A,  ou  bien  p  =  o; 

2"  S'il  n'y  a  aucun  nombre  qui  étant  pris  pour  q  puisse  rendre  Bq2^-C 
divisible  par  A,  faisons,  pour  abréger,  B</J-^C  =  />,  et  supposant 

A-  l 

P  =  p*  ~3  -h  bpK  -5  +  b2p*  -'  +  ...  -+-  b   '    , 
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on  aura 

^  (  ~       \ 


A  — i 

multiplions  cette  équation  par  b  '    -\-  \  que  nous  supposerons  égal  à  Q, 

el  l'on  aura 

/>2-B<y2-  CjPQ  =  Q  !/>*-'—  i  :-  [bK——  i  . 

Or,  par  le  Théorème  connu  de  Fermai,  que  M.  Euler  a  démontré  dans  les 
Commentaires  de  Pétersbourg,  on  sait  que  si  A  est  un  nombre  premier 
quelconque  et  a  un  autre  nombre  quelconque  non  divisible  par  A, 
ak~' —  i  sera  toujours  divisible  par  A.  Donc,  si  l'on  suppose  que/?  ne 
soit  pas  divisible  par  A,  on  aura  les  deux  nombres  <pK~  i  et  //"'  —  i 
divisibles  à  la  fois  par  A,  à  cause  que  b  n'est  jamais  divisible  par  A,  quel 
que  soit  q  hypothèse)^  Donc  le  nombre  p-  — -  \\q-  —  C  |  PQ  sera  divisible 
par  A,  de  sorte  que,  si  ni  P  ni  Q  n'étaient  divisibles  par  A,  il  faudrait 
que  p1  —  B</2  —  C  le  lût,  à  cause  que  A  est  un  nombre  premier  par  l'hy- 
pothèse. Ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  prouver  que  l'on  peut  toujours 
prendre  p  el  <y  tels  que  ni  P  ni  Q  ne  soient  pas  divisibles  par  A,  p  ne 
l'étant  pas  non  plus. 

Pour  cela  je  remarque  d'abord  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  q,  on 
peut  toujours  trouver  une  valeur  de  p  plus  petite  que  A  el  par  consé- 
quent non  divisible  par  A,  telle  que  P  ne  soit  pas  divisible  par  A.  Car 
si  l'on  substitue  successivement  dans  l'expression  de  P  les  nombres   i. 

2,  3 jusqu'à  A  — a  inclusivement  à  la  place  de />,  et  qu'on  nomme  P  . 

P",  P  P  A    '  les  valeurs  résultantes  de  P,  on  aura,  par  la  théorie 

connue  des  différences, 

l»'-    \      ;  l"'  h    V  -    liip*     ...     r  *   »)      1.2.3.4.  ..(A  — 3). 

7. 

Or,  si  tous  les  nombres  P',  P",  P" jusqu'à  P  *    'étaient  divisibles  par  A, 

il  faudrait  que  le  nombre  [.2. 3...  \  -3  le  lui  aussi:  ce  qui  ne  pou- 
vant être  à  cause  que  A  esl  premier,  il  s'ensuit  que  parmi  les  nombres  P', 
p  p  a->;  jj  g»en  |,.u,m,,.;,  nécessairement  quelqu'un  qui  ne  sera  pas 

divisible  par  A  ;  donc,  etc. 
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.Ainsi  il  ne  reste  plus  qu'à  prouver  que  l'on  peut  toujours  prendre  q  tel 

A— i 

que  Q  ou  (Bq-  -h  G)       -+-  r  ne  soit  pas  divisible  par  A. 

a. i 

Soit,  pour  plus  de  simplicité,  -  =  m,  et  l'on  aura 

Q       &"qK-'  -h  m  B"<   ' qx~3C  -h  m  '  m  ~  '   B"-'gA-5Ca  + .  .  .  -f-  mBq'Q"^  -+-  C  +  i . 

Or  si  C" -f-  r  n'est  pas  divisible  par  A,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à 
prendre  q  divisible  par  A,  ou  bien  q  ==  o;  car  alors  Q  ne  sera  pas  divisible 
par  A. 

Mais  si  C/B+  i  est  divisible  par  A,  alors  pour  que  Q  ne  le  soit  pas,  il 
faudra  que  q  ne  le  soit  pas,  et  que  la  quantité 

B'"  r/A  ~  '  -+-  ah  B"-1  qK ~  '  C  -f-  ■  -  B"-- qk~  '  C2  + .  .  -  +  m  B  C'"-' 

ne  le  soit  pas  non  plus;  or  on  peut  démontrer,  comme  plus  haut,  qu'il 
doit  nécessairement  exister  une  valeur  de  q  plus  petite  que  A  et  par  con- 
séquent non  divisible  par  A,  telle  que  la  quantité  dont  il  s'agit  ne  le 
soit  pas.  Car  nommant  R  cette  quantité,  et  désignant  par  R',  R",  R",..., 
R'*-''  les  valeurs  de  R  qui  résulteraient  de  la  substitution  des  nombres  i , 
2,  3,. . . ,  A  —  2  à  la  place  de  q,  on  aura 

R'-(A-3)R"-t-  (  A  ~  3  ' (  A  ~  ^  R"'-  ■  ■  .  -f-  RA~'  =  i  .a.  3.  ...  A  -  3   B". 

2 

Or  comme  A  est  premier  et  que  R  n'est  pas  divisible  par  A,  il  est  clair 
que  le  nombre  i.  2.3.  .  .f  A  —  3)  R'"  ne  lésera  pas  non  plus;  donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  fait  B  =  —  i  et  C—  —  i,  on  aura  le  nombre 
/>-  ■+-  q2  -+- 1  qui  sera  divisible  par  A;  d'où  il  s'ensuit  qu'étant  donne  un 
nombre  premier  quelconque  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  égal  à  lu 
somme  de  trois  carrés  entiers  dont  l'un  soit  même  l'unité,  lequel  soit  divi- 
sible par  le  nombre  premier  donné. 

Ce  Théorème  a  déjà  été  démontré  par  M.  Euler  d'une  autre  manière, 
dans  le  tome  Y  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg;  mais  pour 
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ne  rien  laisser  à  désirer  à  nos  lecteurs  nous  avons  cru  devoir  le  démontrer 
de  nouveau,  d'autant  plus  que  noire  démonstration  a  l'avantage  d'avoir 
une  très-grande  généralité. 

Corollaiku  II.  —  Combinant  donc  le  Théorème  précédent  avec  celui 
de  Ja  Remarque  qui  est  après  le  Théorème  I,  on  en  déduira  celle-ci  :  que 
tout  nombre  premier  est  nécessairement  égal  à  la  somme  de  quatre  ou  d'un 
moindre  nombre  de  carrés  entiers.  D'où  il  est  aisé  de  conclure  que  tout 
nombre  entier  est  aussi  égal  à  la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre 
de  carrés  entiers;  car  on  sait  que  le  produit  de  deux,  ou  de  plusieurs 
nombres  égaux  chacun  à  la  somme  de  quatre,  ou  d'un  moindre  nombre 
de  carres,  est  aussi  nécessairement  égal  à  la  somme  de  quatre,  ou  d'un 
moindre  nombre  de  carres;  en  efl'et  on  a 


/;-       tj-  -  -  r-       s'     //-'       ij'- 

/•'-     h*'2) 

—    Pl}       l'ï  ~  rr        ss'  ' 

pq'  +  qp' 

rs' 

sr'  - 

—    pr'       qs'       rp'      sq'  ' 

qr'      ps' 

sp> 

rq'  2 

et  même  plus  généralement 

p'      Kq>      Cr2  +  BCs2){p'*  —  Bq'2—Cr"-hBCs") 

=  [pp'      Bqq'±C   rr'-hBss'  ]2  —  %[pq'      'IP—^-  rs' -{- sr' 
C  />/         ïiqs'  zt    rp'  —  Bsq'  |a    -BC[qr'—  ps' ±    sp' 
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RÉFLEXIONS 


RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS 


[Nouveaux  Mémoires  (le  /'  {endémie  nivale  des  Sciences  et  Belles-Lettn 

de  Berlin,  années  1770  et  1771  (**).] 


La  théorie  des  équations  est  de  toutes  les  parties  de  l'Analyse  celle 
qu'on  eût  cru  devoir  acquérir  les  plus  grands  degrés  de  perfection  ci 
par  son  importance  et  par  la  rapidité  des  progrès  que  les  premiers  inven- 
teurs y  ont  faits;  mais  quoique  les  Géomètres  qui  sont  venus  depuis 
n'aient  cessé  de  s'y  appliquer,  il  s'en  faut  beaucoup  que  leurs  efforts  aient 
eu  le  succès  qu'on  pouvait  désirer.  On  a  à  la  vérité  épuisé  presque  tout 
ee  qui  concerne  la  nature  des  équations,  leur  transformation,  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales, 
ou  aient  entre  elles  un  relation  donnée,  cl  la  manière  de  trouver  ces 
racines,  la  forme  des  racines  imaginaires,  el  la  méthode  de  trouver  la 
valeur  de  celles  qui,  quoique  réelles,  se  présentent  sous  une  forme  ima- 
ginaire, etc.  On  a  aussi  découvert  des  règles  générales  pour  reconnaître 
si  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles  ou  non,  cl  pour  savoir 
dans  le  premier  cas  combien  il  doit  \  en  avoir  de  positives  et  de  néga- 
tives; mais  on  n'a  jusqu'à  présent  aucune  règle  générale  pour  connaître 

(*)  Ce  Mémoire  a  ('-lé  lu  a  I   \ra<lémie  dans  le  romani  île  l'année   1771 

'*  l.e>  deux  premières  Sections  'le  <i'  Mémoire  onl  été  insérées  dans  le  volume  île  1770. 
le-  suivantes  dans  le  volume  de  1  —  1.  Vote  ,1,  l'Editeur. 
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le  nombre  des  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui  doivent  en 
contenir,  et  moins  encore  pour  savoir  combien  il  doit  y  en  avoir  de 
réelles  positives  et  de  réelles  négatives,  lorsqu'on  connaît  d'ailleurs  le 
nombre  des  réelles  et  des  imaginaires;  on  n'a  pas  même  une  règle  pour 
pouvoir  s'assurer  si  une  équation  quelconque  proposée  doit  contenir 
quelques  racines  réelles  ou  non,  à  moins  que  l'équation  ne  soit  d'un 
degré  impair,  ou  que  son  dernier  terme  ne  soit  négatif. 

Ce  n'est  pas  qu'on  ne  puisse  toujours  trouver  le  nombre  des  racines 
imaginaires  et  des  racines  réelles  positives,  ou  négatives,  lorsqu'on 
connaît  la  valeur  numérique  des  coefficients  de  l'équation  proposée;  les 
méthodes  que  j'ai  données  ailleurs,  tant  pour  cet  objet  que  pour  appro- 
cber  autant  que  l'on  veut  de  la  valeur  de  chaque  racine,  ne  laissent,  ce 
nie  semble,  rien  à  désirer;  mais  il  s'agit  ici  des  équations  littérales,  et  la 
question  est  de  trouver  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les 
différents  coefficients  d'une  équation  d'un  degré  donné,  suivant  la  qua- 
lité de  ses  racines. 

A  l'égard  de  la  résolution  des  équations  littérales,  on  n'est  guère  plus 
avancé  qu'on  ne  l'était  du  temps  de  Cardan,  qui  le  premier  a  publié  celle 
des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Les  premiers  succè> 
des  Analystes  italiens  dans  cette  matière  paraissent  avoir  été  le  terme 
des  découvertes  qu'on  y  pouvait  faire;  du  moins  est-il  certain  que  toutes 
les  tentatives  qu'on  a  faites  jusqu'à  présent  pour  reculer  les  limites  de 
cette  partie  de  l'Algèbre  n'ont  encore  servi  qu'à  trouver  de  nouvelles 
méthodes  pour  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  dont 
aucune  ne  parait  applicable,  en  général,  aux  équations  d'un  degré  plus 
élevé. 

Je  me  propose  dans  ce  Mémoire  d'examiner  les  différentes  méthodes 
(jiic  Ton  a  trouvées  jusqu'à  présent  pour  la  résolution  algébrique  des 
équations,  de  les  réduire  à  des  principes  généraux,  et  de  faire  voir  à 
priori  pourquoi  ces  méthodes  réussissent  pour  le  troisième  et  le  qua- 
trième degré,  et  sont  en  défaut  pour  les  degrés  ultérieurs. 

Cet  examen  aura  un  double  avantage  :  d'un  côté  il  servira  à  répandre 
une  plus  grande  lumière  sur  les  résolutions  connues  du  troisième  et  du 
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quatrième  degré;  de  l'autre  il  sera  utile  a  ceux  qui  voudront  s'occuper 
de  la  résolution  des  degrés  supérieurs,  en  leur  fournissant  différentes 
vues  pour  cet  objet  et  en  leur  épargnant  surtout  un  grand  nombre  de  pas 
et  de  tentatives  inutiles. 


SECTION   PREMIERE. 

DE    LA    RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    DU   TROISIÈME    DEGRÉ. 

1.  Comme  la  résolution  des  équations  du  second  degré  est  très-facile, 
et  n'est  d'ailleurs  remarquable  que  par  son  extrême  simplicité,  j'entrerai 
d'abord  en  matière  par  les  équations  du  troisième  degré,  lesquelles  de- 
mandent pour  être  résolues  des  artifices  particuliers  qui  ne  se  présentent 
pas  naturellement. 

Soit  donc  l'équation  générale  du  troisième  degré 

x3  -+-  mx2  ■+-  nx  -+-  j»  =  o, 

cl  tomme  on  sait  qu'on  peut  toujours  faire  disparaître  le  second  ternie 
de  toute  équation  en  augmentant  ses  racines  du  coemciëni  du  second 
terme  divisé  par  l'exposant  du  premier,  on  pourra  supposer  d'abord, 
pour  plus  de  simplicité,  m  =  o,  ce  qui  réduira  la  proposée  à  la  forme 

x3  -+-  nx  -+■  p  =  o. 

C'esl  dans  cet  étal  que  les  équations  du  troisième  degré  oui  été  d'abord 

traitées  par  Scipio  Ferreo  et  parTarlalea,  ;i  qui  l'on  doit  leur  résolution; 
mais  on  ignore  le  chemin  qui  les  y  a  conduits.  La  méthode  la  plus  natu- 
relle pour  y  parvenir  me  parait  celle  que  Hudde  a  imaginée,  et  qui  con- 
siste à  représenter  la  racine  par  la  somme  de  deux  indéterminées  qui 
permellenl  de  partager  l'équation  en  deux  parlies  propres  il  l'aire  en  sorte 

que  les  deux  indé  terminées  ne  dépendent  que  d'une  équation  résoluble 

à  la  manière  de  celles  du  second  degré. 

Suivant  cette  méthode  on  fera  donc  r  —  y -+-  z,  ce, qui  eiani  substitué 
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dans  la  proposée  la  réduira  à  celle-ci 

y3  -h  3y'z  4-  3>\z2  H-  z3  -k-  n[y  -\-  z)  -+-  p       o, 
qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  plus  simple 

Qu'on  tasse  maintenant  ces  deux  équations  séparées 

3r^  -+-  n  =  o, 
on  aura 


3r 


t,  substituant  dans  la  première, 


T :    ■+■  B  =  0, 

c'est-à-dire 

n3 

yb  -V-  ny3 ==  o. 

2; 

Cette  équation  est  à  la  vérité  du  sixième  degré,  mais  comme  elle  ne  ren- 
ferme que  deux  différentes  puissances  de  l'inconnue,  dont  l'une  a  un 
exposant  double  de  celui  de  l'autre,  il  est  clair  qu'elle  peut  se  résoudre 
comme  celles  du  second  degré.  En  effet,  on  aura  d'abord 


et  de  là 


2       y   4       27 


Ainsi  l'on  connaîtra  y  et  s,  et  de  là  on  aura 


n 

x  =  y  ■+-  z  —  y- 


3.r 

2.  11  se  présente  différentes  remarques  à  faire  sur  cette  solution. 
D'abord  il  est  clair  que  la  quantité/  doit  avoir  six  valeurs,  puisqu'elle 
dépend  d'une  équation  du  sixième  degré;  de  sorti;  que  la  quantité  x  aura 
aussi  six  valeurs;  mais  comme  x  est  la  racine  d'une  équation  du  troi- 
sième degré,  on  sait  qu'elle  ne  peut  avoir  que  trois  valeurs  différentes; 
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donc  il  faudra  que  les  six  valeurs  dont  il  s'agit  se  réduisent  à  trois,  donl 
chacune  soit  double.  C'est  aussi  de  quoi  on  peut  se  convaincre  par  le 
calcul,  en  éliminant  r  des  deux  équations 

«3  ii 

)"    t   pyi —  0       x  -   y  —  —  ■ 

J  '-  27  6  y 

Supposons,  pour  plus  de  généralité, 

x       y       —     ou  bien      r:'  —  xy  —  /f  =  o, 

y 

on  aura  donc 

y2      xy  -4-  k, 

et  de  là 

y3  =  xy*  +  ky  =  y  f  xl  -+-  k  )  -4-  kx, 

y»  —  j2  î  x-  +  k  )''  -f-  2  foc  (  x'1  -+-  k  )  y  -t-  k' x' 

yx  (  x1  -t-  k  |  {x1  -+-  3 k)  -4-  A.r4  +  3  /.  2.r-  4-  /. 3. 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  v:t  et  y0,  on  aura 

n» 

)•    r     •   /,      .r3  -4-  3  kx  -f-  »    -4-  kx   x*  -h  3  A\r  -4-  o    -4-  /r3  —     -  —  o. 
'  '  27 

Soit,  potir  abréger, 

A1       />      et      x3  -4-  3/i.r       /;  =  \, 

27  r 

on  aura 

y  ■>■    ■   h  |  -4-  /»\r]  X       //       o, 

d'où 

*    / 

kx 
\ 

'         ,    ■/,  ' 
de  sorte  qu'en  substituant  maintenant  celle  valeur  de  v  dans  l'équation 

1        1 1  —A      0, 


on  aura 


(    '       /-•>  •)         '  (    '       /..')    sr'  4-  *•)       /.    a:       h         ... 


III. 
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ce  qui  se  réduit  à 

I,  '  X2  -4-  h  X  x  |  x1  -+-  3  h  )  —  li'      o, 

ou  bien,  à  cause  de  x  {x-  -h  3£)  =  X— />,  à 

—  Xs-fy>X  — À2      o, 


c'est-à-dire  à 


n3     \  4«3 


Maintenant  il  est  clair  qu'en  faisant  £  =  -  pour  avoir  x=y  —  —  ou 
aura  h  =  o,  ce  qui  réduira  l'équation  précédente  à 

X2  =  o, 

savoir 

.r3  4-  «.r  -i-  p  l       o, 

équation  qui  aura  les  mêmes  racines  que  la  proposée,  mais  dont  chacune 
sera  double. 

De  là  il  s'ensuit  que  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré 
est,  à  proprement  parler,  la  résolution  d'une  équation  du  sixième  degré, 
inconvénient  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  second  degré,  dont  la  résolution 
est  tout  à  fait  propre  à  ce  degré,  mais  qui  devient  encore  plus  consi- 
dérable pour  les  équations  des  degrés  supérieurs,  comme  on  le  verra 
plus  bas. 

3.  Puis  donc  que  parmi  les  six  valeurs  de  y  il  n'y  en  a  que  trois  qui 
donnent  des  valeurs  différentes  de  x,  il  s'agit  maintenant  de  distinguer 
ces  valeurs.  Pour  cela  il  faut  trouver  l'expression  particulière  de  chacune 
des  srx  valeurs  de  y:  et  si  l'on  nomme  i ,  y.  et  [i  les  trois  racines  cubiques 
de  l'unité,  c'est-à-dire  les  trois  racines  de  l'équation  xx  —  i  =  o,  il  est 
facile  de  voir  que  les  six  valeurs  de  v  seront,  en  faisant,  pour  abréger, 


4 

! =  Q, 

s/- 

-i±* 

Iq,      *\J- 
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de  là  les  valeurs  correspondantes  de  z  —  .—  5—  seront,  à  cause  de 


et  par  conséquent 


V- 


p 


ces  valeurs  seront,  dis-jo. 


\/-f+v^     ï\hi^fà     l\J- 


p 

r  +  ^î- 


Or,  sans  connaître  même  les  valeurs  de  y.  et  de  /3,  il  est  facile  de  s'assurer 
que  aj3  doit  être  égal  à  1;  car  puisque  1,  a  et  |3  sont  les  trois  racines  de 
l'équation  a?3  —  1  =  =  o,  on  aura  donc  leur  produit  \.y..[6  égal  au  dernier 

terme  1  ;  donc  y.[l  =    1  ;  donc  -  =  (3  et  -x  =  a;  de  sorte  que  les  trois  valeurs 

ci-dessus  deviendront 

Donc,  puisque  3?=^  +  z,  on  aura,  en  ajoutant  ensemble  les  valeurs  cor- 
respondantes de  v  et  de  z. 


\       ft» 


où  il  est  facile  de  voir  que,  des  signes  ambigus  de  \*y  soil  qu'on  prenne 

le  supérieur  ou  l'inférieur,  on  aura  toujours  les  trois  mêmes  valeurs  de  r . 

De  là   il  s'ensuit  donc  que  l'on  peut  prendre  indifféremment  le  radi- 

'7- 
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cal  s/g  en  plus  ou  en  moins,  et  que  les  trois  racines  (Je  l'équation  pro- 
posée résulteront  immédiatement  des  trois  valeurs  du  radical  cubique 


v/: 


£=■=*• 


\.  Nous  avons  t'ait  voir  (2)  que  la  résolution  de  toute  équation  du 
troisième  degré  appartient  essentiellement  à  une  équation  du  sixième 
degré;  cependant  si  l'on  voulait  délivrer  l'équation 


={J-h+<r*+\J-\-<& 


des  radicaux,  on  tomberait  dans  une  équation  du  neuvième  degré;  car 
en  prenant  d'abord  les  cubes  on  aurait 


x3=  —  p  -+-  3x  1  /  j- 


et  prenant  de  nouveau  les  cubes,  après  avoir  fait  passer  dans  le  premier 
membre  le  terme  —  p,  on  aurait 


\x3  -h  p)3=  27  I  ~ q  ]  x3 


c'est-à-dire,  à  cause  de  -. —  <7=  - 

4  '  on 


n3 

27 


x»  -+-  3px6  -+-  (  3  p7  -f  n3  )  x3  -f  p3  --  o. 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation  renferme,  outre  les  trois  ra- 
cines de  la  proposée  se3  -h  nx-\-p  =  o,  encore  six  autres  étrangères:  en 
effet  elle  peut  se  décomposer  en  ces  trois-ci 

x3  -4-   nx  -f-  p  —  o, 
x3  -f-  oenx  -h  p  =z  o, 

x3  -i-  (3  n.r  -f-  p  =  o, 

dont  les  deux  dernières  sont,  comme  on  voit,  différentes  de  la  proposée; 
ainsi  l'on  ne  peut  rien  conclure  de  cette  équation  pour  le  degré  auquel 
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doit  se  rapporter  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré,  comme 
nous  l'avons  fait  plus  haut  (2),  d'après  l'équation  X2  =  o,  laquelle  ren- 
ferme toutes  les  mêmes  racines  que  la  proposée. 

5.   L'équation  du  sixième  degré 

y  -+-  py3  -  —  =  « 

s'appelle  la  réduite  du  troisième  degré,  parce  que  c'est  à  sa  résolution 
que  se  réduit  celle  de  la  proposée 

x3  -+-  nx  -f-  p  =  o. 

Or  nous  avons  déjà  vu  plus  haut  comment  les  racines  de  cette  dernière 
équation  dépendent  des  racines  de  celle-là;  voyons  réciproquement 
comment  les  racines  de  la  réduite  dépendent  de  celles  de  la  proposée; 
mais  pour  rendre  cette  recherche  plus  générale  et  plus  lumineuse  il  sera 
hou  de  considérer  une  équation  qui  ait  tous  ses  termes  telle  que 

x3  4-  mx2  -+-  nx  -f-  p  =  o, 
et  dont  les  racines  soient  représentées  généralement  para,  b,  c.  On  com- 
mencera donc  par  faire  évanouir  le  second  terme  en  supposant  x  =  x  -       - 
et,  faisant,  pour  abréger, 


n       n       y,     p-.    p-    - 

on  aura  la  transformée 

x'3  -f  n'x'  -f-  p'  =  o, 


nui        2  ni 


qui  a  la  forme  requise.  Faisanl  maintenant  a?'=  y—   .'-  >  on  aura  la  ré 

duite 

,  ,     n'3 

r        p  v =  o; 


•?.' 


d'où,  ''n  nommant  r  la  racine  cubique  de 


V   4        •: 
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on  aura  ces  trois  valeurs  de  y,  savoir 

lesquelles  donneront  les  trois  racines 


n         ,  >ï  ,  n 

3  /•  5ar  6pr 


d'où,  à  cause  de  x-~x' —  —,  on  aura,  en  faisant,  pour  abréger,  ^-  — -  s, 
ces  trois  valeurs  de  oc,  savoir 

m  ni  s  m        .  5 

donc 

/n 

«r=  —  -5-  -+-   r  —  *, 

0  =  —  —  -l-  a  /'  —   -  » 
o  a 

m  4 

Retranchant  successivement  la  seconde  et  la  troisième  de  ces  équations 
de  la  première,  on  aura 

a  —  b  —  (1  —  a.)  (r-\ — 

a  —  c  =  (i  — pi  fr-t-  ^ 

d'où  l'on  tire 

a  (a  —  b) 

ocr  -+-  s. 


1  —  a 

${a—  c) 
i-p 


et  retranchant  de  nouveau  l'une  de  l'autre,  ensuite  divisant  par  «  —  |3,  il 

viendra 

a  (a  —  6)        (3  (a  —  c) 
1— a  1- 3 

r= :p« ' 


DES  ÉQUATIONS.  '215 

c'est-à-dire 

a  a.b  fie 

i  -  -  «)(i-P)  +  ,«-i)(«-p)  +  i  (3  -  i  )  '.  (3  -  a  ' 

Or,  i ,  y.  et /3  étant  (hypothèse)  les  trois  racines  de  l'équation  x*  —  \  =o, 
on  aura 

X*  —  I  =    x  —  i)(x  —  ot)(x  —  (3  ), 

et  différentiant 

3^2^r(^  —  ai(^  —  (3)  -f-  (x  —  i)  (x  —  (3)  -1-  [x  —  i) \x  —  a  : 
de  sorte  qu'en  faisant  successivement  x  =  i ,  «,  jS,  on  aura 

3:   :(!-«)(!   -(3), 

3a'::ia-  i)(a—  |3), 

3(3'=  ((3  —  i)(£  —  «); 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente  de  r,  on  aura 

a       b         c 
''-3  +  3^  +  3p' 

ou  bien,  à  cause  de  î?]3  —  c, 

a  -+-  S  6  -+-  a  c 
'"  3 

Telle  est  donc  la  valeur  de  r,  et  par  conséquent  aussi  de  y;  de  sorte  qu'on 
aura  en  changeant,  ce  qui  est  permis,  y  en  |3  et  vice  versa 

a  +  ab-h&c 

'  -3  ' 

(>.  On  voit  d'abord  par  celte  expression  de  y  pourquoi  la  réduite  est 
nécessairement  du  sixième  degré;  car  comme  celle  réduite  ne  dépend 
p;iN  immédiatement  des  racines  a.  I>,  <•  de  la  proposée,  mais  seulement 
des  coefficients  m,  //,  //,  où  les  trois  racines  entrent  également,  il  est 
clair  que  dans  l'expression  de  y  on  doit  pouvoir  échangera  volonté  les 
quantités  a,  />.  c  entre  elles;  par  conséquent  la  quantité  v  devra  avoir 
autant  de  valeurs  différentes  que  l'on  en  pourra  former  par  toutes  les 
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permutations  possibles  dont  les  trois  racines  a,  b,  c  sont  susceptibles; 
or  on  sait  par  la  théorie  des  combinaisons  que  le  nombre  des  permuta- 
tions, c'est-à-dire  des  arrangements  différents  de  trois  choses,  est  3 .  2 . 1  ; 
donc  la  réduite  en  y  doit  être  aussi  du  degré  3.2.1,  c'est-a-dire  du 
sixième. 

Il  y  a  plus  :  la  même  expression  de  y  montre  aussi  pourquoi  la  réduite 
est  résoluble  à  la  manière  des  équations  du  second  degré;  car  il  est  clair 
que  cela  vient  de  ce  que  cette  équation  ne  renferme  que  les  puissances/3 
et  y0,  c'est-à-dire  des  puissances  dont  les  exposants  sont  multiples 
de  3;  en  sorte  que,  si  rest  une  des  valeurs  de  y,  il  faut  que  a/et  pren 
soient  aussi  à  cause  de  «:l  —  1  et  jS3  =  1  ;  or  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'ex- 
pression de  y  trouvée  ci-dessus.  Pour  le  faire  voir  plus  aisément  nous 
remarquerons  que  (j  =  a2,  car,  puisqu'on  a  aj3=i  et  a3  — 1=0,  on 
aura  aussi  a/3  =  a3,  et  de  là  /3  ~  a2  ;  de  sorte  que  l'expression  de  y  pourra 
se  mettre  sous  cette  forme 

a  -+-  ceb  -+-  x'c 

•r=  — — 

d'où,  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  des  quantités  a,  b,  c, 
on  tire  les  six  valeurs  suivantes 


a 

-4-«6  + 

<z; 

c 

3 

a  +  ac  + 

oc' 

b 

3 

b 

-+-  aa  -+-  a 

c 

3 

b 

+  «c  + 

X 

a 

3 

c 

-h  oeb  -4- 

y.- 

a 

3 

c  -4-  aa  -+- 

où 

'b 

qui  seront  donc  les  six  racines  de  la  réduite.  Maintenant  si  l'on  multiplie 
la  première  par  v,  et  ensuite  par /3  ou  par  a2,  on  aura,  à  cause  de  a3  =  1 , 
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ces  deux-ci 

c  -+-  oc  a  -4-  a2 />  />  +  a c  -+-  a2 a 

r —  el  3 ' 

qui  sont  la  sixième  et  la  quatrième;  et  si  l'on  multiplie  de  même  la 
seconde  par  y.  el  par  a2,  on  aura 

t+aa  +  a'c              c  +  aft  +  a'a 
—  3 Gl         —3 ' 

qui  sont  la  troisième  et  la  cinquième.  Il  en  sera  de  même  si  l'on  mul- 
tiplie la  troisième  et  la  quatrième,  ou  la  cinquième  et  la  sixième  par  a 
et  par  a2,  car  on  aura  par  là  également  toutes  les  autres. 

7.  Cela  nous  conduit  à  une  méthode  directe  pour  trouver  la  réduite 
d'où  dépend  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré;  car  soit 

x3  +  mx2  -+-  nx  -+-  p  =  o 

l'équation  proposée  dont  les  racines  soient  a,  b,  c,  et  supposons  que  les 

racines  de  la  réduite  soient  représentées  généralement  par  une  fonction 
du  premier  degré  des  racines  a,  b,  c,  telle  que 

Aa-+-  B6  +  Ce, 

\,  lj,  C  étant  des  coefficients  indépendants  des  quantités  a,  b,  c;  en 
taisant  toutes  les  permutations  possibles  des  quantités  a,  b,  c,  on  aura 

ces  quantités 

la  +  \il>  +  Ce, 

A  a  -4-  B  c  -4-  (  l  b , 
\  //  4-  Brt  4-  Ce, 

\  //  -+■  Bc  -4-  Ca, 
le  t-  B6  4-  Ca, 
Ac  +  Bc/  -t-  C6, 

qui  seront  1rs  six  racines  de  la  réduite.  Or,  pour  que  cette  équation  n'ait 

que    des   puissances  donl   les  exposants  soient   multiples  (\r    >,  il  faut, 

comme  nous  l'axons  vu  (dus  liant,  que,  nommant  r  une  de  ses  racines, 

III.  a8 
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ocrel  (i>r  ou  «2ren  soient  aussi;  donc,  prenant  la  quantité 

\.a    -\\b  -h  Ce 
pour  r,  il  faudra  que  la  quantité 

soil  égale  à  une  des  cinq  autres  quantités  ci-dessus;  or  elle  ne  saurait 

devenir  égale  à 

A«-+  B<;  +  C6 

ni  à 

A 6  H-Ba-^Cc 

qu'en  faisant  a  ----- 1 ,  car  dans  le  premier  cas  on  au  rail 

x  A  =  A , 

el  dans  le  second 

aC  =  C; 

mais  en  la  comparant  à  la  quantité 

A 6  h-  Bc  +  C«, 

on  aura 

aA  — C,     «B=^A     et     aC  =  B, 

d'où  l'on  tire 

C  =  aA,     B  =  a2  A     et     a3  A  =  A  , 

c'est-à-dire 

a?  =  i  ; 

ce  qui  montre  que  «  doit  être  en  effet  une  des  racines  de  l'équation 

X3  —  I  =  O  \ 

ainsi  en  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  A  —  i,  on  aura 

A  =  i,     B  =  a     et     C  =  a2, 

ce  qui  donne  les  mêmes  formules  qu'on  a  trouvées  plus  haut  en  faisant 
abstraction  du  dénominateur  3. 
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Faisant  donc,  pour  abréger, 

r  =  a  -4-  ocb  -+-  tx'c, 

s  =  a  -h  a  c  -h  a2 b , 

on  aura  /■,  xr,  «2re1  s,  cts,  a.2s  pour  les  six  racines  de  la  transformée;  or, 
nommant  y  l'inconnue  de  cette  équation,  on  trouvera  d'abord  que  le 
produit  des  trois  facteurs  y —  r,  y —  ar,  y  —  a-r  sera  y3  —  r:!,  et  que  de 
même  le  produit  des  trois  autres  sera  y'1  —  s'\  de  sorte  que  le  produit 
total,  c'est-à-dire  la  réduite  elle-même,  sera  représentée  par 

)";  —  '  r3  -I-  s3 ,  )'3  -I-  r353  =  o, 

qui  a  la  forme  demandée.  Il  ne  s'agit  donc  plus  maintenant  que  de 
trouver  les  valeurs  de  r3  -+■  s:*  et  de  /*' ,v;i  :  or,  en  élevant  au  cube  la  quan- 
tité /•  et  Taisant  attention  que  a3  =  i,  on  trouve 

r3—  a3  -+-  b3  -4-  c3  ■+-  (>  abc  +  S  y.   a'b  4-  b-c  4-  c'a)  +  3aJ   a6s  +  bc-  -4-  ca2  , 

et  par  conséquent,  en  changeant  /;  en  c,  on  aura  de  même 

s'  --  «3  -r-  b'  -4-  c3  -4-  6a6c  4-3z    e/2r    h  c'i  +  ba      r  ïa-'  c'a  +  b'c  -   aJ6  . 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

a    ■-  b3-^  c3  H  6a6c      L, 


on  aura  donc 


dom 


ni,       I,  ,       c'a  =  M, 
^/Jc  +  6»  a      <-l>       Y 

r»=  L4    3a M       3aJN, 
*»  =  L  -+-  3z\  +  3a  M. 

i         s        îL4-3(«  +  «1      M        N 


niais  comme  i ,  a  et  aa  sont  les  trois  racines  de  l'équation  r'       i       o  qui 
manque  du  second  terme,  on  doil  avoir 

i  +  «  +  a1       o; 

donc 

/s       -  I.      ;  M      \  . 

a8. 
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Multipliant  ensuite  les  valeurs  de  r3  et  s*  ensemble,  on  aura 

/•3^=:L>  +  9(M2-j-N2j  +  3(a  -ha2)[L(M  +  N)  4-3MN], 
ou  bien,  à  cause  de  a  -h  sr  =  —  i , 

/•!«3=:L[L-  3(M  +  Nj]  +g[(M  +  N)2-3Mi\T]; 

or  il  est  facile  de  voir  que  les  quantités  L,  M  +  N  et  MN  doivent  être 
données  par  les  coefficients  m,  n,  p  de  la  proposée,  et  cela  sans  extrac- 
tion de  racines,  ce  qui  suit  de  ce  que  ces  quantités  ne  changent  point, 
quelques  permutations  des  quantités  a,  b,  c  qu'on  y  fasse,  de  sorte 
qu'elles  ne  peuvent  avoir  chacune  qu'une  valeur  unique. 

8.  En  effet,  ayant 

—  m  =  a  4-  b  -+-  c,     n  =  ab  -+-  ac  +  bc,       —  p  =  abc, 
on  aura  d'abord  par  les  règles  connues 

ci-  +  b2  -h  c-  =  m'2  —  2  n,      a?  +  b*  -+-  c3  =  —  m3  +  3  nui  —  3p, 
et  l'on  trouvera  de  là 

a3b3  -+-  a3c3  4-  b3c3  =  n3  —  3mnp  -+-  3p2; 

donc 

L  =  —  m3  -+-  3m«  —  gp, 

M  -i-  N  =  3p  —  mn, 

MN  =  n3  -\-  p  (m3  —  6mn)  +g/>2; 

d'où  l'on  trouvera 

/■3  +  s3  =  —  2  m3  -+-  cjin?i  —  27/7, 

r3 s3  =  m6  —  9 ni'  n  -+-  27  ni2  ri'  —  27  n3  =  (  m2  —  3  «  |3, 

de  sorte  que  notre  réduite  sera 

_>•'■  -+-  (  2  w3  —  gmn  ■+-  27/)  |  j"3  +    ni2  —  611  j3  =  o, 

<|iii  revient  au  même  que  celle  qu'on  a  trouvée  plus  haut  (5),  en  faisant 
seulement  attention  que  l'inconnue/  de  celle-ci  est  triple  de  l'inconnue  y 


DES  ÉQUATIONS.  -221 

de  celle-là.  Résolvant  donc  cette  équation  a  la  manière  de  celles  du 
second  degré,  ou  bien  faisant,  pour  abréger,  j3  =  z,  en  sort*1  que  l'on  ail 

z2  -+-  (2  m3  —  ç)mn  -+-  27^)  z  -+-  (  m2  —  3/ir'  =  o, 

et  nommant  z'  et  z"  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré,  on  aura 

r3  =  z',    y*  =  z", 
donc 

y  =  v'-z'      ou     y  =  \jz"  ; 

par  conséquent,  puisqu'on  a  supposé  que  r  et  s  étaient  deux  valeurs  de  y. 

on  aura 

/•  =  a  +  oeb  -f-  «2c  =  y/z', 

s  =  a  -+-  «c  -f-  a2 6  =  yV', 

équations  qui  étant  combinées  avec  l'équation 

a  -+-  6  +  c  =  —  w 

serviront  à  trouver  les  trois  racines  a,  b,  c;  en  effet  on  aura,  à  cause  de 
«:)  =  1  et  de  1  -h  «  -4-  a2  =  o, 

__    -  »!  -f-  V  Z'  +  \j7' 


b  = 


3 

m  -4-  a2  v/z'  -f-  a  y/ 2" 
3 ■' 

_  —  m  -+-  a  J/  z'  4-  a}  ïfz" 

T~        — ' 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  trouve  plus  haut. 

!).  Il  est  ii  propos  de  remarquer  encore,  pour  éclaircir  davantage  cette 
matière,  que  les  quantités  M  el  N  du  n°  7  sont  telles  que  rime  devient 
toujours  l'autre  en  y  faisant  une  permutation  quelconque  entre  les  trois 
racines  a,  h,  c,  de  sorte  que  ces  quantités  M  et  N  ne  peuvent  être  que  les 
racines  d'une  équation  du  second  degré.  En  effet,  nommant  /  l'inconnue 
de  cette  équation,  il  est  clair  qu'elle  aura  nécessairement  cette  forme 

l1-    M       \    /       M\       o; 
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•  loue,  substituant  pour  M  -4-N  et  MN  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus   S  , 
mi  aura 

C  —    3p  —  nui    t  ■+  ir  -h    m3  —  6/w/i    />     -  o,p-  ~-  o. 

Ainsi  l'on  aura,  par  la  résolution  de  celle  équation,  les  valeurs  de  M 
et  N:  et  comme  d'ailleurs  la  quantité  L  est  déjà  donnée,  puisqu'on  a 

L  —  —  m3  H-  3  nui  —  yp, 

on  aura  ies  valeurs  de  r1  et  de  r  (7  ,  ou  bien  celles  de  z'  et  s"    8  ,  les- 

quelles  seront  donc 

z'—  L-f-3«M  h-  3a2N, 

z1'-   L-+-3aN  -f-  3a2M. 

et  moyennant  ces  valeurs  on  aura  celles  des  racines  a,  b,  c,  comme  on 
l'a  vu  tantôt. 

Au  reste  cette  propriété  des  fonctions  M  et  N  fait  voir  clairement 
pourquoi  la  quantité 

ne  dépend  que  d'une  équation  du  second  degré,  de  sorte  que  l'équation 
en  y  ne  peut  renfermer  que  les  puissances  y3  et  yu. 

10.  La  résolution  des  équations  du  troisième  degré  que  nous  venons 
d'examiner  est  appelée  communément  la  Règle  de  Cardan,  et  elle  est  la 
seule  <|ue  les  Analystes  connaissent.  Mais  il  y  a  encore  une  autre  mé- 
thode qui  est  due  à  M.  Tschirnaus,  et  qui,  quoique  moins  simple  que 
celle  de  Cardan,  a  cependant  l'avantage  d'être  plus  directe  et  plus  géné- 
rale. Cette  méthode  est  exposée  dans  les  Acla  Eruditorum  de  l'année  i(S83, 
el  elle  consiste  à  faire  disparaître  autant  de  termes  intermédiaires  que 
l'on  veut  d'une  équation  quelconque;  l'Auteur  la  propose  comme  gène- 
raie  pour  cet  objet,  et  nous  verrons  qu'elle  l'est  en  effet,  mais  qu'elle 
demande  souvent  la  résolution  d'équations  d'un  degré  supérieur  à  celui 
de  la  proposée,  ce  qui  empêche  qu'elle  ne  réussisse  au  delà  du  quatrième 
degré. 

M.  Tschirnaus  remarque  que  comme  on  peut  faire  évanouir  un  terme 
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quelconque  d'une  équation  dont  x  est  l'inconnue,  par  la  supposition  de 

x  =  y .-+-  a, 

j  étant  une  nouvelle  inconnue  et  a  une  quantité  indéterminée,  de  même 
on  pourra  en  faire  évanouir  deux  quelconques  en  supposant 

x'1  —  bx  ->,-  a  -t-  r, 

ou  trois  en  supposant 

x3  =  ex2  -+-  bx  -+-  a  -\-j  ', 

et  ainsi  de  suite,  a,  b,  c,...  étant  tous  des  coefficients  indéterminés  dont 
le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  termes  qu'on  veut  faire  évanouir, 
afin  que  l'on  ait  autant  d'inconnues  que  de  conditions  à  remplir. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  éliminer  l'inconnue  x  de  l'équation  proposée 
par  le  moyen  de  la  nouvelle  équation  qu'on  a  supposée,  et  l'on  aura  une 
équation  en  y  qui  sera  toujours  du  même  degré  que  la  proposée,  et  dans 
laquelle  on  pourra  supposer  autant  de  termes  égaux  à  zéro  qu'il  v  a 
d'indéterminées  a,  b,  c, 

Prenons  donc  l'équation  du  troisième  degré 

x  '  -  r-  /ttx2  -+-  nx  -+-  p       o, 
et  supposons 

x''  =  bx  4-  a  -t-  )  -, 

pour  qu'on  soit  en  état  d'éliminer  dans  la  transformée  les  deux  termes 
intermédiaires;  on  aura  donc 

x*       bx2  -+-  ax  -+-  yx, 
et,  en  substituant  la  valeur  de  x2, 

x3--     b'       a    •  y   x   |    /;    a  -4- y  ; 
donc,  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  aura 
\  /r       mit        11       a    l  y     >  b    m      a        )       '   ji       <t. 

d'où  l'on  tire 

/<        m      11        y      '    /' 
b         mb        11        a        1 
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valeur  qui  étant  substituée  dans  l'équation 

x2  =  bx  -+-  a  -f-  y 

donnera    celle-ci,    où   je   fais,    pour  plus  de   simplicité,    b^m  =  c, 
b2  -h  mb  -+-  n  =  d, 

[cl  a  -+-  y)  -+-  pY  -f-  b  [e(a  -h  y  )  -*-  p]  (ci  -h  a  -+-y  j  —  (a  -+-  y)  <  d  -h  a  h-  yf  =  o, 

c'est-à-dire,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  aux  puissances  de  a  -+-y, 
et  remettant  les  valeurs  de  c  et  d, 

(  (y -+-  a)3  —  {mb  -+-  m2  —  2 n)  ( y  -f-  a )s 
B)     * 

I       -f-  [  «62  -+-  (  mn  —  3p  )b  -h  ri-  —  2  mp ]   y  -\-a)  —  p  (  b*  -4-  mb-  -+-  nb  -f-  />   =  o, 

de  sorte  qu'en  développant  les  puissances  (\v  y  ~\-  a,  on  aura  l'équation 

y'  +  A.  y'2  -f-  By  ■+■  C  =  o, 
dans  laquelle 

A  =r  3a  —  /nft  —  m2  +  2«, 

B  =  3a2  —  ia  (mb  +  m2  —  in)  +  nb-  -+-  (  mn  —  2>p   b  -1-  n2  —  2»;^, 
C  =  a3  —  ( mb  -+-  m2  —  2  n  )  à2  -+-  [  nb2  +  !  «m  —  3p  b  -4-  n-  —  2  w/> ]  « 
—  p  ■  b3  -v-  mb2  -h  nb  -h p). 

.Maintenant  on  peut  faire  évanouir  le  second  et  le  troisième  terme  en  sup- 
posant A  =  o  et  B  =  o,  ce  qui  donnera  ces  deux  équations 

3a  —  mb  —  m2  -+-  in  =  o, 

3a2  —  2 a  (  ml)  -+-  m'1  —  in)  -4-  nb2  -4-  ( mn  —  3p)  b  -+-  n3  —  2 mp  =  o, 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  a  et  b;  et  l'équation  en  y  sera  ré- 
duite à  la  forme 

y3-{-C  =  o, 

laquelle  donne  sur-le-champ  ces  trois  racines 

y  =  —  y'C,    y  =  —  ay^C,    y=  —  a2^C, 

1 ,  a  et  a2  étant  les  racines  de  l'équation  ^r3 — 1=0.  Ainsi  mettant 
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d'abord  dans  l'expression  de  x  trouvée  ei-dessus  les  valeurs  de  a  et  b  qui 
résultent  des  équations  précédentes,  et  ensuite  pour  y  les  trois  racines 
de  l'équation  y3  -+-  C  —  o,  on  aura  tout  d'un  coup  les  trois  racines  .r  de 
l'équation  proposée. 

Or.  comme  des  deux  équations  qui  doivent  donner  a  et  b  la  première 
est  du  premier  degré  et  la  seconde  du  second,  il  est  visible  que  la  déter- 
mination de  ces  quantités  ne  dépendra  que  d'une  équation  du  degré  i .  2. 
c'est-à-dire  du  second  degré;  en  efiet,  on  aura  d'abord 

mb  +  m-  —  2/1 


a  = 


3 

et,  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  on  aura 

(m7  —  3n)b2  -i-  (nm*  —  7/71/1  +  g//)  b  -+-  m4  —  4'"2/l  "+"  6 mp  -h  n'=  o, 

d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  de  b  qui  pourront  être  employées  indiffé- 
remment, parce  qu'elles  donneront  toujours  les  mêmes  valeurs  de  x. 

Cette  méthode  a  donc  l'avantage  de  conduire  immédiatement  à  une 
réduite  du  second  degré,  au  lieu  que  par  la  méthode  ordinaire  on  tombe 
dans  une  réduite  du  sixième;  mais  la  résolution  qu'elle  donne  n'est  pas 
pour  cela  exempte  de  l'inconvénient  que  nous  avons  remarqué  dans  la 
résolution  de  Cardan,  et  qui  consiste  en  ce  que  cette  résolution  est  plu- 
tôt celle  d'une  équation  du  sixième  degré  que  d'une  équation  du  troi- 
sième (2).  En  effet,  puisque  la  quantité  y  a  trois  valeurs,  et  que  les 
quantités  b  et  a  en  ont  chacune  deux,  il  est  visible  qu'il  doit  résulter  six 
valeurs  de  x,  lesquelles  ne  peuvent  être  par  conséquent  que  les  racines 
d'une  équation  du  sixième  degré;  il  est  vrai  que  ces  six  valeurs  se  rédui- 
ront ii  trois,  (lniii  chacune  sera  double,  comme  il  est  facile  de  le  démon- 
trer, et  comme  nous  l'avons  déjà  l'ait  voir  à  regard  de  la  Formule  de 
Cardan. 

11.  Il  \  a  nue  remarque  importante  à  faire  touchant  cette  méthode  de 
.M.  Tschirnaus,  c'est  que,  dès  qu'on  a  trouve  les  valeurs  de  a,  de  //  el  de  v. 
on  ne  doit  pas  prendre  indifféremment  pour  x  une  des  racines  de  l'équa- 
tion supposée 

x2  —  b.r  —  a  —  y      ". 

III. 
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ainsi  que  l'Auteur  le  fait;  car,  pour  que  cela  fût  permis,  il  faudrait  que 
cette  équation  renfermât  deux  des  racines  de  la  proposée,  et  par  consé- 
quent que  b  fût  la  somme  de  ces  deux  racines:  or,  comme  il  n'y  a  pas 
plus  de  raison  pour  que  b  soit  la  somme  de  deux  quelconques  des  trois 
racines  de  la  proposée  que  de  deux  autres  quelconques,  il  s'ensuit  que  b 
devrait  avoir  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  y  a  de  manières  de  pren- 
dre les  trois  racines  deux  a  deux,  c'est-à-dire  trois  valeurs,  à  cause  que 

le  nombre  des  combinaisons  de  trois  choses   prises  deux  à  deux  est 

3  2 

-1—  =  3;  au  lieu  que  nous  avons  vu  que  la  quantité  b  n'a  que  deux  va- 
leurs, puisqu'elle  ne  dépend  que  d'une  équation  du  second  degré. 

L'esprit  de  la  méthode  que  nous  examinons  consiste  à  faire  en  sorte 
que  l'équation  supposée  ait  une  racine  commune  avec  la  proposée;  ainsi, 
quand  on  a  déterminé  les  valeurs  de  a,  b  et  y  en  sorte  que  cette  condi- 
tion ait  lieu,  il  faut  prendre  pour  la  valeur  de  x  celle  des  racines  de 

l'équation 

xl  —  bx  —  a  —  y  =  o, 

qui  sera  commune  a  l'équation  proposée 

x3  -+-  rnx2  -+-  nx  -+-  p  =  o  ; 

pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  chercher  le  plus  grand  diviseur  commun  de 
ces  deux  équations,  et  ce  diviseur,  où  x  sera  nécessairement  linéaire, 
donnera  une  valeur  de  x  qui  sera  aussi  une  des  racines  de  la  proposée; 
or  il  est  facile  de  comprendre  que  cette  valeur  de  x  ne  peut  être  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  en  éliminant  successivement  les  puissances  plus 
hautes  de  x  des  deux  équations  données. 

En  effet,  la  méthode  ordinaire  d'élimination,  suivant  laquelle  on  l'ait 
disparaître  successivement  les  plus  hautes  puissances  de  l'inconnue  en 
déduisant,  des  deux  équations  données  où  la  même  inconnue  se  trouve 
élevée  à  des  puissances  quelconques,  une  suite  d'autres  équations  où  le 
plus  haut  degré  de  l'inconnue  est  successivement  moindre,  jusqu'à  ce 
qu'on  arrive  à  une  équation  où  l'inconnue  ne  se  trouve  plus,  et  qui  est  le 
résultat  de  l'élimination;  cette  méthode,  dis-je,  revient  dans  le  fond  à  la 
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même  que  celle  qui  sert  à  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  quantités  qui  forment  les  premiers  membres  des  deux  équations 
données;  les  restes  que  l'on  aura  par  les  divisions  successives  qu'il  fau- 
dra faire  donneront,  étant  égalés  à  zéro,  les  mômes  équations  que  celles 
qui  proviennent  de  l'élimination;  le  dernier  reste  où  l'inconnue  ne  se 
trouve  plus  devra  être  égal  à  zéro  pour  que  les  deux  quantités  proposées 
aient  un  diviseur  commun  du  premier  degré,  lequel  sera  par  conséquent 
l'avant-dernier  reste  où  l'inconnue  ne  sera  que  linéaire;  de  sorte  qu'en 
égalant  aussi  à  zéro  cet  avant-dernier  reste  on  aura  une  valeur  de  l'in- 
connue qui  sera  la  racine  commune  des  deux  équations. 

Dans  l'Exemple  du  n°  10  les  équations  (A)  et  (B)  sont  celles  que  l'on 
aurait  en  faisant  égal  à  zéro  l'avant-dernier  et  le  dernier  reste;  par  con- 
séquent la  valeur  de  x  tirée  de  l'équation  f  A)  est  la  seule  qui  puisse  don- 
ner en  même  temps  une  racine  de  l'équation  proposée. 

12.  A  l'occasion  de  cette  remarque,  nous  croyons  devoir  encore  en 
faire  une  autre  touchant  la  manière  de  faire  en  sorte  (pie  deux  équations 
aienl  plus  d'une  racine  commune;  il  esl  évident  que  si  l'on  veut  qu'elles 
aient  deux  racines  communes  il  faudra  qu'elles  soient  divisibles  exacte- 
ment par  un  facteur  du  second  degré;  par  conséquent,  en  cherchant  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  quantités  qui  forment  les  premiers 
membres  des  équations  proposées,  dès  qu'on  sera  [nu-venu  à  un  reste  où 
l'inconnue  se  trouvera  au  second  degré,  il  faudra,  pour  (pie  ce  reste  soil 
un  diviseur  commun  des  deux  équations,  (pie  le  reste  suivant  soit  nul  de 
lui-même;  or  ce  dernier  reste  ne  renfermera  que  deux  termes,  l'un  où 
l'inconnue  ne  se  trouvera  pas,  et  l'autre  où  (die  se  trouvera  à  la  première 
dimension;  c'est  pourquoi  il  faudra  faire  chacun  de  ces  termes  en  parti- 
culier égal  ii  zéro,  ce  qui  donnera  deux  équations  contenant  les  condi- 
tions nécessaires  pour  qu'il  y  ait  dans  les  proposées  deux  racines  com- 
i s.  Ce  serait  la  même  chose  si  l'on  voulait  employer  la  voie  de  l'éli- 
mination; alors  il  faudrait  s'arrêtera  l'équation  où  l'inconnue  serait  au 
premier  degré,  el  vérifier  cette  équation  indépendamment  de  l'inconnue, 
ru  égalant  a  zéro  l'un  et  l'autre  (les  deux  tenues  dont  clic  sérail  compo- 
se,. 
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sée;  moyennant  quoi  l'équation  précédente  du  second  degré  renfermerait 
les  deux  racines  communes  aux  deux  équations  proposées. 

On  voit  par  là  comment  il  faudrait  s'y  prendre  pour  trouver  les  condi- 
tions qui  donnent  trois  racines  communes,  ou  davantage,  à  deux  équa- 
tions données;  mais  dès  qu'on  aura  trouvé  la  condition  nécessaire  pour 
que  ces  deux  équations  aient  une  racine  commune,  on  pourra  aisément 
en  déduire  celles  qui  rendront  deux  ou  plusieurs  racines  communes. 

Pour  cela,  supposons  que  les  deux  équations  données  qui  renferment 
une  même  inconnue  x  soient  représentées,  en  général,  par 

P  =  o     et     Q  =  o; 

si,  au  lieu  de  prendre  P  =  o,  je  prends  P  =y,  et  que  j'élimine  ensuite  x 
des  deux  équations,  j'en  aurai  une  en  y  que  je  représenterai  par 

y'"  4-  a  y""-'  4- .  .  .  4-  p  y2  4-  q  y  4-  r  —  o  ; 

or,  pour  que  les  deux  équations  P  =  o  et  Q  =  o  aient  une  racine  com- 
mune en  sorte  qu'elles  puissent  subsister  à  la  fois,  il  faut  que  y  ait  une 

valeur  égale  à  zéro;  donc 

r  =  o 

sera  la  condition  nécessaire  pour  l'existence  d'une  racine  commune  à  ces 
deux  équations;  mais  si  l'on  veut  qu'elles  aient  deux  racines  communes, 
alors  il  faudra  que  y  ait  deux  valeurs  égales  a  zéro;  par  conséquent  on 
aura  les  deux  conditions 

/■  =  o    et    q  :    0; 

de  même,  s'il  devaity  avoir  trois  racines  communes,  il  faudrait  que  jeùt 
trois  valeurs  égales  à  zéro,  ce  qui  donnerait  les  trois  conditions 

r  =  o,     q  =  o    et    p  =  o, 
et  ainsi  de  suite. 

Je  remarque  maintenant  que  pour  changer  l'équation  P  =  o  en  P  =  y, 

ou  P —  y  =  o,  il  n'y  a  qu'à  diminuer  le  dernier  terme  de  l'équation 

P  =  o  de  la  quantité/;  de  sorte  que  si  l'on  suppose 

P  =  x"  4-  xx"~'  4- ...  4-  p, 
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il  n'y  aura  qu'a  écrire  p  —  y  à  la  place  de  p;  or  l'équation 

y'"  -4-  a  y"'-*  -+- .  .  .  +  />  r2  4-  J7*  -4-  r  =  o 

est  celle  qui  résulte  de  l'élimination  de  ce  dans  les  deux  équations  P=  y 
et  Q  =  o  (hypothèse);  par  conséquent,  en  y  faisant  y=o,  l'équation 
r=o  sera  celle  qui  résultera  de  l'élimination  de  x  dans  les  équations 
P  —  o  etQ  =  o;  donc,  ayant  l'équation  r=o,  il  n'y  aura  qu'à  y  substi- 
tuer p  —  y  à  la  place  de  p  pour  avoir  immédiatement  l'équation 

y"'  -+-  ay'"-'  -t- . . .  -+-  py1  +  qy  -+-  /•  =  o  ; 

mais  on  sait  (jue  si  /•  est  une  fonction  de  p  et  qu'on  veuille  y  substituer 
p  —  y  à  la  place  de  p,  on  aura,  en  employant  les  différentiations,  la  trans- 
formée 

dr  i   d3r    „  i      d*  r 

r~'dPr+?.dyr~7^  ^r3  +  --'; 
donc  on  aura,  par  la  comparaison  des  termes, 

dr  i   d*r 

d'où  je  tire  cette  conclusion,  que  si 

/•  =  o 

est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  équations  P  =  o  et  Q  —  o  aient 
une  racine  commune,  on  aura,  pour  les  conditions  de  deux  racines  com- 
munes, 

dr 

/•  —  o     et     ~r-  =    o; 
do 

pour  trois  racines  communes, 

dr  dr 

et  ainsi  de  suite,  p  étant  le  dernier  tenue  de  l'une  des  équations  pro- 
posées. 
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13.  Il  est  clair  au  reste  que  les  racines  de  l'équation  en  y  ne  sont  autre 
chose  que  les  valeurs  de  P  qui  résultent  en  substituant  à  la  place  ôe  x 
chacune  des  racines  de  l'autre  équation  Q  —  o,  que  nous  désignerons 
par  x',  x",  ce'",...;  donc,  si  l'on  suppose  que  P',  P",  P",...  soient  les  va- 
leurs de  P  qui  viendraient  de  ces  substitutions,  c'est-à-dire  où  l'on  aurait 
mis  ,r',  x",  x" ',...  à  la  place  de  x,  on  aura 

±r=P'P"P"'...; 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  /•  —  o,  résultante  de  l'élimination  de  l'in- 
connue x  des  deux  équations  P  =  o  et  Q  —  o,  n'est  autre  chose  que  le 
produit  de  toutes  les  équations  particulières 

P'=o,     P"=ro,    P'"=o,...; 

or  ce  produit  P'P"P'"...  peut  toujours  se  trouver  sans  connaître  les  ra- 
cines de  l'équation  Q  =  o,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  en  con- 
sidérant que  le  produit  en  question  demeurera  toujours  le  même,  quel- 
que permutation  qu'on  y  fasse  entre  les  racines  x',  x",  x'",...,  c'est-à-dire 
entre  les  quantités  P',  P",  P'",...  qui  sont  des  fonctions  semblables  de  ces 
racines;  de  sorte  qu'il  doit  être  donné  par  une  équation  linéaire  et  sans 
extraction  de  racines.  En  effet,  les  multiplications  des  quantités  P',  P", 
P'",...  étant  faites,  on  trouvera  toujours  que  les  différentes  fonctions 
dex',  x",  x'",...  qui  entreront  dans  le  produit  total  seront  exprimables 
par  les  seuls  coefficients  de  l'équation  Q  =  o,  dont  x',  x",  x'",...  sont  les 
racines.  On  peut  consulter  là-dessus  V Introduction  à  l'Analyse  des  lignes 
courbes  de  M.  Cramer,  où  l'on  trouvera  des  règles  pour  calculer  toutes  les 
fonctions  dont  il  s'agit,  et  avoir  par  conséquent  la  valeur  du  produit 
P'P'P  . ..;  nous  avons  aussi  traité  ce  sujet  dans  un  Mémoire  particulier, 
où  nous  avons  donné  des  formules  générales  pour  trouver  immédiate- 
ment la  valeur  du  même  produit,  sans  passer  par  les  différentes  opéra- 
tions que  la  méthode  de  M.  Cramer  exige  (*);  ainsi  nous  ne  nous  arrête- 
rons pas  davantage  là-dessus.  Nous  nous  contenterons  seulement  de  re- 

(*)  (JE livres  de  Lagrange ,  t.  III,  p.  1 4 1  - 
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marquer  que,  de  ce  que  l'équation  résultante  de  l'élimination  de  x  par 
le  moyen  des  équations  P  =  o  et  Q  =  o  peut  être  représentée  par 

P'P"P'"...  =  o, 

il  s'ensuit  que  cette  équation  doit  être  telle,  que  les  coefficients  de  l'équa- 
tion P  =  o  y  forment  partout  des  produits  d'autant  de  dimensions  qu'il  y 
a  de  quantités  P',  P",  P'",...  ou  de  racines  x',  x",  x'",...  dans  l'équation 
Q  =  o,  c'est-à-dire  autant  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  degré  de  cette  der- 
nière équation;  il  en  sera  de  même  des  coefficients  de  l'équation  Q  =  o, 
qui  devront  former  partout  dans  la  même  équation  résultante  de  l'élimi- 
nation des  produits  d'autant  de  dimensions  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'expo- 
sant du  degré  de  l'autre  équation  P  =  o. 

14.  D'où  l'on  peut  conclure,  en  général,  que,  suivant  la  méthode  de 
M.  Tschirnaus,  on  aura  toujours  une  transformée  en  y  du  même  degré 
que  l'équation  proposée,  et  que  dans  cette  transformée  les  quantités  y. 
a,  b,  c,...  (y  compris  l'unité,  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  r 
dans  l'équation  supposée)  formeront  partout  des  produits  du  même 
nombre  de  dimensions,  c'est-à-dire  d'autant  de  dimensions  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  degré  de  la  proposée. 

Ainsi,  supposant  que  l'équation  proposée  dont  x  est  l'inconnue  soit 
du  degré  m,  et  qu'on  prenne  une  équation  subsidiaire  telle  que 

y  ■+■  a  -f-  bx  -t-  ex2  -+- .  .  .  =  xr, 

on  aura  une  transformée  en  y  du  degré  m  qui,  étant  représentée  par 

sera  telle  que  le  coefficient  A  sera  une  fonction  linéaire  de  a,  b,  <■ 

que  le  coefficient  B  sera  nue  fonction  de  deux  dimensions  des  mêmes 
quantités,  que  le  coefficient  C  en  sera  une  de  trois  dimensions,  et  ainsi 
de  suite. 

Et  en  général  le  coefficient  du  terme  ntime  sera  toujours  une  fonction 
rationnelle  el  entière  i\c  a,  b,  c —  de  n  —  1  dimensions.  Ainsi,  prenant 
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autant  d'indéterminées  a,  b,  c,...  qu'il  y  a  de  termes  à  faire  disparaître, 
il  est  clair  que  pour  faire  disparaître  le  second  terme  on  n'aura  qu'à 
résoudre  une  équation  du  premier  degré  à  une  seule  inconnue;  pour 
faire  disparaître  le  second  terme  et  le  troisième  il  faudra  résoudre  deux 
équations  à  deux  inconnues,  l'une  du  premier  degré  et  l'autre  du  second, 
ce  qui  donnera  toujours  une  équation  finale  du  second,  comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut;  pour  faire  disparaître  le  second  terme,  le  troisième 
et  le  quatrième,- on  aura  à  résoudre  trois  équations  a  autant  d'inconnues, 
dont  l'une  sera  du  premier  degré,  la  seconde  du  second  degré  et  la  troi- 
sième du  troisième  degré,  en  sorte  que  l'équation  finale  sera,  en  général, 
du  degré  1.2. 3'=  6. 

En  général,  pour  faire  disparaître  à  la  fois  les  termes  p'ème,  qie'ne, 
rieme,...,  on  aura  à  résoudre  autant  d'équations  qu'il  y  aura  de  ces 
termes,  avec  un  même  nombre  d'inconnues,  et  ces  équations  seront  des 

degrés  p  —  1 ,  q  —  1 ,  r  —  1 , en  sorte  que  l'équation  finale  montera,  en 

général,  au  degré  (p  —  1)  (q  —  1)  (r —  1) Donc,  pour  chasser  par  cette 

méthode  tous  les  termes  intermédiaires  de  la  transformée 

en  sorte  qu'elle  se  réduise  à  la  forme  y"1  +  M  =  o  qui  est  toujours  réso- 
luble, on  tombera,  en  général,  dans  une  équation  du  degré  1.2. 3..  Jm — 1), 
qui  sera  par  conséquent  toujours  plus  haut  que  le  degré  m  de  la  propo- 
sée, excepté  le  seul  cas  où  m=  3. 

15.  Revenons  maintenant  à  la  résolution  du  troisième  degré  trouvée 
d'après  la  méthode  de  M.  Tschirnaus,  et  voyons  à  priori,  et  indépendam- 
ment de  la  théorie  de  l'élimination  que  nous  venons  d'expliquer,  la  raison 
pourquoi  cette  méthode  conduit  directement  à  une  réduite  du  second 
degré,  tandis  que  la  méthode  ordinaire  mène  à  une  réduite  du  sixième. 
Pour  cela  je  considère  l'équation  subsidiaire 

x''  =  bx  -+-  a  -+-  y, 
dans  laquelle  y  doit  être  déterminé  par  une  équation  du  troisième  degré 
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à  deux  termes  telle  que 

y3  -+-  C  =  o, 

dont  les  racines  sont 

y  =  —  ^C,     y  —  —  x  J/C,     y  =  —  «a  ^C  ; 

et  je  remarque  que  ces  trois  racines  devant  répondre  aux  trois  valeurs 
de  x  qui  sont  les  racines  de  la  proposée 

x3  -+-  m.r2  -I-  au:  -f-  p  =  o, 

on  aura  donc,  en  désignant  ces  dernières  racines  par  x',  x",  x'",  les  trois 
équations  suivantes 

|  x'1  =-  bx'  -+-  a  —  y/C, 
C  '  x"2=zbx"^   a  —  <x  v'C,       . 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  a  et  b,  après  avoir  chassé  \C;  pour 
cet  effet,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  ensemble  les  trois  équations  dont  il  s'agit, 
après  avoir  multiplié  la  seconde  par  a  et  la  troisième  par  y2;  car  on  aura, 
;i  cause  de  a*  =  a  et  de  i  -+-  y.  +  a2  =  o,  comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut, 
on  aura,  dis- je, 

x'1  ■+  xx'"  H    x2x'"<  =  b  i  X'  -\    xx"  ■+  a'.r"    , 

d'où  l'on  tire 

x'2-h  xx"' -h  x'x'"- 


XX    -+-  x'x 


Cette  expression  de  A  doit  nous  l'aire  juger  immédiatement  du  degré 
de  l'équation  par  laquelle  la  quantité  b  doit  être  déterminée;  en  effet,  il 
esl  clair  que  cette  équation  doit  avoir  autant  de  racines  qu'il  peut  \  avoir 
de  valeurs  de  b:  or  les  différentes  valeurs  de  b  ne  peuvenl  venir  que  des 
permutations  qu'on  peut  faire  entre  les  racines  »  .  ■>' .  x  :  el  ces  permu- 
tations sont  au  nombre  de  six,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  pins 
haut  [voyez  les  q°'  (>  el  suivants,  <>n  l«>  lettres  a.  b,  <■  désignent  les 
mêmes  quantités  qui  sonl  nommées  ici  .*•',  x",  a  ;  ainsi  lu  quantité  b 
lit.  3o 
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pourra  avoir  en  tout  six  valeurs,  qui  seront 


x  *  -1-  otx  2  -f-  a'x  ' 

f  +  «"  +  a'/  ' 

x'2  +  ocx'"2  -4-  a2^"2 

!c"-h<xx"'+aix'  ' 

x"2-l-  aa?'2  +  a2.r"'2 
\r"-4-a.r'-f-a2.r'"  ' 

/Hw'^  a2x"2 
'V'+aar'  +  «2x'r  ' 

x'"2-h  k"!+  a2x'2 


.r'"-f-  a.r  -f-  oc-x' 


"5 


de  sorte  que,  généralement  parlant,  l'équation  en  b  devrait  être  du 
sixième  degré;  mais  j'observe  que  des  six  valeurs  précédentes  la  pre- 
mière, la  troisième  et  la  cinquième  sont  égales,  ainsi  que  la  seconde,  la 
quatrième  et  la  sixième.  En  effet,  en  multipliant  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur de  la  première  par  a,  ce  qui  ne  la  change  pas,  elle  devient  la 
cinquième,  a  cause  de  o?  =  i  et  de  x*  =  y.\  et  multipliant  par  a2,  elle  de- 
vient la  troisième;  de  même,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la  seconde 
par  «,  on  aura  la  quatrième,  et  en  multipliant  par  a2,  on  aura  la  sixième. 
Donc  l'équation  en  b  du  sixième  degré  aura  nécessairement  trois  racines 
égales  entre  elles  et  trois  autres  aussi  égales  entre  elles;  ce  qui  l'abaissera 
au  second  degré,  puisqu'elle  ne  pourra  être  que  le  cube  d'une  équation 
du  second  degré;  et  voilà  pourquoi  la  quantité  b  est  donnée  simplement 
par  une  équation  du  second  degré,  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus  (10;. 
A  l'égard  de  la  quantité  a,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  trois  équa- 
tions (C),  on  aura,  à  cause  de  i  -h  a  -h  a2  =  o, 

x'2  -4-  x"2  -+-  x'"'  =  b  { x'  -4-  x"  -+-  x'"  )  -■-  3a; 
mais  on  a 

x'  -4-  x"  -f-  x'"  =  —  m     et     x'2  -h  x"'-  -+-  x'"2  =  m2       xn  : 


donc 


m1  —  in  —  —  bm   !    3a, 
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et  de  là 

bm  h-  m3  —  in 

de  sorte  qu'en  connaissant  la  valeur  de  h  on  connaîtra  aussitôt  celle  de  a. 
16.   La  formule 

x'*  +  K"!  -4-  0?x'"' 


x'  -+-  ocx"  -f-  a2  x" 


qui  exprime  la  valeur  de  b,  est  doue  très-remarquable  en  ce  que,  quelques 
permutations  qu'on  y  fasse  entre  les  quantités  ce',  x",  or'",  elle  ne  peut  que 
demeurer  la  même,  ou  se  changer  en  cette  autre-ci 

a?'1  H-  ocx'"' -h  x2x"\ 
x'  -+-  ocx'"  -h  oe'-x" 

•  le  sorte  que  ces  deux  quantités  ne  peuvent  cire  que  les  racines  d'une 
équation  du  second  degré;  on  pourrait  trouver  à  priori  cette  équation 
en  cherchant  la  somme  et  le  produit  des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  et 
il  en  résulterait  après  le  calcul  achevé  une  équation  telle  que  l'équation 
en  h  qu'on  a  trouvée  plus  haut  (10; . 

On  peut  encore  remarquer  que  si  l'on  multiplie  ensemble  les  deux  dé- 
nominateurs 

x'  4-  ocx"  -4-  y?x'"     et     x'  -f-  ocx'"  -\-  aïx'  , 
un  aura  pour  produit 

x"'-'    x"1   ■    x""    '      y.        x"     x'x"        V'x>     •    x".r"'   ; 
mais 

/  r"* -t- a?"' =  m»  —  2  n,     x'x'       >   <"'      x"x*       n     el    a  -f-  a'  i; 

de  sorte  que  ce  produit  deviendra  m1  -  3n.  De  plus,  si  l'on  multiplie  le 
numérateur 

x>*+  ax"2-\    a2x'"J 

par  le  dénominateur 

Z'  +  OtA  >    '". 
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on  aura  pour  produit  la  quantité 

x'3  -t-  x"3  +  x'"3  +  a  i  x'2x'"  -f-  x"2.r'  +  .r'"2.r"  )  +  a2  (  .r'2.r"  4-  x'nx"'  -4-  .r'"2  .r'   . 

laquelle  (à  cause  que  a?',  x",  x'"  sont  les  mêmes  racines  que  nous  avons 
nommées  ailleurs  a,  b,  c)  se  réduit  (7)  à 

L  —  6x'x"x"'-hocM  +  *2N, 

ou  bien  à 

L  +  6/)  +  aM  +  a2N, 

puisque  x'x"x'"  =  —  p\  de  sorte  que  la  fraction 

x'2  +  «"'+  a2Jf'"2 


X'  +  £«"+  0C2X"' 

deviendra,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  par  x '  -h  a.x'"  +  c/}x",  celle-ci 

L  +  6/>  +  aM  +  a2N_ 
m2  —  3« 

et  de  même  l'autre  fraction 

x'2  -f-  ax'"2  -I-  a2.r"2 


x'  -+-OCX'"-h  0L2X" 

deviendra,  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  par  .r'+  <xx"-\-  a2x'\ 

L-\-d>p  -+-  aN  -4-  a2M 
m2  —  3  « 

Mais  dans  le  numéro  cité  on  avait 

r3  =  L  -f-  3aM  -+-  3a2N     et     s3  =  L  -\-  3«N  -h  3a!M  ; 


donc 


;.3  L  g3  [^ 

«M  +  a!N  =  — = —     et      aN  +  a!M 


3  —-«.--  3 

par  conséquent  les  deux  fractions  dont  il  s'agit  seront 

/•3  -i-  2L  -+-  i8/>  s3  -i-  ih  -f-  i8/^ 

3  (/h2  —  3«i"  3im2— 3«)    ' 
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ou  bien  (8) 

z' -i- 2.L -h  i8p  z"-+-  2.L  -+-  i8/> 

3(m2—3n)        Gt        3(m2-3«)    ' 

z'  et  z"  étant  les  racines  de  l'équation 

z2  -+■  (2m3  —  gmn  -+-  27^)  z  -h  (m2  —  3n)3  =  o 

qui  est  la  réduite  que  donne  la  méthode  de  Cardan. 

Ce  qui  fait  voir  clairement  la  liaison  et  l'analogie  de  cette  méthode 
avec  celle  de  Tschirnaus. 

17.   L'expression  de  ce  trouvée  (10)  d'après  la  méthode  de  Tschirnaus 
peut  se  mettre  évidemment  sous  cette  forme 


X 


f+sr 

I,  -4-  y 


f,  g  et  tétant  des  indéterminées  et  y  la  racine  d'une  équation  du  troi- 
sième degré  à  deux  termes  telle  que 

y'  -f-  h  =  o. 

Ainsi  il  n'y  aurait  qu'à  éliminer  y  par  le  moyen  de  ces  deux  équations, 
dont  la  première  donne 

f-kx 

x — g 

ce  qui  étant  substitué  dans  la  seconde,  il  vient 

II   4  —  r  O, 


X 


équation  du  troisième  degré  qu'on  pourra  comparer  avec  la  proposée; 
et  celte  comparaison  servira  à  déterminer  les  quantités/,  g,  k,  />,  dont 
une  restera  arbitraire  el  pourra  être  prise  à  volonté. 

Cette  méthode  de  résoudre  les  équations  (\\\  troisième  degré  a  déjà  été 
employée  par  M.  Bezoul  dans  un  excellent  Mémoire  qu'il  a  donne  sur 
cette  matière  dans  le  volume  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de 
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Paris,  pour  l'année  1762,  et  dans  lequel  l'Auteur  a  fait  un  usage  utile 
et  heureux  de  ces  substitutions  pour  résoudre  une  classe  très-étendue 
d'équations  de  tous  les  degrés.  Nous  nous  contenterons  de  remarquer  ici 
que  si  l'on  voulait  savoir  d'avance  ce  que  l'on  peut  se  promettre  des  sub- 
stitutions dont  il  s'agit  pour  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  à  priori  le  degré  et  la  forme  de  l'équa- 
tion qui  donnera  l'un  des  coefficients/,  ou  g,  etc.;  pour  cela  on  consi- 
dérera que,  puisque  j3  -+-  h  =  o,  on  aura  ces  trois  valeurs  de  y,  savoir 
—  \Jh,  —  <x\h,  —  a2 y/A,  lesquelles  étant  substituées  dans  l'expression  de 

.._  f+gr 


k-hy 

donneront  les  trois  valeurs  de  x,  savoir  a;',  x",  x'". 
Ainsi  prenant  l'équation 

ou  bien 

kx~f  +  {x  —  g)  y  =  o, 

on  en  déduira  ces  trois-ci 

hx'  —f—   {X1  —  g)  "y/Il  =  O, 

kx"  —  f —  a.  (x"  —  g)  sj h  =  o. 
hx'"-  f  —  a'ix'"  —  g)ï/h  =  <j, 

qui  étant  d'abord  ajoutées  ensemble  donnent,  à  cause  de  x'-\- a?"— x"  =  —  m 
et  î  -f-  a  -t-  a2  =  o, 

mk  -f-  3/'-f-  { x'  -+-  acx"  -+-  o?x'"  \  J h  —  o; 

de  plus,  multipliant  la  seconde  par  a  et  la  troisième  par  or,  et  les  ajou- 
tant ensuite  toutes  trois  ensemble,  on  aura 

h    x'  -f-  ccx"  -+-  a'x'"    —  ( x'  -h  x2x"  -f-  xx'"  1 1  li  =  o. 

Celle-ci  donne 

».-r k  (  x'  -+-  cl  x"  -f-  ofx" 

V         _         X'  -+-  £(/+?/"  ' 
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et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  première,  on  aura  en  divisant 

par  k 

if       (x'-hax"  +  aix'"y 

k  x'  -+-  ax' "-+-  a2x" 

d'où  l'on  tire 

f  _         m         x'  -f-  ax"  4-  a3x'"  ' 
~k~~J~  3T.r'  -+-  ax'"  -h  cTx*  ' 

11  est  d'abord  facile  de  voir  par  cette  expression  que  la  quantité  j-  ne  peut 

avoir  que  deux  valeurs  différentes,  et  que  par  conséquent  elle  ne  pourra 
être  donnée  que  par  une  équation  du  second  degré;  car  la  fraction 

(  x'  -f-  ax''  -+-  a2x'"  ? 


x'  +ax'"+a2x" 

ne  peut  que  demeurer  la  même,  ou  se  changer  dans  la  fraction 

r'  -*-ax"'-\-a2x")2 
x'  +ax"+a2xm    ' 

en  faisant  telle  permutation  que  l'on  voudra  entre  les  trois  racines  .r. 
x",x'".  C'est  ce  qu'on  comprendra  encore  plus  aisément  en  multipliant 
le  haut  et  le  bas  de  la  première  fraction  par 

X'  ■+■  OLX"  -f-  tt?x'", 

et  le  haut  et  le  bas  de  la  seconde  par 

x' -h  eux'"  -■    x2x"; 
car  alors  elles  deviendront  '16) 

(  x'  -+-  ax"  +  a\r  x'   h  ax'"  -f-  a1  x"  ' 

ni1  —on  m2  —  3  n 

c'est-à-dire  (7) 

/•  '  .$' 

el 


oïl    1 1 1  •  '  1 1 


m'  —  3«  m2       \n 


m2—  -5/j  m'        .// 
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f 
de  sorte  que  les  deux  valeurs  de  v  seront 


m  z  m 

et 


3        3  (  m2  —  3  «  ]  3         Z   m1  —  3  « 

z'  et  z"  étant  les  racines  de  l'équation  en  z  donnée  ci-dessus. 

18.   Reprenons  l'expression  de  x 

f+gr 


k+y 

et  comme  y  est  un  radical  donné  par  l'équation  yz-hh=  o,  faisons  éva- 
nouir ce  radical  du  dénominateur  k-hy  en  multipliant  le  haut  et  le  bas 
de  la  fraction  par  k2  —  ky-\-y2,  ce  qui  la  changera  en  celle-ci 

k>f  +{k>g -kf)y  +  (f-  kg) r  +  gj " 


h 3  -+-  y3 

c'est-à-dire,  en  substituant  —  h  à  la  place  de yi, 

hîf-  llg  +{lrig-kf)y-h(  f-  kg\  r 
1?-h 

quantité  qu'on  peut  réduire  a  cette  forme  plus  simple 

a  -r  by  -f-  cy\ 

<le  sorte  que  l'on  aura,  en  général, 

x  =  a  -+-  by  -h  cy-, 

a,  b,  c  étant  des  coefficients  indéterminés  et  v  ht  racine  d'une  équation 
du  troisième  degré  a  deux  termes  telle  que  j:1  +A  =  o. 

Cette  expression  de  x  est  la  même  que  MM.  Eu  Ici'  et  Bezout  ont  adoptée 
pour  exprimer  les  racines  des  équations  du  troisième  degré,  et  que  ces 
Auteurs  croient  pouvoir  étendre,  en  général,  aux  équations  de  tous  les 
degrés.  Voyez  les  Nouveaux  Commentaires  de  Pètersbourg ,  tome  IX.  et 
les  Mémoires  de  i Académie  des  Sciences  de  Paris,  pour  l'année  i  'jGj. 

Pour  résoudre  donc  les  équations  du  troisième  degré  d'après  cette  me- 
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thode,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  y  par  le  moyen  des  deux  équations 

x  =  a  +  by  -+-  cy*     et     y3  ■+-  h  =  o, 

ce  qui  donnera  nécessairement  une  équation  en  x  du  troisième  degré, 
comme  on  peut  s'en  assurer  par  la  théorie  de  l'élimination  que  nous 
avons  donnée  plus  haut;  cette  équation  étant  ensuite  comparée  terme  à 
terme  avec  la  proposée  donnera  trois  équations  par  lesquelles  on  pourra 
déterminer  trois  des  quatre  indéterminées  a,  b,  c,  h,  la  quatrième  pou- 
vant être  prise  a  volonté.  M.  Bezout  fait  d'abord,  pour  plus  de  simpli- 
cité, A—  —  i  ;  mais  M.  Euler  conserve  dans  le  calcul  toutes  les  indéter- 
minées, et  il  prend  ensuite  égale  à  l'unité  celle  qui  lui  parait  devoir 
donner  un  résultat  plus  simple;  c'est  toute  la  différence  qui  se  trouve 
entre  les  procédés  de  ces  deux  Auteurs. 

19.  Pour  apprécier  cette  méthode  à  priori,  nous  allons  chercher 
d'après  nos  principes  la  forme  et  le  degré  des  équations  finales  qui  ser- 
viront à  la  détermination  des  coefficients  a,  />,...:  et  comme  l'équation 
y3-{-h  =  o  donne  les  trois  racines  —\7i,  -  y\h,  —  y.-\li,  il  est  clair 
qu'on  aura  sur-le-champ  les  trois  équations 

x'  =  a  —  b  y  h  -+-  c  \Jh2, 
x"  a  —  xb  ^'7i  ■+-  a2c'y  h2, 
XMz     a  —ot*bï/7l  -4-  xcs  Ir. 

qui  étanl  ajoutées  ensemble  donneront  d'abord 

a  =  x'  +  x"  -+-  x"1        -  m  ; 

ensuite,  multipliant  la  seconde  par  «a,  la  troisième  par  c/  el  les  ajoutant 
Imites  trois,  on  aura 

.r'-f    yrr      ■     y  ,  \U  \  //: 

colin,  multipliant  la  seconde  par  y.  la  troisième  par  v2  el  les  ajoutant  de 
même,  on  aura 

'     -4-  <xx"  -\    y    i  '<c  \  h 

III.  3. 
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Si  l'on  fait  h  =  —  i ,  on  aura 


.        x'+  xx'"-hx2x" 
h  = 3 ' 

x'  -\-  OLX"  -+-  X2x'" 

c  = 3 

Or  ces  expressions  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  trouvées 
plus  haut  pour  les  racines  de  la  réduite  du  troisième  degré  d'après  la 
règle  de  Cardan;  de  sorte  qu'on  peut  conclure  d'abord  que  les  quantités 
b  et  c  seront  données  par  une  même  équation  du  sixième  degré  résoluble 
à  la  manière  de  celles  du  second,  et  qui  sera  (5j 

/  mn        2m3\  i    /  m'\3 

c'est  aussi  ce  que  M.  Bezout  a  trouvé  d'après  son  calcul. 

Mais  si,  au  lieu  de  supposer  avec  M.  Bezout  A=  —  i,  on  t'ait  avec 
M.  Euler  b  =  i ,  on  aura 

x'  ■+-  xx'" -{-  oilx"=  —  Z\j h      et     x'  +  xx" -+-  z2x'"=  3c  y  fi'; 

la  première  étant  élevée  au  cube  donnera 

—  h—  —  (x' -+-  xx'" -+-  x2x" ;\ 
27 

ou  bien,  en  adoptant  les  dénominations  du  n°  8, 

—  /*  —  —  —  — 

27       27 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  la  quantité  —A  sera  donnée  par  une  simple 

équation  du  second   degré,   dont   les  racines  seront  —  et   — ■    Ayant 

27         27 

trouvé  h,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  la  première  équation  par  la  seconde 

pour  avoir 

—  ijc/l  ==  [x'  -h  xx"  -+-  x2x'"  )  1  x'  -+-  xx'"  4-  x2 x"  , 

ce  qui  se  réduit    16    à 

—  (  )  ch  =  m2  —  3  /; , 
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d'où 

3  m  —  m' 


9/l 

20.  Telles  sont  les  principales  méthodes  qu'on  a  trouvées  jusqu'à 
présent  pour  résoudre  les  équations  du  troisième  degré.  Par  l'analyse 
que  nous  venons  d'en  faire  il  est  visible  que  ces  méthodes  reviennent 
toutes  au  même  pour  le  fond,  puisqu'elles  consistent  à  trouver  des  ré- 
duites dont  les  racines  soient  représentées  en  général  par x' -h txx"-h «2 x'", 
ou  par  {x  +  xx"-h  xix'") \  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  par  des 
quantités  proportionnelles  à  celles-ci.  Dans  le  cas  où  la  racine  de  la 
réduite  est  x '-+-  xx"-h  orx'",  cette  réduite  est  du  sixième  degré,  résoluble 
à  la  manière  du  second  parce  qu'elle  ne  renferme  que  la  troisième  et  la 
sixième  puissance  de  l'inconnue.  Nous  en  avons  donné  la  raison  dans  le 
n°  6.  Dans  l'autre  cas,  où  la  racine  de  la  réduite  est  [x'-\-  xx"-\-  a2x'")3, 
cette  réduite  ne  peut  être  que  du  second  degré,  ce  qui  suit  nécessaire- 
ment du  cas  précédent,  et  que  nous  avons  aussi  démontré  d'une  manière 
directe  (9). 

21.  Avant  de  terminer  cette  Section  nous  dirons  un  mol  de  la  résolu- 
tion de  l'équation 

X3  —  I  =  o, 

dont  nous  avons  supposé  les  racines  i ,  a  et  |3;  et  nous  ferons  en  même 
temps  quelques  remarques  sur  la  résolution  générale  de  l'équation 

x"  —  I  =  o, 

lesquelles  pourront  nous  être  utiles  dans  la  suite. 

Il  e>l  (l'abord  clair  que  l'unité  esl  une  des  racines  de  l'équation 
x:i  —  i  =  o,  de  sorte  que  pour  trouver  les  deux  autres  il  n'y  aura  qu'à 
diviser  d'abord  cette  équation  par  x  —  i ,  ce  qui  donnera  celle-ci 

'  X  -(-  I  =  o, 

d'où  l'on  tire 

_-i±v      ; 


2 


il. 
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Ainsi  l'on  aura 

—  i  -+-  v  —  3             0       —  i  —  J—  3 
a  =  -       — "—         et     fl  =  — * , 

2  2 

ft  il  est  facile  de  se  convaincre  que  |3  est  en  effet  égal  à  cr,  connue  nous 
l'avons  déjà  trouvé  à  priori;  car  faisant  le  carré  de  «  on  a 

i  —  2  sj—  3  —  3 —  i  —  y/—  3 ft 

~T~  r         2~       - p' 

En  général,  soit  l'équation  à  deux  termes 

x"  —  i  =z  o  ; 

on  remarquera  d'abord  que  si  n  est  un  nombre  composé,  en  sorte  que 
n—pq,  la  résolution  de  cette  équation  se  réduira  toujours  à  celle  de 
deux  équations  semblables,  l'une  du  degré/)  et  l'autre  du  degré  q.  Car, 
faisant  xq  —y,  on  aura  x"  =yp,  et  par  conséquent 

y  - 1  =  o. 

Supposons  donc  qu'on  ait  résolu  cette  équation  du  degré  p  et  que  y.  soit 
une  des  racines,  on  aura  ensuite 

xi —  a  =  o, 

ou  bien,  faisant  x  =  t'{a, 

t'i  —  i  =  o  ; 

et  cette  nouvelle  équation  étant  résolue,  on  aura  la  valeur  de  /  et  par 
conséquent  celle  de  x. 

De  là  on  voit  que  la  difficulté  de  résoudre  l'équation  x"  —  i  =  o,  lors- 
que n  est  un  nombre  composé,  se  réduit  à  résoudre  autant  de  pareilles 
équations  que  n  a  de  facteurs  simples,  et  dont  les  degrés  soient  ces 
mêmes  facteurs  de  n. 

Ainsi  toute  la  difficulté  consiste  à  résoudre  l'équation  x"  —  i  =  o  lors- 
que n  est  un  nombre  premier. 

Considérons,  en  général,  le  cas  où  n  est  impair,  en  sorte  que  l'équa- 
tion à  résoudre  soit 

xip+i  _  ,  _  o; 
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puisque  l'unité  est  toujours  une  des  valeurs  de  x,  on  pourra  diviser  par 
a?—  i,  et  le  quotient  sera 

x-v  -+-  x1P~i  +  x2p~2  -h  .  ■  .  -+-  X2  -f-  X  -f-  i  —  O. 

Or  cette  équation  qui  est  du  degré  ip  peut  toujours  s'abaisser  au  degré p, 
car,  en  la  divisant  par  xp  et  mettant  ensemble  les  termes  qui  sont  égale- 
ment éloignés  de  celui  du  milieu,  on  aura 

ii  ii 

x?  -\ h  xr~'  H h  .  .  .  +  x2  H -h  x  -\ h  i  —  o. 

xp  xP~l  x2  x 


Qu'on  fasse  x  -\ =  y  et  élevant/  au  carré,  au  cube,  etc.,  on  trouvera 

y2  r=  X2  H -f-  2,       y3  =  X3  H +3lH )  ?  •  •  •  : 

x2  J  x3  \         x  ) 

—  =y2—i,      x9  H =  y3 — 3 y. 


donc 

i 

X 


et,  en  général, 

i  /■  /■  —  3 1  r[r  —  4)  (r—  5) 

en  ne  continuant  la  série  que  tant  que  l'on  aura  des  puissances  positives 
(Je  y. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  l'équation  ci-dessus,  on  aura  une 
transformée  en  y  où  toutes  les  puissances  dey  seront  positives  et  où  la 

plus  haute  sera  v7',  de  sorte  que  l'équation  ne  sera  plus  que  du  degré//'"". 
Donc,  si  l'on  peut  résoudre  cette  dernière  équation,  on  aura  /;  valeurs 
dey,  dont  chacune  donnera  ensuite  deux  valeurs  de  x  parla  résolution 
de  l'équation  quadratique 

x2  —  x  y  -f-  i       o  ; 

moyennant  quoi  on  aura  ?./>  valeurs  de  r.  auxquelles  joignant  la  pre- 
mière racine  x       l,  on  aura  toutes  les  racines  de  l'équation 

.r2/""  -•  i  =  o. 

\insi  l'on  pourra  avoir  par  l'extraction  de  la  seule  racine  carrée  les 
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racines  des  équations 

x2  —  i  =  o,     x3  —  i  —  o     et     x*  —  i  =  o  ; 

par  conséquent  on  pourra  résoudre  de  même  toute  équation 

X"  —  I  =  o, 

lorsque  ii  ne  contiendra  d'autres  facteurs  simples  que  2,  3  et  5,  c'est-à- 
dire  lorsque  n  sera  de  la  forme  2A.3*\5V.  En  admettant  la  résolution  des 
équations  du  troisième  degré,  on  pourra  résoudre  encore  l'équation 


X1  —  I  =  o, 


et  par  conséquent  toute  équation 


x"  —  1  =  0, 


lorsque  n  sera  de  la  forme  2' .  3<\  5V.  7°. 

Mais  on  ne  saurait  aller  plus  loin,  puisque,  le  nombre  premier  qui 
suit  7  étant  n,  il  faudrait  pouvoir  résoudre  l'équation 

xu  —  1  =  o, 

ce  qui  demanderait  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

Cependant  on  peut  toujours  exprimer  les  racines  de  toute  équation 
x"  —  1  =  o,  quel  que  soit  n,  par  la  division  de  la  circonférence  du  cercle 
en  n  parties,  comme  on  le  verra  ci-après. 

22.   La  méthode  que  nous  avons  employée  pour  abaisser  l'équation 

au  degré/;  peut  s'appliquer,  en  général,  à  toute  équation  d'un  degré  pair, 
et  où  les  coefficients  des  termes  équidistants  de  celui  du  milieu  sont  les 
mêmes;  car  prenant  l'équation 

x'P  -4-  ax-i>-'  -h  hx2''-'  -4- .  .  .  -i-  bx2  4-  ax  -t-  1  =  o, 
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et  la  divisant  par  xp,  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

xp  -+-  -    -  +  a  (  xP~'  H ]  -+-  M  xp-2  H — -  )  + .  . .  =  o, 

xp  \  xp~< )  \  xp-1} 

de  sorte  qu'on  y  pourra  faire  usage  des  substitutions 


I 

i 

x  h =  r, 

x2  +  —  =  > 

X 

X2 

au  moyen  desquelles  la  transformée  en  v  ne  sera  que  du  degré  p'eme. 
Si  l'on  avait  l'équation  du  degré  impair  2p-+- i, 

•r2/M-'  -+-  a^-2/'  -+-  bx2P~'  -+- .  .  .  ■+-  hxP+i  -f-  Aar^  -t-  . .  .  -4-  l>x'  -+-  ax  -f-  i  =  o, 

011  la  disposerait  d'abord  ainsi 

xip+i  _)_  i  _|_  ax  \x2p~'  -+■  i)  -+-  />jc2  i  jc2^'  3  4- 1)  -t  .  .  .  -f-  hxf  [x  -h  1 1  =  o, 

où  l'on  voit  que  chaque  terme  est  divisible  para?  -hi,  et,  la  division  faite, 
on  aura 

X'P  -h  X2P~X  -f-  x2P~2 -+-  x2p-3-^-     .  .-f-I 
-(-  a.r  {x'p-2  -f-  .r2'—3  +  ...-+- 1) 
-4-  bx2{x2P~  *  —  .rv-5  ■+-...  +  i) 


équation  (|iii,  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  ce,  se  trou- 
vera dans  le  cas  de  l'équation  ci-dessus  et  pourra  par  conséquent  s'abais- 
ser par  la  même  méthode  au  degré  p. 

M.  de  Moi  vie  est,  je  crois,  le  premier  qui  ail  remarqué  celle  propriété 
des  équations  dont  nous  parlons,  et  il  a  donne  dans  ses  Miscellanea  ana- 
lytica  la  formule  générale  de  la  transformée  dont  le  degré  n'est  que  la 
moitié  de  celui  de  la  proposée.  Nous  donnerons  plus  bas  la  raison  à  priori 
I rquoices  sortes  d'équations  sonl  susceptibles  d'une  pareille  réduction. 

23.  Reprenons  la  formuTe  trouvée  dans  le  n°  21 ,  savoir 

i  11) 

Xr  J  7  ■ 
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et  remarquons  que,  par  les  théorèmes  connus  de  la  multisection  angu- 
laire, la  quantité 

y*r rv —  —i- ■ -  y —  — 

2 

représente,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  i ,  la  corde  du  com- 
plément à  i8od  d'un  arc  ruplv  de  celui  dont  la  corde  du  complément  se- 
rait v;  de  sorte  qu'eu  nommant  ce  dernier  arc  29  on  aura 

;•(/■—  3  1 

y  =  2COSO      el       )•'•—  ;■)•'—'- H rr"i  —  .  .  .=  acos/'o, 

2 

les  cordes  des  compléments  étant,  comme  on  sait,  égales  aux  doubles 
des  cosinus  de  la  moitié  des  aneles. 

o 

Ainsi  taisant  x  -\ =  2  cos?>,  on  aura,  en  général,  .r"n =  2  cos/iœ  : 

X  '  "  X"  ' 

par  conséquent  les  deux  équations 

x-  —  ix  cos  cp  -( -■  1  =  o, 

x'"'  —  ixn  cos  n  cp  -t-  1  =  o 

subsisteront  à  la  fois,  quel  que  soit  le  nombre  n,  en  sorte  que  la  première 
sera  nécessairement  un  diviseur  de  la  seconde;  c'est  le  fondement  du  fa- 
meux théorème  de  M.  Cotes. 

Maintenant,  si  l'on  résout  ces  deux  équations  à  la  manière  des  équa- 
tions quadratiques,  on  aura  ces  deux-ci 

x  =  coscp  dz  sincp  y/ — 1, 
x"  =  cos  n  cp  ±  sin  n  cp  \]  —  1 , 

où  il  est  facile  de  prouver  que  les  signes  ambigus  doivent  être  les  mêmes 
dans  l'une  et  l'autre;  car  supposant  f  très-petit,  on  aura,  aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  près. 

coscp  =  i,     sino  =  c.     et  de  même     cosn<p:=i,     sin»<p  =  »cp, 

de  sorte  que  les  deux  équations  deviendront» 

x  =  1  ±  cp  y  —  1 , 
X"=  i±  ndf  \J—  1: 
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or,  en  élevant  la  première  à  la  puissance  n,  et  négligeant  le  carré  et  les 
puissances  plus  hautes  de  y,  on  aurait 

valeur  qui  devant  être  la  même  que  celle  qui  est  donnée  par  la  seconde 
équation,  on  en  conclura  l'identité  des  signes  ambigus  -i-  ou  —  dans 
les  deux  équations.  Faisant  donc  abstraction  de  l'ambiguïté  des  signes, 
il  est  clair  que 

x  =  COS9  -t-  sincp  y  —  1 

sera  la  résolution  de  l'équation 

x"  —  cosncp  —  sin/tcp  ^  —  1  =  o. 

Donc,  si  l'on  suppose  sinnf  =  o  et  cosncp  =  1 ,  ce  qui  donne  ny  =  36od 
ou  =  720e1,  ou,  en  général,  égal  à  m  ■  36od,  m  elant  un  nombre  entier 
quelconque,  on  aura  l'équation 


dont  la  résolution  sera,  à  cause  de  w  =        X  36od, 

'         n 


x  =  cos  (  —  x  36odj  -4-  si  11  I  —  >  3(\o<]\ 


V  ~  '  • 

Cette  expression  esl  générale  pour  chacune  des  racines  de  l'équation  pro- 
posée af—i=  o,  el  on  les  aura  toutes  en  faisant  successivement  m  =  1 , 
a,  3 jusqu'à  n  inclusivement;  il  sérail  inutile  de  faire  m  //.  puis- 
qu'il en  résulterait  de  nouveau  les  mêmes  valeurs  que  lorsque  m      n. 

21.  Nous  remarquerons  d'abord  sur  celle  solution  que  toutes  les  ra- 
cines  de  l'équation  r"  —  1  =  0  doivent  être  différentes  entre  elles,  puis- 
que dans  la  circonférence  il  n'\  a  pas  deux  arcs  différents  qui  aient  un 
même  sinus  et  un  même  cosinus  a  la  fois.  De  plus  il  est  facile  de  voir 
que  toutes  les  racines  seront  imaginaires,  ii  l'exception  de  la  dernière 
qui  répond  à  m  n  et  qui  sn;i  toujours  égale  a  1 ,  et  de  celle  qui  répon- 
III. 
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dra  à  m  —  -,  lorsque  n  sera  pair,  laquelle  sera  égale  à  —  i  ;  car  pour  que 
la  partie  imaginaire  de  l'expression  de  x  disparaisse,  il  faut  que  l'on  ail 

sin  (  —  x  36od)  =  o, 

ce  qui  n'arrive  que  lorsque  l'are  est  égal  a  36od  ou  à  i8od;  de  sorte  qu'on 

m  i  ,  n      . 

aura  ou  —  =  i  ou  =  -»  et  par  conséquent  ou  m  =  n  ou  m=  -;  dans 

le  premier  eas  la  partie  réelle  cos  (  —  x  36od  )  deviendra  cos36od  =  i;  el 

dans  le  second  elle  deviendra  cosi8od  =  —  j. 
Maintenant,  si  l'on  fait 

36od         .    36od    , 

oc  =  cos h  sin  J—  i , 

n  n 

on  aura  par  les  formules  ci-dessus 

xm  =  cos  (  —  X  36od)  -i-  sin  (  —  x  3(iod)  y  —  '; 

de  sorte  que  les  différentes  racines  de  x"  —  i  =  o  seront  toutes  exprimées 
par  les  puissances  de  la  quantité  a;  et  qu'ainsi  ces  racines  seront  «,  a2, 
a3,...,  a",  dont  la  dernière  af  sera  toujours  égale  à  i,  ce  qui  est  évident 
par  l'équation  même  x" —  i  =  o,  laquelle  doit  donner  y"  —  i  —  o,  et  dont 

celle  qui  sera  représentée  par  a  ,  lorsque  n  est  pair,  sera  égale  à  --  i, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut. 

Il  est  bon  d'observer  ici  que  si  n  est  un  nombre  premier,  on  pourra 
toujours  représenter  toutes  les  racines  de  x"  —  i  =  o  par  les  puissances 
successives  d'une  quelconque  de  ces  mêmes  racines,  la  dernière  seule 
exceptée;  car  soit,  par  exemple,  n=  3,  les  racines  seront  y,  y-,  y3;  si 
l'on  prend  à  la  place  de  a  la  racine  suivante  y-,  on  aura  les  trois  ra- 
cines cr,  «',  y6;  mais,  à  cause  de  «s  =  i ,  il  est  clair  que  y*  =  y  et  que 
a8  =  as;  de  sorte  que  ces  racines  seront  y-,  a,  a8,  les  mêmes  qu'aupara- 
vant; de  même,  si  n  =  5,  les  racines  seront  y,  a2,  a3,  a*,  a5;  et  si  l'on 
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prend  la  racine  a2  au  lieu  de  la  racine  a,  on  aura  celles-ci  a2,  a*,  a6,  a8, 
a'0,  lesquelles,  à  cause  de  a5 —  i,  deviennent  a2,  a*,  a,  a3,  a5;  quesil'on 
prend  à  la  place  de  a  la  racine  a3,  on  trouvera  de  même,  en  rabattant 
des  exposants  de  a  qui  surpassent  5  le  nombre  5  autant  de  fois  que  l'on 
peut,  on  trouvera,  dis-je,  les  racines  a.3,  a,  a\  a2,  a5;  enfin,  prenant 
pour  «  la  racine  «\  on  trouvera  celles-ci  a\  a3,  a2,  a,  a3;  de  sorte  qu'on 
aura  toujours  les  mêmes  racines,  mais  dans  un  ordre  différent. 

En  général,  soit  a'"  une  quelconque  des  n  racines  «,  a2,  a3,...,  a", 
m  étant  plus  petit  que  n,  et  «  étant  un  nombre  premier;  prenant  cette 
racine  à  la  place  de  a,  on  aura  celles-ci  a'",  a1"1,  a"",...,  a"'";  or,  si  l'on 
retranche  des  exposants  im,  3m,  [\m,...,  lorsqu'ils  surpassent  n,  le  plus 
grand  multiple  de  n  qu'ils  contiennent,  et  qu'on  dénote  les  restes  par/?, 
q,  /%...,  on  aura  les  racines  <z"\  c/f,  a¥,  a' ,...,  a";  et  je  dis  que  les  nom- 
bres m,  p,  q,  /,...,  n,  dont  aucun  n'est  plus  grand  que  n,  seront  néces- 
sairement tous  différents  entre  eux;  car  si  deux  quelconques  comme  p 
et  relaient  égaux,  comme  ces  nombres  ne  sont  que  les  restes  des  nom- 
bres 2m,  l\m,  après  en  avoir  retranché  les  plus  grands  multiples  de  //.  il 
est  clair  qu'il  faudrait  que  la  différence  de  ces  derniers  2m,  !\m,  fût  divi- 
sible par  //;  ce  qui  ne  se  peut  tant  que  n  est  premier  et  /??</?.  Donc, 
puisque  les  nombres  m,  p,  q,  r,...,  dont  le  nombre  est  n—ï,  sont  tous 
différents  entre  eux  et  tous  moindres  que  n,  il  est  clair  qu'ils  ne  peuvent 
être  autre  chose  que  les  nombres  1,  2,  'J>,...,  //  —  1;  par  conséquent  les 

racines  a'",   (/.'',  a?,  «'' v"  seront   les  mêmes  que  les  racines  a,  a2, 

a8 y".  Il  est  facile  de  voir  que  la  démonstration  précédente  n'en  sub- 
sistera pas  moins  lorsque  //  ne  sera  pas  premier,  pourvu  que  l'on 
prenne  m  premier  à  n\  mais  si  m  n'est  pas  premier  à  />,  et  que  leur  plus 
grande  mesure  soit  /,  on  verra  aisément  que  tous  les  nombres  m,  />,  q. 

r.    .  seront  mesurés  par/;  de  sorte  que  ces  nombres  ne  pourront  être 

que  'les  multiples  de  /  moindres  que  n. 

De  la  il  est  aisé  de  conclure,  en  général,  que  Ton  peut  représenter 
toutes  les  racines  </,  «s,  «',...,  «"de  l'équation  .r"  1  o  par  les  puis- 
sances 1",  2e,  ')",...,  n"""'  d'une  quelconque  de  ces  racines  comme  c/'" . 
pourvu  que  ///  soit  premier  a  //:  mais  que  si  m  lî'est   pas  premier  à  //.  en 
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sorte  que  leur  plus  grande  mesure  soit  /,  on  n'aura  de  cette  manière  que 
les  seules  racines  a1,  a.21,  a31,...,  a",  donc  chacune  se  trouvera  répétée 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  j-,  et  il  est  facile  de  voir  par  les 

formules  ci-dessus  que  ces  dernières  racines  seront  aussi  celles  de  l'équa- 
tion x?  —  i  =  o,  en  supposant  lf=  n. 

Or,  comme  les  racines  de  l'équation  xn  —  r  =  o  sont  représentées  par 

oc,   a2,   oc3,  ...  ,   oc", 

et  que  oc"  =  i ,  il  est  clair  qu'on  pourra  les  représenter  aussi,  si  l'on  veut, 

par 

iii  i 

oc       oc2       or  oc" 

puisqu'on  aura  -  =  olk~k  ,  —  =  a"-2, 

a  ce2 

De  plus,  à  cause  que  l'équation  x"  —  i  =  o  manque  du  second  terme, 
il  est  clair  qu'on  aura  toujours,  en  général, 

a  +  oc2  +  a3  + .  .  .  -+-  oc"  =  o , 

et  de  même 

iii  i 

! 1 h. ..H =o. 

oc        oc1        a?  a" 

Et  lorsque  n  est  un  nombre  composé  comme  If,  on  aura  en  particulier 


et  de  même 


c'est-à-dire  que  les  sommes  des  puissances  tant  positives  que  négatives 
de  y.  dont  les  exposants  sont  divisibles  par  /ou  par/seront  égales  à  zéro: 
par  conséquent  aussi  la  somme  des  puissances  dont  les  exposants  ne 
seront  point  divisibles  par/  sera  nulle,  comme  aussi  la  somme  de  celles 
dont  les  exposants  ne  seront  point  divisibles  par/.  Ces  différentes  re- 
marques pourront  nous  être  utiles  dans  la  suite. 


oc1  +  ocil  -+- 

a3'  -t- .  . 

.  .  +  oc"  =  o, 

1           I 

ôr/+'  ' 

i 
.  -f-  —  =  o, 

a" 

a.f  -f-  tx*f  -+- 

a3/  + .  . 

.  -+-  oc"  —  o, 

i           i 

oc'       ocJJ 

i 

I 
a"  ~~ 
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25.  Maintenant  voici  les  valeurs  de  u  pour  les  équations  af—  i  =o 
depuis  n  =  i  jusqu'à  n  =  6  : 


a  =—  i, 


«  =  2 


—  i  -+-  v/—  3 


n=  6  { 


~3 


f^ 


n  =  4 


a  =  y/—  i, 

«•  =  — /^r, 
a'        i; 


J5  —  i        \  10  +  2  v  5    r — 


«  =  5 


i/5  -+-  r         \ m  -  2  »  5 

*=  4  -4 v-'. 


v§  —  1        \  m  -t-  ?.  v5 
*  —  - —  ii 

4  I         v      " 


y 


i  +  V-3 


- 1  -+-  »/-3 


n  =  6 


1       v  ■  —  3 


•       \       3 


tù       1, 
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Si  l'on  voulait  avoir  la  valeur-  de  a  pour  l'équation 

x"1  —  I  =  o, 

il  faudrait,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  résoudre  une  équation  du  troi- 
sième degré.  En  effet,  en  faisant  p~3  dans  les  formules  du  n°  21 ,  on 
trouvera  cette  transformée  en  y 

yi  +  y1  —  iy  —  i  —  o, 

qui,  étant  du  troisième  degré,  aura  toujours  une  racine  réelle;  et  cette 
racine  étant  substituée  dans  l'équation 

x7  —  xy  -+-  i  =  o, 
on  en  tirera  x,  ou 

r  -+-  i/r2—  4 

a—  J- ^ -2  . 

?. 
Quant  aux  équations 

x"  —  i  =  o,     x*  —  i  =z  o     et     x'"  —  i  =  o, 

on  en  pourra  aussi  exprimer  la  racine  a  par  de  simples  radicaux  carrés; 

mais  l'équation 

.r"  —  î  —  o 

exigerait  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré 

laquelle  étant  supposée,  on  aura  pour  a  la  même  expression  en  v  que 
ci-dessus. 


SECTION  SECONDE. 

DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  QUATRIEME  DEGRÉ. 

26.  On  sait  que  Louis  Ferrari,  contemporain  et  même  disciple  de 
Cardan,  est  le  premier  qui  ait  trouvé  une  règle  générale  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  quatrième  degré.  Sa  méthode  consiste  ii  partager 
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l'équation  proposée  en  deux  membres,  et  a  ajouter  à  l'un  et  à  l'autre  une 
même  quantité  telle,  qu'on  puisse  extraire  séparément  la  racine  carrée 
des  deux  membres  de  l'équation,  en  sorte  qu'elle  soit  par  là  abaissée  au 
second  degré.  Cette  méthode,  qu'on  peut  regarder  comme  la  plus  ingé- 
nieuse de  toutes  celles  qui  ont  été  inventées  depuis  pour  le  même  objet, 
a  été  adoptée  par  tous  les  Analystes  qui  ont  précédé  Descartes;  mais  cet 
illustre  Géomètre  a  cru  devoir  lui  en  substituer  une  autre  moins  simple 
à  la  vérité  et  moins  directe,  mais  à  quelques  égards  plus  conforme  à  la 
nature  des  équations  :  c'est  celle  que  la  plupart  des  Auteurs  suivent  au- 
jourd'hui. Nous  commencerons  donc  par  examiner  ces  deux  méthodes 
l'une  après  l'autre;  ensuite  nous  viendrons  aux  méthodes  connues  pour 
la  résolution  de  ces  sortes  d'équations,  parmi  lesquelles  on  doit  surtout 
distinguer  celles  de  M.  Tschirnaus  et  de  MM.  Euler  et  Bezout. 

Je  suppose  d'abord  avec  Ferrari  que  l'équation  du  quatrième  degré 
qu'il  s'agit  de  résoudre  soit  privée  de  son  second  terme,  ce  qu'on  sait 
d'ailleurs  être  toujours  possible,  en  sorte  que  cette  équation  soit  repré- 
sentée ainsi 

x'  -t-  nx2  -+-  px  +  ^  =  o, 

Qu'on  fasse  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes  excepté  le 
premier,  et  qu'ensuite  on  ajoute  à  l'un  et  l'autre  membre  la  quantité 
2yx2  -t- y2,  y  étant  une  indéterminée,  on  aura 

x*  -+-  ■y.yx"1  -+-  y2  —'■  (  *y  —  n  )  x1  —  px  -+-  y'2  —  q, 

équation  OÙ  le  premier  membre  est  évidemment  le  carre  de  x2  -h  y,  de 
siuic  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  aussi  carré  le  second;  or  poui 
cela  il  faut,  comme  on  sait,  que  le  carié  de  la  moitié  du  coefficient  du 
second  terme  —  px  soit  égal  au  produit  des  coefficients  des  deux  autres, 
ce  qui  donne  cette  condition 

p1 

7-  =  i*r  —  H)  {y1  —  q\, 

laquelle  produit  l'équation  cubique 

n    ,  j  //</       /' 

y  r2      qy-\    '—-*-*  n. 
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Supposant  donc  la  résolution  de  cette  équation  en  sorte  qu'on  connaisse 
une  valeur  (Je  y,  le  second  membre  de  la  proposée  deviendra 

2 y  —  n)\  x — 

J  2  (2j  —  n)] 

donc,  tirant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  on  aura 

x'-+-  y  =  \x — " diy  —  n, 

équation  où  l'inconnue  x  ne  monte  qu'au  second  degré,  et  qui  n'a  par 
conséquent  plus  de  difficulté.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 

z  —  sjay  —  n, 

on  aura 

p 

i  -  —  zx  -+-  y  n — —  =  o, 
iz 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 

*  +  \l  z'!-  ^j  —  4r 

#  = ,    • 

2 

ou  bien,  en  remettant  la  valeur  de  z, 

V  2  J"  —  «  "t-  l  /  —   2jy  —  « — 

V  Jzr  —  n 

X  = 1 5 

2 

et  cette  expression  donnera  à  la  fois  les  quatre  racines  de  la  proposée  en 
prenant  successivement  les  deux  radicaux  carrés  en  plus  et  en  inoins. 

27.  Nous  remarquerons  d'abord  que  cette  méthode  ne  demande  pas 
absolument  l'évanouissement  du  second  terme  dans  l'équation  proposée, 
et  qu'elle  peut  tout  aussi  bien  s'appliquer  aux  équations  complètes  telles 

que 

x*  -+-  mxi  -+-  nx2  -+■  px  -+-  q  =  o, 

en  supposant  que  le  premier  membre  ne  soit  pas  simplement  le  carré 
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mx 


de  or2  -t-  y,  mais  celui  de  x2  h \- y;  en  effet,  en  faisant  passer  comme 


2 


ci-devant  les  trois  derniers  termes  dans  le  second  membre  et  ajoutant  de 
part  et  d'autre  la  quantité 

I  2 y  ■+■  -y- 1  x  ■+■  mXx  •+■  T  » 
on  aura  l'équation 

/  mx         \  *       /  m2         \     , 

(  x-1  H h  r  )    =  (  2 J  +  t «U'+l mj  —  /> )  x  -+- y2  —  q . 

On  fera  donc,  pour  rendre  aussi  le  second  membre  carré, 

d'où  l'on  tire  l'équation  cubique 

«     ,       mu  —  La  (in  —  m?)  a —  u2 

2  ■  4  ° 

La  valeur  de  jetant  déterminée  par  cette  équation,  que  nous  appellerons 
dorénavant  la  réduite,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité. 


m 

4 
on  aura 


\/27- 


et,  tirant  la  racine  carrée  des  deux  membres, 

mx  mr—  u 

x2  H 1-  y  =  z x  H ^ s- , 

2  '  2  Z 

OU  bien 

//o  —  p 

2  2 


il    OU    t'iltlll 


X 

■' 


x1  ■+-  I z  1  .r  -+-  r 

il       "'     .  /  ,  m'     /       ■  ""     />)! 


lit.  33 
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et,  remettant  la  valeur  de  z, 


m 

2 


expression  qui  donnera  pareillement  les  quatre  racines  de  la  proposée, 
en  prenant  successivement  chacun  des  deux  radicaux  carrés  qui  y  entrent 
en  plus  et  en  moins. 

28.  Puisque  la  réduite  en  y  est  du  troisième  degré,  elle  aura  nécessai- 
rement trois  racines,  dont  chacune  pourra  être  également  substituée  dans 
l'expression  de  x,  de  sorte  qu'à  cause  de  l'ambiguïté  des  deux  signes  *ra- 
dicaux  (jue  cette  expression  contient,  il  en  résultera  douze  valeurs  de  x; 
d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la  résolution  précédente  est  essentielle- 
ment celle  d'une  équation  du  douzième  degré. 

Pour  trouver  cette  équation,  il  faudra  éliminer/ de  l'expression  de  .r 
et  en  faire  disparaître  ensuite  tous  les  radicaux,  ou  bien  on  pourra  re- 
monter d'abord  à  l'équation  rationnelle 

mx         \ s  /  mv 


1Z1 


et  il  n'y  aura  plus  qu'à  en  éliminer  x  après  y  avoir  substitué  pour  z2  sa 
valeur 


m- 

2}'+  —, n. 

4 


Supposons  pour  plus  de  généralité  que  la  valeur  de  z2,  au  lieu  d'être 

MX* 

simplement  2j-f-  -j-%—  n,  soit 


k  (  iy  -4- n  )  ; 


il  est  évident  que  le  coefficient  je  ne  peut  aucunement  changer  le  degré 
auquel  doit  monter  l'équation  en  x  après  l'élimination  de  y;  on  aura  de 
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cette  manière  l'équation 

/         mx       V      i  (  '»2        \    -,  [m?'  —  P  ' 

(  x2  H h  r)   =  k    iy  -+-  -7 «    x"  H-   mr  —  /;  )  x  ■+- 


^         7  4M2T+  7 n) 

ou  bien,  à  cause  de 

(  my  —  p  y       (  m2         \  . 

en  vertu  de  l'équation  en  v, 

/   ,       mx         \ 2       ,   /            m1         \     „  ,  Y2  —  Q 

I  .r2  h h  .r  )   =  «r  (  2J  +t «  )  x  +  i  m/  —  p)  x  +  '     ,    *  ? 

c'est-à-dire 

li  ;     /  WX    I  (/  H-  l/f  —  i)  y* 

x<  -+-  mx3  +  \kn  -+-  (  i  —  k)  (  ?.j  -+-  -j- \  \  x2  -+-  px  -+■  3 — ^ : —  =  o. 

Soit,  pour  abréger, 

xk  -t-  mx3  -4-  nx3  -t-  px  -+-  <jr  =  \  , 

et,  faisant  k—  j  —  h,  l'équation  précédente  deviendra  celle-ci 
X  -+-  h\  [  n  —  %-  —  iy\  x3  -t-  •— ^-^    =  o, 

d'où  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  y  par  le  moyen  de  l'équation 

K3  _  1  r»  .  ^_-Jy     .  (4«-  whq-p* 

■  2^4         >r  8 

Nommons  _/',  j",  j"  les  trois  racines  de  cette  dernière  équation,  el 
l'équation  en  x  résultant  de  l'élimination  de  l'inconnue  y  pourra  être 
représentée  13]  par  le  produit  des  trois  quantités 


XH-/,|(„  »"-,,1^r/      I] 

X  +  /,[(„_-._,r).r.,q      I] 


*3. 
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ce  produit  étant  égalé  à  zéro.  Faisons,  pour  abréger, 


*=*+*[(-t)--î]- 


et,  supposant 


R  =  —  2/i.r2, 


(3=ry'+r'j"'+.r'>'", 


on  trouvera,  pour  le  produit  dont  il  s'agit, 

A3+ A2  Ba  -+-  A2Cy  +  AB2(3  +ABC («p  —  30)  -+-AC2e  -+-  B3ô  -4-  B2Caâ  •+-  BU'jâo  -4-  Od*. 

Mais  taisant  encore,  pour  abréger, 

«      i      mp  —  4  <7  a?2  —  (  4  «  —  m2 1  </ 

24  " 

en  sorte  que  l'équation  en  y  soit  représentée  par 

r3  —  ay2  -+-  by  —  c  —  o, 

on  aura,  comme  on  sait,  par  la  nature  des  équations, 

a  =  a,     fi  =  b,     S  =  c, 

cl  de  là 

y  =  a- — 26,     g  =  62 — 2ac. 

Donc  l'équation  cherchée,  résultant  de  l'élimination  de  )- dans  ces  deux-ci 

A-+-Bj-f-CjJ=o, 

y3  —  ay2  -t-  by  —  c  =  o, 

sera 

A!  +  «AIB+  (a'— 26)  AîC  +  6AB,h-   ab  —  3c)  ABC 

-+-  (62—  iac)  AC2+  cB3-4-«cBJC  -4-  ftcBC-t-  c*C»=o. 
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Si  l'on  remet  maintenant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  A,  B,  C  et 
de  a,  b,  c,  on  aura  une  équation  en  x  qui  montera  au  douzième  degré, 
puisque  A  contient  toutes  les  puissances  de  a?  jusqu'à  la  quatrième  inclu- 
sivement, que  B  contient  simplement  a;2,  et  que  les  autres  quantités  ne 
renferment  pointa:. 

Ainsi  la  résolution  de  cette  équation  du  douzième  degré  sera  comme 
ci-dessus 

i  /  m    .       /  m2        ,  2  mr  —  p  \ 

en  supposant 

z  =  ±  y  2 y  +  -. nh  ; 

et  il  n'y  aura  point  ici  de  racines  superflues,  puisque  les  trois  valeurs  de  y, 
combinées  avec  les  signes  ambigus  des  deux  radicaux,  donneront  préci- 
sément les  douze  racines  de  l'équation  dont  il  s'agit. 

Faisons  à  présent  k  =  r  pour  avoir  le  cas  du  n°  27;  donc  h  =  o,  et  par 
conséquent 

A  =  X  =  X*  +  mx3  -4-  nx'  -+-  px  -f-  </,     \\  =  o,     C  =  o  ; 

ainsi  l'équation  dont  il  s'agit  se  réduira  à  A3  — o,  c'est-à-dire  à  celle-ci 

x*  -f-  mx3  -f-  nx'  -f-  px  -f-  q  )'  =  o, 

qui  n'est  autre  chose,  comme  on  voit,  que  l'équation  proposée  élevée  au 
cube,  de  sorte  qu'elle  doit  avoir  les  mêmes  racines  que  cette  dernière, 
mais  chacune  triple. 

On  voit  par  lit  bien  clairement  la  raison  pourquoi  l'expression  trouvée 
pour  la  racine  d'une  équation  *\\\  quatrième  degré  renferme  réellement 
douze  racines,  qui  se  réduisent  cependant  à  quatre,  puisque  chacune 
d'elles  en  a  deux  autres  qui  lui  sont  égales.  De  plus  la  démonstration 
précédente  fait  voir  que  les  racines  égales  ne  viennent  que  de  l'élimi- 
nation (\t\r,  et  nullement  de  l'ambiguïté  des  radicaux,  puisque  c'est  l'é- 
limination de  y  qui  fait  monter  dans  l'équation  résultante  la  quantité  X 
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au  cube;  d'où  l'on  peut  conclure  d'abord  que,  quelque  valeur  de  y  que 
l'on  emploie  dans  l'expression  de  x,  on  aura  toujours  les  mêmes  quatre 
racines. 

29.  Mais,  pour  éclaircir  encore  davantage  cette  matière,  on  remarquera 
que,  dès  que  la  réduite  en  y  a  lieu,  ce  qui  peut  arriver  de  trois  manières 
différentes  à  cause  qu'elle  a  trois  racines,  on  peut  donner  à  la  proposée 
la  forme 

mn         \ a         „/  my  —  p 

H h  y)     —  Z2  [X  H •- !- 

a  /  \  iz' 

comme  on  l'a  fait  au  n°  27;  par  où  l'on  voit  qu'elle  n'est  autre  chose  que 
le  produit  de  ces  deux-ci 

mx  my —  p 

x'1  H \-  y  ■+-  z  [x  -+- 


c'est-à-dire 


2  \  7.Z 


mx  /  my — w> 

h  y  —  2  [x  H ! )  =  o, 

2  \  iz- 


m         \  my  —  p 

— h  z  )  x  -+-  y  +  — —  =  o, 

iz 


m         \  my  —  p 

z  }  x  -h  y ! —  =  o, 

2  /  J  1Z 


de  sorte  que  leur  résolution  donnera  toujours  les  mêmes  quatre  racines 
de  la  proposée,  quelle  que  soit  la  racine  qu'on  substituera  à  y. 

Nommons  maintenant  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  la  proposée;  et 
il  faudra  que  deux  de  ces  racines  soient  renfermées  dans  l'une  des  deux 
équations  précédentes,  et  que  les  deux  autres  le  soient  dans  l'autre;  de 
sorte  qu'on  aura,  par  la  nature  des  équations, 


d'où  l'on  lire 


a  + 

b 

=  — 

m 

2 

—  z, 

( 

c  -t- 

d 

=  — 

m 

2 

+  z, 

< 

Z  : 

c  +■ 

d- 

-  a  — 

b 

— i 

mr  —  p 

J  iz 


_  ab  -h  cd 
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Cette  valeur  dey  nous  fait  voir  d'abord  pourquoi  la  réduite  enyesi  «lu 

troisième  degré.  En  effet  il  est  visible  que  la  quantité  y  doit  avoir  autant 

de  valeurs  différentes  qu'on  en  pourra  former  par  toutes  les  permutations 

.,,        ,             .                ,           /il»               .        ab  -\-  cd 
possibles  des  racines  a,  b,  c,  d  dans  I  expression  ■ — -,  on  ne  peut 

avoir  de  cette  manière  que  les  trois  quantités  suivantes 

ab  -h  cd       ac  4-  bd       ad  4-  cb 

,     ,     , 

2  2  2 

de  sorte  que  l'équation  dont  y  sera  la  racine,  devra  donner  chacune  de 
ces  trois  quantités  et,  par  conséquent,  devra  être  du  troisième  degré. 

30.  On  peut  donc  déduire  de  cette  remarque  une  manière  directe  de 
parvenir  à  la  réduite  du  quatrième  degré,  et  par  son  moyen  à  la  résolution 
générale  de  ce  degré.  Car,  puisque  la  combinaison  ab -h  cd  des  quatre 
racines  a,  b,  c,  d  est  telle  qu'elle  n'admet  que  trois  variations,  savoir 

ab  4-  cd,     ac  -+-  bd,     ad  4-  cb, 

il  s'ensuit  d'abord  que  si  l'on  fait 

ab  4-  cd  —  u , 

on  aura  une  équation  en  u  du  troisième  degré,  dont  les  racines  seront 
rd)  4-  cd,     ac  -+-  bd,     ad  -+-  bc, 

qui  sera  par  conséquent  de  celle  forme 

u*  —  A  u-  +B«  —  C  =  o, 

OÙ  l'on  aura,  par  la  nature  des  équations, 

A  =  ab  -+-  cd  -+-  ac  -+   bd  H    ad  -4-  cb, 

B  =    ab  -f  cd   \  ac  ■+-  bd ,  -h    ab  -t-  cd     ad  +  cb    4-    ac  4-  bd)    ad  4-  cb  . 

1        ( ab  -t-  cd )  (ac  4-  bd    ad  4-  c/>), 

c'est-à-dire 

A  =  ab  4  ac  -+-  ad  4-  bc  4-  bd  4-  cd, 

B  =  "'  bc-hbd  +  c</    ■  b  ac+ad-hcd  4-e2  ab-+-ad-hbd)  +</'  ab  i  ac  t  bc  , 

C  =zabcd(a2-h  6J4-  c'4-  d*)  +  a7b'c2-^  a'b7d2 -i- a'c'd2  -t    ï>  <   d 
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Or  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  de  A,  B,  C  doivent  être  données 
par  les  coefficients  m,  n,  p,  q  de  la  proposée,  et  cela  sans  aucune  extrac- 
lion  de  racines,  puisqu'elles  demeurent  les  mêmes,  quelque  permutation 
qu'on  fasse  entre  les  racines  a,  b,  c,  d  de  cette  équation;  d'où  il  suit  que 
chacune  d'elles  ne  peut  avoir  qu'une  seule  et  même  valeur.  En  effet,  ayant 

—  m  =  a-hb  +  c-+d, 

n  =  ab  -+-  ac  -+-  ad  -+-  bc  ■+-  bel  -+-  cd, 

—  p  =  abc  -+-  abd  -f-  aed  -+-  bed, 

q  =  abcd, 
on  aura  d'abord 

A  =  n; 

ensuite,  pour  trouver  B,  on  observera  que 

a  (  bc  -f-  bd  ■+-  cd '  )  :=  —  p  —  bed, 

et  de  même 

b  (ac  -+-  ad  -+-  cd)  =  —  p  —  aed, 

et  ainsi  des  autres,  de  sorte  qu'on  aura 

B  —  {a  -i-  b  -h  c  -i--d){  —  p  i  —  ^abcd, 

c'est-à-dire 

B  =  mp  —  4<7- 

Enfin,  pour  avoir  C,  on  remarquera  que 

rt2  +  b2  -4-  c'  -+-  d 2  —  m2  —  2  n  ; 

en  sorte  que  la  partie  abcd  (a2  -+-  b2-hc2  -+-  d2  )  deviendra  (m2  —  ^njq; 
et,  pour  avoir  l'autre  partie,  on  fera  le  carré  de  p  et  l'on  en  déduira 

a2b2c2  -\-a2b2d-  -+-  a?c2d2  -+-  b2c2d2  =  p2—  iabcd{ab  +  ac  -\-  bc  -h  ad  -f-  bd  -+-  cd) 

=  p2  —  inq, 

de  sorte  que  l'on  aura 

C  =  (  m2  —  4  n  )  q  -+-  />- . 

Moyennant  quoi  notre  réduite  sera 

m3  —  nu2  -f-  (  w/>  —  4  </  )  «  —  (  ni3  —  4  n  )  q  —  p2  —  o, 
qui  est  la  même  que  celle  en  y  du  n°  27,  en  supposant  m  =  iy. 
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31 .  Voyons  maintenant  comment,  en  connaissant  une  des  valeurs  de  u, 
on  pourra  trouver  les  quatre  racines  a,  b,  c,  d.  Puisque 

u  =  ab-\-cd    et     abcd=q, 

il  est  clair  que  les  deux  quantités  ab  et  cd  seront  les  racines  de  cette 
équation  du  second  degré 

t2  —  ut  -t-  q  =  o, 

de  sorte  qu'en  nommant  /'  et  J"ces  deux  racines  on  connaîtra  les  deux 
produits 

ab  =  V     et     cd=t"; 
de  plus  on  a 

—  p  =  ab  c  -t-  d)  -+-  cd  {a  -+-  6)  =  t'{  c  -+-  d)  -h  t"\a  -4-6), 

et  comme 

a-t-ô-t-c-t-rf=  —  m, 

on  aura 

,        p  —  mi'  .       p  —  /»/' 

a  -h  b  =  !—, w-  -,      c  -+-  a  =  — „ r-  : 

f  —  /"  t"—  t' 

donc  puisque 

ab  —  t'     et    cd=t", 

il  est  clair  que  <7  cl  6  seront  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré 

p  —  mt'  . 

et  que  c  et  r/  seront  celles  de  l'équation 

w  —  /W 

X'  —  i-„ ,—  X  -4-  /"  =  o. 

t"—  t' 

On  voit  par  là  qu'il  suffît  de  connaître  une  (les  racines  de  la  réduite  en  // 
pour  avoir  les  quatre  racines  a,  b,  c,  d  de  la  proposée,  et  que  chacune 
des  racines  de  celle  réduite  donnera  toujours  les  mêmes  quatre  racines 
a,b,c,d\  car  si,  au  lieu  de  prendre  u  =  ab  +  cd,  on  eûl  pris  u  =  ac-4-  bd 
on  //  ad  bc,  il  n'v  eûl  eu  d'autre  changement  dans  nos  formules 
sinon  que  b  eùl  été  changé  en  c  ou  en  d,  el  vice  versa. 

m.  $4 
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32.  On  pourrait  résoudre  encore  l'équation  du  quatrième  degré  d'une 
manière  plus  simple  à  l'aide  de  la  réduite  dont  la  racine  serait    29  j 

c  -h  d  -   a  —  b  ,  .  .  , 

z  = ou  bien     s  =  c  -\-  d  -—  a  —  b, 

2 

en  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  s=  iz.  Pour  savoir  d'abord  de  quel 
degré  et  de  quelle  forme  doit  être  cette  équation,  il  n'y  a  qu'à  faire  dans 
la  quantité  c-+-d—  a  —  b  toutes  les  permutations  possibles  entre  les 
lettres  a,  b,  c,  d,  et  il  en  résultera  les  six  suivantes 

a  -\-  b  —  c  —  d, 
a-\-  c  —  b  —  d, 

a  -h  d  —  c  —  b , 
c  -+-  d  —  a  —  b, 
b  -h  d  —  a  —  c, 
b  -+-  c  —  a  —  d, 

qui  seront  donc  les  racines  de  la  réduite  en  s,  de  sorte  que  cette  réduite 
sera  nécessairement  du  sixième  degré;  mais,  comme  les  six  quantités 
précédentes  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires,  il  s'ensuit 
que  la  réduite  ne  pourra  contenir  que  des  puissances  paires  de  l'incon- 
nue s,  en  sorte  qu'elle  sera  résoluble  à  la  manière  des  équations  du  troi- 
sième degré. 

Donc,  si  l'on  fait  s2  =  t,  on  aura  une  réduite  en  /  du  troisième  dc^iv 
et  dont  les  trois  racines  seront 

a  +  b  —  c  —  d)2,     (a  -h  c  —  b  —  d)1,      <t   hd  —  b  —  c  -. 

Ainsi  l'on  pourra  trouver  celte  équation  en  cherchant  la  valeur  de  ses 
coefficients,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut  à  l'égard  de  la  réduite 
en  a  (30);  mais,  sans  entreprendre  un  nouveau  calcul  pour  cet  objet,  il 
suffira  de  remarquer  que  le  carré  de  a-\-b  —  c  —  d  est 

à1  4-  b1  +  c-  +  d2  -+■  y.ab  +  i cd  —  iuc  —  2 ad       2 ba  —  a bd; 
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mais  on  a 

ab  -t-  ac  ■+■  ad  -i-  bc  -+-  bd  -+-  cd  =  » , 

<r--    fi'  +  c'+rf'^ffl' — an; 
donc,  puisque 

a -+-  6  —  c  —  d)1  =  s!>=t, 
on  aura 

<  —  w?2  —  4  «  -4-  4  (  «^  -+-  t"'  > 
c'est-à-dire 

/  =  m-  —  4n_f~4"" 
de  sorte  que,  pour  avoir  la  réduite  cherchée  en  /,  il  n'y  aura  qu'à  substi- 
tuer, dans  celle  en  u  du  n°  30,         m.  ~~^n  à  la  place  de  u\  et  l'on  aura 
celle-ci 

l3--  3m'—  8»)/*-+- (3m4-  [6ms7i-f-i6na-l-i6m/>  —  64ç)£  —  (/m3—  4^«-i-8/>)2:    o. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  t',  t"  et  /soient  les  trois  racines  de  cette 
équation,  on  aura  (hypothèse) 

[a  -h  b       c       d  ••       f,     (a-hc—  b  —  d'y  =  t" ,     [a  -t-  d  —  b  —  c)'  =  /'"; 
d'où,  en  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 

a  -4-  6  —  c  —  rf=  v7\     a  -i-  c  —  b  —  d  —  Jl",     a  -+-  rf  —  6  —  c  :    v  '  : 

combinant  ces  trois  équations  avec  l'équation 

a  +  6  -+-  c  +  rf  =  —  //' , 

on  en  tirera  les  valeurs  de  chacune  des  quatre  racines  a,  />,  c,  d:  on  aura 
dont 

—  m  +  \jT       \'"    ■    \  t'" 
a  =  —  ,    -  — — ■ —  i 

4 

4 

-  m        y  I     ■   \  I  sl 


C  = 


i 


-  m  -   \i        \  /"      v  i 
i 


34- 
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De  cette  manière  on  aura  donc  les  quatre  racines  de  la  proposée,  sans 
cire  obligé  de  résoudre  aucune  autre  équation  que  la  réduite  en  l.  Mais 
il  se  présente  ici  une  difficulté,  c'est  que,  comme  chaque  radical  \Jt',  sjt" , 
sjt'"  peut  être  pris  également  en  plus  et  en  moins,  les  expressions  précé- 
dentes renfermeront  encore  ces  quatre  quantités-ci 


—  m  ■+ 

ft 

'  + 

sjt" 

—  s/r 

4 

—  m  -f- 

sj? 

» 

s/F 

-hy/F" 

4 

—  m  — 

s/ï' 

'  + 

s/F 

+  s/r 

4 

—  m  — 

^ 

— 

s/F 

-s/F 

qui  ne  sont  pas  les  valeurs  des  racines  a,  b,  c,  d,  mais  celles  de  leurs 
compléments  à  la  somme 

a+b-hc-i-d  =  —  ni. 

Pour  résoudre  cette  difficulté,  je  remarque  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
de  savoir  précisément  quel  signe  on  doit  donner  à  la  valeur  de  chacun 
des  radicaux  dont  il  s'agit,  mais  qu'il  suffit  de  savoir  si  ces  valeurs 
doivent  être  prises,  l'une  positive  et  les  deux  autres  positives  ou  néga- 
tives, ou  bien  l'une  négative  et  les  deux  autres  positives  ou  négatives; 
car  il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  des  racines  a,  b,  c,  d,  trouvées 
ci-dessus,  donneront  toujours  les  mêmes  quatre  racines  en  changeant  à 
la  fois  les  signes  de  deux  quelconques  des  radicaux  \'l\  \Jt",  sjt'",  et  con- 
servant celui  du  troisième.  De  sorte  que  tout  se  réduit  à  connaître  le 
signe  que  doit  avoir  le  produit  des  trois  valeurs  de  sjt',  sjt",  \t".  Or,  par 
l'équation  en  l,  on  aura 

t't"t'"=  (m3—  ^mn  +8/>)% 
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d'où  l'on  tire 

m3— 4/?m  +  8/y  —  fî yj¥'  yjt»  (*). 

Donc,  si  l'on  dénote  par  0',  0",  0'"  les  valeurs  des  radicaux  \[F,  \t",  \Jt'° 
prises  positivement,  en  sorte  que  l'on  ait 

sjT  =  ±  e\    fi"  =  ±  9",    v/r  =  ±  6'", 

il  faudra,  lorsque  m3  —  l±mn  -+-  Sp  est  une  quantité  positive,  prendre-,  ou 

JT=B'    et    y/7~'  =  ±0",     sj7"  =  ±e'", 
ou 

vr=6"     et     yfF=±V,     ^'=±0'", 
ou 

vr  =  ô'"    et    ^ïï=±e'f    V''r  =  ±6", 

les  signes  ambigus  devant  être  les  mêmes  pour  les  quantités  9",  0'",  ou  6', 
S"',  ou  S',  0",  et  l'on  aura  dans  ce  cas  pour  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée les  valeurs  suivantes 

—  m  -4-  0'  -+-  0"  -4-  9'" 

5 


4 

— 

m  -+- 

9'- 

0" 

— 

0'" 

4 

— 

m  — 

0'  + 

0" 

— 

0'" 

4 

— 

m  — 

0'- 

0" 

-t- 

6'" 

(*)  Cette  formule  a  été  obtenue  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  la  pré- 
cédente, et  celle-ci  indique  seulement  que  le  produit  des  radicaux  \  V,  \/i\  //'"est  éijal  à 
±  (w  —  (/////  +  H/j).  Lagrange  remplace  le  signe  ambigu  ±  par  +,  mais  c'est  le  signe  - 
qu'il  fallait  prendre:  en  effet,  les  radicaux  \  /',  \7',  yt'"  représentent  les  valeurs  des  quantités 

a  A-  h  —  C  —  d ,      a  +  C  —  b  —  d .      fi  -4-  d  —  /;  —  c , 

<|ui  ont  pour  produit  la  fonction  symétrique 

a  -+- 1>  4-  <■  4-  d  i'1  -   \   'i   ,    /j   \   ,    y.  d)   ab   h  ac  -f-  ad  -+-  bc  -+-  bd  -f-  crf) 
4-  8  (  <-//"  +  r/M  +  oerf  4-  irrf), 
dont  la  valeur  est    —  ///'+  i  nui        S/;.  On  a  donc 

\  t'  \,  i"  \  / '"        -  ///   -4-  \nm   --  H/>. 

quels  que  soient  les  coefficients  m,  //,/..  réels  ou  imaginaires.  Cette  relation  détermine  com- 
plètement dans  tous  les  cas  l'un  des  radicaux  \  ?,  \  /".  \  i"  quand  les  valeurs  des  deux  autres 
ont  été  lixée-.  [Note  de  l'Éditeur.) 
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Au  contraire,  si  ni*  ~  [\mn  +  Rp  est  une  quantité  négative,  il  faudra 
alors  prendre,  ou 

v/'      -e'    et    v/r  =  ±0",    v/rr=±e"', 

ou 

s/l"  =  -  0"    et    v'77  =  ±B',    v/7'"  =  ±  6"', 

on 

s/r=  —  9"'   et    y/7  =  ±6',    yjr=z±e"; 
ce  qui  donnera,  pour  les  quatre  racines  cherchées,  ces  valeurs 

—  m  H-  6'  m-  0"  —  0'" 


4 

»?  —  6'  -+-  B" 


4 

m  —  6'-  B"  —  B"' 


4 

33.  La  méthode  de  Ferrari,  que  nous  venons  d'examiner,  nous  a  con- 
duits à  décomposer  l'équation  du  quatrième  degré 

x*  -+-  mx3  -+-  nx2  +  px  -+-  q  =  o 

en  ces  deux-ci  du  second  degré  (29; 

x2-h  ( h^u+'7+  — -  —  o, 

/  m         \  m  y  —  n 

x2  -h z)  x  -+-  y - c  =  o, 

\  2  /  J  1Z 

de  la  résolution  desquelles  on  peut  tirer  les  quatre  racines  de  la  propo- 
sée, comme  on  l'a  vu  plus  haut;  on  pourrait  aussi  obtenir  cette  décom- 
position d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe,  en  supposant  d'abord 
que  l'équation  proposée  soit  le  produit  de  deux  équations  du  second  de- 
gré telles  que 

x1  -+-  fx  -+-  g  =  o,     x1  -+-  hx  -f-  k  =■  o, 
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et  déterminant  ensuite  les  coefficients  y,  g,  h,  k  par  la  comparaison  des 
termes  homologues;  c'est  ce  qu'a  fait  Descartes,  et  ce  qui  a  donné  nais- 
sance à  la  méthode  des  indéterminées  dont  il  est  regardé  comme  l'auteur. 
Multipliant  donc  les  deux  équations  précédentes  l'une  par  l'autre,  on 
aura  celle-ci 

x*  ■+-  ( f  ->,   h  \  x*  -!-  i  fh  +  g -4-  k )  x2  ■+-  (  fk  -f-  gh )  x  -+-  gk  =  o, 

laquelle  étant  comparée  terme  à  terme  avec  la  proposée 

x"  -+-  mx3  -+-  ra.r2  -+-  />#  H-  g  =  o 

donnera  les  quatre  équations 

f -\  h       m,     f/i  -\-  g-h  k       n,     fk-\    gh       />,     gh       q, 
lesquelles  serviront  à  déterminer  les  quatre  inconnues  f,  g,  h,  k. 

34.  Supposons  d'abord,  avec  Descaries,  que  le  second  terme  de  la  pro- 
posée soit  évanoui,  cVsl-à-dire  que  l'on  ait.  m=  o;  on  aura  donc/'—  h  =  o 
et  par  conséquent  h  =  /,  de  sorte  que  dans  ce  cas  la  proposée  ne  pourra 
venir  que  de  la  multiplication  de  deux  équations  telles  que 

x-  -hfx  ->-  g  -   o,     x'-  -    f'x    ■    k       o, 

et  l'on  aura  alors  pour  la  détermination  des  trois  coefficients  y,  g,  k  les 
équations 

g  '  '■     ./"•'     "•      >■      g  f     /'•     gk      q\ 

les  deux  premières  donnent 

g  —l  •        h l   : 

et,  ces  valeur--  étant  substituées  dans  la  dernière,  on  aura 


"  r     '',     îv- 
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ou  bien,  en  multipliant  par/2  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à/, 

fe  4-  2»/<  +  (  n2  —  \q  )  f2  —  p2  —  o, 

équation  du  sixième  degré,  mais  qui  est  résoluble  à  la  manière  de  celles 
du  troisième,  à  eause  qu'elle  ne  renferme  que  des  puissances  paires  de 
l'inconnue. 

Telle  est  la  méthode  de  Descartes  pour  les  équations  du  quatrième 
degré.  Il  est  vrai  que  cet  Auteur  suppose  d'abord  que  les  équations  com- 
posantes soient  représentées  par 

,.          1 2        n          i)                            .          f'n  u 

x2-\-  fx  + 1 £-  =o,     x2—  £r  + 1 k-St=o, 

J  2  2  1J  J  2  1  ij 

ainsi  qu'il  résulte  de  la  substitution  des  valeurs  de  g  et  de  k  trouvées  ci- 
dessus;  mais  il  est  naturel  de  croire  qu'il  n'a  trouvé  ces  formules  que  par 
une  analyse  semblable  à  celle  que  nous  venons  de  donner,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  Commentaire  de  Schooten  et  dans  la  Lettre  de  Hudde 
sur  la  réduction  des  équations. 

35.  Il  est  visible  que  la  Solution  précédente  revient  au  même  que 
celle  des  nos  26  et  suivants,  et  que  les  inconnues /et  z  expriment  la 
même  quantité  dans  les  deux  Solutions  lorsque  m  =  o.  Ainsi  les  princi- 
pales remarques  qu'on  a  faites  sur  la  Solution  de  Ferrari  pourront  s'ap- 
pliquer aussi  à  celle  de  Descartes,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'entrer 
là-dessus  dans  un  nouveau  détail;  mais  il  est  bon,  de  plus,  d'examiner 
en  particulier  le  principe  de  cette  dernière  Solution  et  de  chercher  à 
priori  les  conséquences  qui  peuvent  en  résulter. 

Ce  principe  consiste,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  supposer  que 
l'équation  proposée  soit  divisible  par  une  équation  du  second  degré 

telle  que 

x2  +fx  -f-  g  =  o, 

c'est-à-dire  qu'elle  ait  deux  racines  communes  avec  cette  dernière.  Ainsi 
l'on  pourra  trouver  les'conditions  nécessaires  pour  cela  par  la  méthode 
du  n°  12.  En  eflèt.  en  divisant  le  quinôme 

x*  -h  mx3  -h  nx2  -+-  px  +  <y 
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par  le  trinôme 

on  trouvera  le  quotient 

x 2  -h  !  m  —  f  )  x  ■+■  n  —  g  —  f  {  m  —  /  ) , 
et  le  reste 

\P  -  g  (m  -f    -f[n  -  g- -J '  m-f  }]x-  '   q-  g[n  -  g  —  f{  m  -/)], 

de  sorte  que,  pour  que  la  division  puisse  se  faire  exactement,  il  faudra 

que  le  reste  soit  nul  indépendamment  de  oc,  ce  qui  donnera  ces  deux 

équations 

P  -  g  m  -f  -/[»  -  ff  — /(  m-f)]  =  o, 

q  —  g[n-g-fim-f)}— °> 

au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  y*  et  g.  La  première  de  ces 
équations  donnera  d'abord 

—  P-nf+nf'-f 

&  "  m -if 

et,  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde,  on  aura 

q        n      '»/+/  m -if  {m -if  Y 

ou  bien 
(/*—"»/'■+- nf—p)1—  f*—mp+nf—-p)(p—mf-\  n  [if-  m  +q{zf—  m)* =o, 

qui,  étant  ordonnée  par  rapport  à  /,  scia  en  changeant  les  signes 

f'  —  3  m/1   I-    3m!-t  ■?  n    /*' — m  [ni'   ■    \>i    /  •  nin-  m/>       ir —  l\q  J 

m    m/>       n'        \i/   f       mn/>  -     nïq       />'  =  o, 

la  même  que  celle  qu'on  tirerai  1  des  quatre  équations  de  condition  du 
n"  33. 

Cette  équation  est,  comme  on  voit,  du  sixième  degré,  avant  tous  ses 
termes;  mais  en  faisant  m  =  o  tous  les  termes  qui  renferment  des  puis- 
sances impaires  de  l'inconnue  s'évanouissent,  de  sorte  que  l'équation 
devient  résoluble  a  la  manière  de  celles  du  troisième  degré:  c'est  le  cas 
III.  35 
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que  nous  avons  déjà  considéré  dans  le  n°  34.  Mais  il  n'est  pas  même  né- 
cessaire de  supposer  m  =  o  pour  anéantir  tous  les  termes  où  l'inconnue 
se  trouve  élevée  à  des  puissances  impaires;  il  suffît  pour  cela  de  faire 
disparaître  le  second  terme  en  supposant,  suivant  la  méthode  connue. 

,.       ,        3  m         ,        m 
J  6  ■?. 

et  l'on  verra  que  tous  les  autres  termes  s'évanouiront  en  même  temps, 
de  sorte  qu'on  aura  une  équation  en  /  qui  ne  renfermera  que  des  puis- 
sances de  /2,  laquelle  sera 

i.       [3m2  \  ti       (3m*         ,  ,   \  .        /m3       nui         \2 

1  -  [-j-  ~  2») l  ■+■  ^l6-  - mn  +  mP  +  »  - 4</ j  l* -  (j  -    —  +p)  =  o, 

équation  qui  est  la  même  que  la  réduite  en  t  du  n°  32,  en  y  faisant  /  =  f\l2, 
de  sorte  que,  comme  on  a  supposé  dans  le  même  numéro  t  —  s'2  et  s—  2z, 

on  aura  /—  z;  d'où  l'on  voit  que  la  quantité  l=f—   -  dans  les  formules 

précédentes  sera  la  même  que  la  quantité  z  des  nos27  et  suivants,  et  cela 
sans  supposer  m  —  o,  ce  qui  sert  à  montrer  d'autant  mieux  la  liaison  des 
solutions  que  nous  venons  d'examiner. 

36.  Voyons  maintenant  la  raison  pourquoi  la  méthode  de  Descartes 
conduit  à  une  réduite  du  sixième  degré  telle  que,  en  y  faisant  évanouir 
le  second  terme,  tous  ceux  qui  renferment  des  puissances  impaires  de 
l'inconnue  s'évanouissent  aussi,  comme  nous  venons  de  le  trouver: 
pour  cela  on  considérera  que,  puisque  l'équation  du  second  degré 
ce2  -h  foc  -;-  g  ■—  o  doit  être  un  diviseur  exact  de  la  proposée  dont  les  ra- 
cines sont  a,  b,  c,  d,  il  faut  nécessairement  que  la  même  équation  ren- 
ferme deux  quelconques  de  ces  quatre  racines.  Ainsi  l'on  aura 

-f=a  +  b,     g=ab, 

ou 

—f=a-hc,      g—ac, 

OU 

— f=  a  -+-  cl,     g  ■=.  ad, 
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OU 

— /=6  +  c,      g=bc, 

OU 

-f=b  +  d,      g=bd, 

ou  enfin 

-f=c      d,     g=cd; 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  en/doit  être  du  sixième  degré  aussi  bien 
que  l'équation  en  g,  c'est-à-dire  du  degré  dont  l'exposant  sera  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  quatre  choses  prises  deux  à  deux,  nombre 

qu'on  sait  être  —  =  6.  On  pourrait  donc  par  ce  moyen  trouver  directe- 
ment tant  l'équation  en/que  celle  en  g  en  cherchant  la  valeur  de  chacun 
de  leurs  coefficients,  comme  nous  l'avons  déjà  pratiqué  dans  plusieurs 
occasions.  Pour  cela  on  représenterait  d'abord  l'équation  en  /'  par  la 
forme  générale 

/'  f  \f-+  B/4  I  <:/'      D/a  i   E/  \   F      o. 

et  comme  les  racines  de  cette  équation  doivent  être 

—  a      />,      —a  —  c,  a  —  d,  b  -  c,     —  h  —  d,      -  c  —  d, 

on  aurait 

A  =  o  +  i  +  fl  +  c  +  fl       il       l>   .   c       b       d       i  ■   ■   d 
3-  a  H   h       c       d  3m, 

B         a    I    b     a       c       a       d       b    c    I    6    ■    d       C    •    d 
-4- (a -4-  c     a      d      l>       c       b       d  -\  c      d 

a        d      b  +  C  -    l>        d        c  H    d 
h   4    C      b    •-  d    ■    r    I    d 
-4-  (  6  -4-  ^      f:  4-  <7 

3  a2  -4-  6'  -+-  c1      '/      1-8  ab  •   ac      ml  ■  bc  ■   bd  i  ni  . 
=  3  (m'  —  an     •  'S//       3m1  •    >/'. 

cl  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  l'on  voulait  faire  évanouir  le  second  terme  de  cette 

35 


■lus 
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équation  en/,  il  faudrait,  suivant  la  règle  connue,  augmenter  toutes  les 
racines  de  ■>->  c'est-à-dire  mettre,  à  la  place  de/,  l —  -^  j  ce  qui  donne- 
rait une  transformée  en  /  où 

,       „      A        „      a  ■+-  b  -+-  c  ■+-  d 
J        b       J  2 

puisque 

A  =  3(a+6  +  c  +  f/  , 

de  sorte  que  les  racines  de  cette  transformée  seraient 

a  +  b  ■+-'  c  -+-  d 


a  —  b, 


a+t+c+rf 


—  a  —  c, 


c'est-à-dire 


a  -+-  b  —  c 

-d 

2 

«  +  c  —  b 

-d 

a  +  d  —  b 

—  c 

2 

b  +  c  —  «  - 

-d 

2 

b  -\-  d  —  a 

—  c 

2 

c  -h  d  —  a 

-b 

où  l'on  voit  que  chaque  racine  a  sa  compagne  négative;  en  sorte  que, 
si  l'on  en  prend  les  carrés  et  qu'on  regarde  l2  comme  l'inconnue,  elle  ne 
pourra  avoir  que  trois  valeurs  différentes,  savoir 


2 

a  -+-  c  —  b 

-d 

i 

a-\-  d —  b 

—  c 
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d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  en  /,  étant  ordonnée  par  rapport  a  ï2,  mon- 
tera au  troisième  degré,  c'est-à-dire  qu'elle  sera  du  sixième,  ayant  toutes 
les  puissances  de  l'inconnue  paires,  comme  nous  l'avons  trouvé  plus  liant 
par  une  autre  voie  :  c'est  a  cette  circonstance  heureuse  qu'on  doit  la  réso- 
lution des  équations  du  quatrième  degré.  On  voit  aussi  par  là  la  raison 
pourquoi,  dans  le  numéro  précédent,  l'équation  en  /  est  la  même  que 
celle  en  :■,  car  il  est  clair  (32)  que  les  valeurs  de  z  sont  les  mêmes  que 
celles  que  nous  venons  de  trouver  pour  /. 

37.  On  peut  encore  remarquer  que,  puisque  l'on  a 

—  m  -    a  -+  b  -+-  c  -f  cl ', 

et  que  les  valeurs  de /sont 

-  a  —  b,  a  —  c,     —  a  —  d,     —  b  —  c,     —  b  —  cl,      -  c  —  <l . 

on  aura  les  mêmes  valeurs  pour  la  quantité  m—f\  d'où  il  s'ensuit  que 
l'équation  en  f  doit  être  telle,  qu'elle  demeure  la  même  en  v  substi- 
tuant m  — f  à  la  place  de  f\  donc,  si  l'on  fait /=  -  — t- /,  ce  qui  donne 

m—f=  -  -/,  il  faudra  que  la  transformée  en  /  soit  telle,  qu'elle  de- 
meure la  même  en  y  changeant  /  en  — /;  par  conséquent  elle  ne  devra 
renfermer  que  «les  puissances  paires  de  /. 

Or,  si  l'on  substitue  celle  valeur  de  /  dans  l'expression  de  g  du  0°  35, 
on  a 

l2       ml        4"       "'*        \'i>"       »'3  —  H  l> 

et  les  deux  facteurs 

x2 -\  fx  -t-  g-    o,      x2  -4-    m—f  X       II       g      f  III      f        (), 

dans  lesquels  a  été  décomposée  l'équation 

x'  -+-  mx3  -+-  nx2  -4  px  -t  //       <>, 
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deviendronl 

m        ,\  /■        ml        4"       »':        âitm  —  m-   tin 

2  /  24  o  it>/ 

/><        .\  /2       /»/        4n  —  "*'       4/i/M  —  m3  —  8/>  _ 

7~,)^"    2      T  »  ï5/ 

équations  qui  sont  les  mêmes  que  celles  du  n°  29  en  faisant  /      z  et  en 
substituant  dans  ces  dernières  à  la  place  de  v  sa  valeur  en  z,  laquelle 

est   (28) 

4-zj  -+-  4re  —  '"* 


r  = 


8 


Les  méthodes  que  nous  venons  d'analyser  renferment,  si  je  ne  me 
trompe,  toutes  les  méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  du 
quatrième  degré;  il  en  faut  seulement  excepter  celles  deMM.Tschirnaus, 
Ëuler  et  Bezout,  lesquelles  méritent  un  examen  particulier;  c'est  l'objet 
qu'il  nous  reste  à  remplir  dans  cette  Section. 

38.  Et  d'abord  il  est  clair  que  pour  pouvoir  résoudre  l'équation  du 
quatrième  degré,  suivant  la  méthode  de  M.Tschirnaus,  il  n'est  pas  néces- 
saire de  faire  disparaître  tous  les  termes  intermédiaires,  comme  dans 
celles  du  troisième,  mais  qu'il  sullit  d'y  faire  disparaître  le  second  et  le 
quatrième  terme  où  l'inconnue  se  trouve  élevée  à  des  puissances  im- 
paires; car  alors  on  aura  une  équation  résoluble  à  la  manière  de  celles 
du  second  degré.  Pour  cela  on  prendra  donc,  comme  on  a  fait  pour  le 
troisième  degré  (10),  l'équation  subsidiaire 

x2  =  bx  -+-  a  -r-  y, 

qui  contient  deux  indéterminées  a  et  b;  et  éliminant  par  son  moyen  l'in- 
connue x  de  l'équation  proposée 

xA  -+-  «u1  -+-  nx-  —  px  -+-  q  =  o, 

on  aura  (14)  une  transformée  en  y  du  quatrième  degré,  dans  laquelle  le 
coefficient  de  y*  sera  une  fonction  de  a  et  b  de  la  première  dimension, 
celui  de  v2  une  fonction  de  a  et  b  de  la  seconde  dimension,  celui  de  y 


DES   ÉQUATIONS.  -11» 

une  l'onction  de  a  et  b  de  la  troisième  dimension,  etc.  De  sorte  que,  pour 
faire  disparaître  à  la  fois  le  second  et  le  quatrième  terme,  il  faudra  dé- 
terminer les  quantités  a  et  b  en  sorte  qu'elles  satisfassent  à  deux  équa- 
tions, l'une  du  premier  degré  et  l'autre  du  troisième,  ce  qui  donnera  une 
réduite  en  a  ou  en  b  du  troisième  degré;  d'où  l'on  peut  conclure  que  la 
méthode  de  M.  Tschirnaus  doit  aussi  réussir  pour  le  quatrième  degré: 
c'est  ce  qu'on  va  voir  maintenant  par  le  calcul. 

39.  Comme  nous  avons  jusqu'ici  fait  usage  des  lettres  a,  b,  c,  d  pour 
représenter  les  quatre  racines  de  l'équation  proposée,  pour  éviter  toute 
confusion  nous  prendrons  d'autres  lettres  pour  les  coefficients  de  l'équa- 
tion subsidiaire,  et  nous  représenterons  cette  équation  ainsi 

r-  +fx  +  g  4-  y  =  o. 

Or,  puisqu'il  faut,  par  la  nature  de  la  méthode  dont  il  s'agit  llj,  que 
cette  équation  ait  une  racine  commune  avec  la  proposée,  il  n'y  aura  qu'à 
faire  en  sorte  qu'elles  aient  un  diviseur  commun  où  x  se  trouve  à  la  pre- 
mière dimension.  On  divisera  donc  d'abord  le  quinôme 

x'  -4-  mx3  ■+■  nx1  ■+-  px  -f-  q 
par  le  trinôme 

.r2  -hfx  -f-  g  ■  -h  y, 

el  faisant  pour  un  moment g  ~\-  y  -  -  g' ,  on  trouvera,  comme  ci-dessus  .'îô  , 
le  reste 

p  -  g  '  m  —  if)  —  nf+  mf  —  /»]  x  +  (j  -  g'  i  //  —  mf-h  p    -f  g    , 

lequel,  ne  contenant  que  la  première  dimension  de  x,  devra  pap consé- 
quent être  le  diviseur  commun  des  deux  polynômes;  ainsi  il  faudra  que 
ce  reste  divise  exactement  le  diviseur  précédent  x2  -  fx  i  g',  c'est-à- 
dire  que  la  valeur  de  X  tirée  de  l'équation 

p      g' {m  —  if)  —  nf+mf     f*]x  +  q      g'{n       mf+f     h  g"      0 

satisfasse  aussi  a  l'équation 

x'  -l  fx  -+-  g'  se  o. 
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On  aura  donc 

x  _      q-g'n-mf+f2)  +  g'2 

f  -  mp  +  nf—  p  +  [m-if,g'' 

et  substituant  cette  valeur  dans  x2  -\-fx  ■+-  g'  =  o,  on  aura 

lq-g<{n-mf+p)+g'*Y 

-*-/[?  ^  g'<  «  -  "»/+/*)  +  g'2]  l/3  ~  "l/"'  +  »/-  /»  +   "<  -  2/)  §'] 

+  g ''  iP  -  mf2  +  "/-  /»  +  ("»  -  2/ ;  ë'  Y  =  °> 

où  il  ne  s'agira  plus  que  de  remettre  g  -+- y  à  la  place  de  g'  et  de  déve- 
lopper les  termes  en  les  ordonnant  par  rapport  à  y. 
Soient,  pour  abréger, 

F  =/3-  mp  +  nf-p, 

G  -  f2  —  mf  -h  n , 
H  =  if —  m, 

et  l'équation  précédente  deviendra 

q  ~  &g'  +  g")'  +/(ï  -  Gg'  +  g'')  (F  -  Hg')  +  g>'(F  -  Hg'  ■  =  o, 

laquelle  étant  d'abord  ordonnée  par  rapport  à  g'  devient 

g'*  —  (2G-+-/H  —  B?) g»  +  (G*  +  *q  +/F  4-/GH-2FH  g'2 

-  {iqG+fqR-hfFG-  F2  ;  §-'  -+-  q'  -f-  g/F  =  o, 

et  en  remettant  les  valeurs  de  F,  G,  H, 

g'*  —  (  mf  -h  in  —  ni'  \  g'3  -+-  [  /t/"2  —  (  mn  —  3p  if-h  n-  —  2  /n/>  -f-  1  q  ]  g'2 
-  [pp—{mp-^q)p  +  (np-  Zmq)f-p'       mq]g' 

+  q  P~mP-  nf-  pf^-q  =  •• 

Faisons  maintenant 

A  =  m/"  -4-  1  n  —  m2, 

B  =  nf2  —  (  mn  —  3p)  f  -h  n2  —  2  mp  -f-  2  </, 

c  =  pf*  —  imP  —  4q)  f1-*-  ( »/>  — 3 "'7  / —  /»'  +  '  "</ . 
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pour  avoir  l'équation 

g"  —  Ag'3  -r  Bg'2  —  Ggr'  -+-  D  =  o, 

et  remettant  maintenant  g  H- y  à  la  place  de  g',  on  aura,  après  avoir  or- 
donné les  termes  par  rapport  à  y,  cette  transformée 

>"  -+-  4g"  —  A  •  r3  +  : 6s"'J  —  3sA  +  îi) r'1 

+  4g-3-  3Ag2  +  ?Bg  —  C)  J-l-g4  —  Vg-3+  Bg2  —  Cg  -i-  D  =  o, 

dans  laquelle  on  est  maître  de  faire  évanouir  deux  termes  a  volonté  en 
déterminant  convenablement  les  quanti  tés  /  et  g. 

Faisons  donc  évanouir,  comme  nous  nous  le  sommes  proposé,  le  se- 
cond et  le  quatrième  terme;  on  aura  pour  cet  effet  les  équations 

4g-  \  =  o, 

4gr1  —  3 Ag2 -+-  ?Bg  —  C  =  o, 

dont  la  première  donne 

A 

ce  (jui  étant  substitué  dans  la  seconde,  on  aura,  en  étant  les  fractions, 

A3-  .{AB-t-  8C  =  o, 

équation  qui,  en  remettant  pour  A,  B,  C  leurs  valeurs  en/,  montera  au 
troisième  degré,  et  deviendra,  après  avoir  ordonné  les  ternies, 

w3  -    \mn  -f-  tip  f'  —    S  m*  —  i^ni2n  -+-  <8/t-  -+-  Miip  —  3->.</    /' 
-l-  [m  '  -    i6/n'n  +  lomïp  -+-  i(>/»   n1  —  zq)  —  iG/ip]  f 

m*  +  6m*n  —  8minp  —  8m-  n'  —  q   -4  Smnip  —  8pi      <>. 

Avant  donc  déterminé/  par  cette  équation,  l'équation  en  y  deviendra,  à 
i  A 

enlise  (le  S  =  -7-5 
0  I 

OU  bien,  en  niellant  à  la  place  de  (1  sa  valeur —• 

III. 
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laquelle  est,  comme  on  voit,  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  second 
degré.  Ainsi  l'on  connaîtra  /  et  y;  après  quoi  on  aura  sur-le-champ 

q  _  (  „  _  mf+f)  (A  +  rj  +  (A  +  rJ  ' 
p  -  mp  +  nf—  p  -+-  (  m  —  2/)  (  j  -4-  j  j 

et  les  quatre  valeurs  de  j  tirées  de  l'équation  précédente  donneront  tou- 
jours les  quatre  mêmes  racines  de  la  proposée,  quelle  que  soit  la  racine/ 
qu'on  emploie;  ce  qu'on  pourrait  démontrer,  s'il  en  était  besoin,  d'une 
manière  analogue  à  celle  du  n°  28. 

40.  Si  l'on  voulait  savoir  à  priori  pourquoi  la  réduite  en  /'  que  nous 
venons  de  trouver  ci-dessus  est  nécessairement  du  troisième  degré,  il 
faudrait  chercher  quelle  fonction  des  racines  a,  b,  c,  d  doit  être  la  valeur 
de/.  Pour  cela  on  reprendra  l'équation  subsidiaire 

xï+P  +  g+r  =  o, 

et  l'on  y  substituera  successivement  a,  b,  c,  d  à  la  place  de  x,  et  à  la 
place  de  j  les  quatre  racines  de  l'équation  en  y  ci-dessus;  mais  il  n'est 
pas  nécessaire  de  connaître  la  valeur  de  ces  dernières  racines,  il  suffit  de 
considérer  que,  comme  l'équation. ne  contient  aucune  puissance  impaire 
de  y,  ses  racines  doivent  être  deux  a  deux  égales  et  de  signes  contraires; 
en  sorte  qu'on  pourra  les  représenter  parj',  —y',  y",  —y"-  Faisant 
donc  ces  substitutions  dans  l'équation  œ2-\-fœ  -+-  g  -+-  y  =  o,  on  aura 

ces  quatre-ci 

a--hfa+-g  +  y'  =  0, 

b2+fb  +  g-r'  =  o, 

c-  -hfc  +g-hy"=o, 
d'-:-fd  +  g—y"=o; 

d'où,  chassant  d'abord  y'  et  y",  on  tire 

a-  +  b7  -\-f{a-+-  b)-hzg=o, 

c1  +  d1  +f{c  -+-  d)  +  7. g  —  o, 
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et  chassant  ensuite  g,  on  aura 

a2+  b2  —  c2  —  d2 
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/=- 


a  -+-  b  —  c  —  d 


Or,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  de/,  il  n'y  aura  qu'à  taire  entre  les 
quatre  racines  a,  b,  c,  d  toutes  les  permutations  possibles,  et  l'on  n'ob- 
tiendra que  ces  trois  valeurs  différentes 


à- 

-!-/r- 

C2  — 

-d2 

a  -r-  b  - 

c  — 

d 

a2 

-!-  C2  — 

b2- 

-d2 

a 

-T-   C  — 

b- 

-d 

a2 

4-</2- 

b2 

-c2 

a    -  d  —  b  —  c 

qui  seront  les  racines  de  la  réduite  en  y,  laquelle  ne  pourra  être  par  con- 
séquent que  du  troisième  degré.  On  pourrait  même  remonter  de  là  à 
l'équation  en  j,  comme  nous  l'avons  déjà  pratiqué  plusieurs  fois;  et  l'on 
trouverail  la  même  équation  qu'on  a  vue  ci-dessus. 

An  reste,  pour  pouvoir  mieux  comparer  la  réduite  en  /dont  nous  par- 
lons, avec  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  liant  d'après  les  solutions 
de  Ferrari  cl  de  Descartes,  on  remarquera  que 


„  lr         r  il: 


a        by  —  (C  -+-  df  -4-  {a 


or 


el 


a  -t-  b  )'  —  (c  -+-  d)2       ti      b  -+-  c  -H  d  \  (a  +  b 
m    a  +- b  —  c       d  , 


a  —  b)1—    c  —  dy       a  -t-  c  —  h      d    <•/  H  d      !>—<■; 
mais  on  trouve  par  le  calcul 


a         I)         c         (I      il     ■     r 

donc  on  aura 

«       h       i        ih 


,1    h 


I, 


c  il 


»r        \nin        (S  j> , 

m  j  nui         S  f>   I 

-/         l>         r         il 

36. 
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par  conséquent 

-_        a2  +  b2  —  c2  —  d2 m         m-  -  -  4  mn  +  8/j 


a -h  b  —  c  —  d  2        2  a  -+-  b  —  c  —  d  j2 

Or  nous  avons  trouvé  (32j  que  la  réduite  en  t  a  pour  racines  les  diffé- 
rentes  valeurs  de  (a -h  6  — c  —  rfj2;  donc  on  aura,  en  général, 

_      m       m3  —  4mn  +  8jb 

J  2  2/ 

d'où  l'on  voit  que  la  réduite  en/ n'est  autre  chose  qu'une  transforma- 
tion de  la  réduite  en  t  du  numéro  cité. 

41 .  Après  avoir  vu  comment  la  méthode  de  Tsehirnaus  peut  s'appli- 
quer aux  équations  du  quatrième  degré  en  faisant  évanouir  deux  termes 
de  la  proposée,  il  ne  sera  pas  inutile  de  voir  encore  ce  qui  en  résulterait 
si  l'on  voulait  faire  évanouir  à  la  fois  tous  les  termes  intermédiaires, 
comme  on  a  fait  pour  le  troisième  degré. 

On  aurait  donc  trois  termes  à  faire  disparaître,  savoir  le  second,  le 
troisième  et  le  quatrième,  ce  qui  exigerait  une  équation  subsidiaire  qui 
contînt  trois  indéterminées,  et  qui  fût  de  cette  forme 

x3  +  fx2  -+-  gx  +  //+/=o. 

On  éliminerait  donc  x  par  le  moyen  de  cette  équation  et  de  la  proposée 

x*  +•  mx3  -+-  nx2  -+-  px  -+■  q  =  o, 

et  l'on  aurait  une  transformée  en  y  du  quatrième  degré,  telle  que 

y"  -+-  A_>'3  +  B  r2  +  C  y  +  D  =  o, 

dans  laquelle  il  faudrait  supposer  A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  pour  avoir 
l'équation  à  deux  termes 

Or,  de  ce  que  nous  avons  démontré,  en  général,  dans  le  n"  14,  il  s'ensuit 
que  A  sera  une  fonction  d'une  dimension  des  trois  indéterminées/,  g, 
h,  que  B  sera  une  fonction  de  deux  dimensions,  et  C  une  fonction  de 
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trois  dimensions  dos  mêmes  quantités;  de  sorte  que  l'on  aura,  pour  la 
détermination  des  inconnues/,  g,  h,  ces  trois  équations 

A  =  o,     B  —  o,     G  =  o, 

dont  la  première  sera  du  premier  degré,  la  seconde  du  second,  et  la  troi- 
sième du  troisième  degré;  d'où  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  par  l'éli- 
mination une  équation  finale  en/,  ou  g,  ou  A,  qui  sera  du  degré  1.2. 3, 
c'est-à-dire  du  sixième.  Il  parait  donc  par  lit  que  la  méthode  dont  il 
s'agit  ne  saurait  réussir,  puisqu'elle  conduit  à  une  réduite  d'un  degré 
supérieur  à  la  proposée;  mais  il  pourrait  se  l'aire  que  cette  réduite  du 
sixième  degré  pût  s'abaisser  à  un  degré  inférieur;  c'est  ce  qu'il  est  bon 
d'examiner  à  priori  avant  d'entreprendre  le  calcul  que  nous  venons  d'in- 
diquer. 

42.  Pour  cet  effet  il  faut  chercher  quelle  fonction  des  racines  ci,  b,  c, 
d  devra  être  l'indéterminée/,  par  exemple,  pour  que  la  transformée  en  y 
se  réduise  à  la  forme 

Or  cri  le  équation  en  y  donne  ces  quatre  racines  (25) 

r=±R. 


ainsi,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  y—  D  =  /-,   il   n'y  aura   qu'à 
mettre  successivement  dans  l'équation  subsidiaire 

x*  +fx*  -+-  gx  -h  h  h    y       o, 

a,  b,  c,  d  ii  la  place  de  x,  et  k,    - k,  k\/ — l,  —  k\j—\   à  la  place  de  \  , 
et  l'on  aura  ces  quatre-ci 

a       a7/-hag  -h  h  4-  k  =  o, 
b       6'/^  bg   t-  h  —  k  —  0, 
c1  +  c\f  +  Cg  ■+■  /*  -t-  /»■  v  —  '  —  o, 
d  +d7f-h  dg  +  h  —  k  v  —  î  =  o, 

d'où  l'on  pourra  tirer  le>  valeurs  de  /,  g%  h  et  k. 
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Si  l'on  ajoute  ensemble  les  deux  premières  et  les  deux  dernières,  on 


aura  ces  deux-Ci 

a3  +  b3  -+-   a2  +  b2  )  f  +  (a  -f-  b   g  -+-  ih  =  o, 
c3  -f-  d3-h{c2  -+-  d*)f-h  (c  —  r/i  g-  +  ?.//       o, 

qui,  étant  retranchées  l'une  de  l'autre,  donnent 

o»+  63  —  c3  —  d3-,-  [a2  +  b2  —  c2  —  d')  f  +  '{a  -$- h  —  c  —  d)  g=o, 

où  il  n'y  a  plus  que  deux  inconnues  /et  g\ 

Qu'on  retranche  maintenant  les  deux  premières  l'une  de  l'autre,  comme 
aussi  les  deux  dernières,  on  aura  ces  deux-ci 

a3  —  b3  -+-  {a'  —  62  )  f  -h  (a—  b  )  g  -+-  i  h  =  o, 

c3  —  d3~h  (c2  —  d2)f-h-  (c-d)g-h  ih  v ■— !"--■■  o, 

dont  la  seconde  étant  multipliée  par  \/ —  r,  et  ensuite  ajoutée  à  la  pre- 
mière, on  aura 


a3—  b3-h  (c3—  d3)  J—  i  -+-  [a2  —  b2-\~  [c2  —  d2  )  \j—  i  J  /+  [a  —  b  +  (c  -  f/  v  —  i  j 


g: 


équation  qui,  étant  combinée  avec  celle  qu'on  a  trouvée  ci-dessus,  ser- 
vira à  déterminer  y  et  g. 

Chassant  g,  on  aura  une  équation  en /qui  donnera 

(a3+b3-e3-(P)[a-b  +  (c-d)\/~i]-  [a3-  fr'4-(f3-//3  )  y/~i]  («  +  //-  c  —  ri) 
(a2+b2~c2-(l2)[a-b  +  {c  —  d)y/~\]-[«2-b2  A-(c2-d2)\/~\~](a  +  b-c  —  d) 

d'où  l'on  pourra  déduire  facilement  toutes  les  différentes  valeurs  dont  la 
quantité/est  susceptible,  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  entre 
les  quatre  racines  a,  b,  c,  d.  De  cette  manière,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

M  :  {a3  +  b3  —  c3  —  d3)  (a  —  b)  —  (a3  —  b  \{a+b~c  —  d), 

N  =  (a3-f-  />3—  c3  —  d3)  {c  —  d)  —  [c3  —  d3)  [a  -f-  b  —  c  —  d), 

P  =  {a*  -+-  b2  —  c2  —  d2)  (o  —  b )  —  (as  —  b3  )  {a  -f-  b  —  c  —  d), 

Q  -  [a2  -+-b2  —  c2  —  d2){c  —  d)  —  I  cs       rfJ  |  (a  -+■  b  —  c  —  d), 
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M'  (a3  -+-  c3  —  b3  —  c/3)  {a  —  c)  —  <  a3  —  c3  )  i  a  -+-  c  —  6  —  </). 
N'  =  (a3  +  c3  ~b3  —  d3)(b  —  d)  —  (b3  —  d3)  {a-+- c  —  b  —  d), 
P  a2  ,- c2  —  b2— d2)  (a— c) —(a2— c2)  {a-c  —  b      d), 
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Q'  =  {a2  -±-c2-b2-d2){b  —  d) 


>2  -d2)  {a-hc  —  b  —  d), 

M"=  <a3<-d3—b3—c3){a  —  d)  —  (a—d3)(a+-d—b  c), 
N"  (as-  d3  b3  —  c3)  [b  -  c)  —  {b3  —  d3  {  a  +  d  —  b  -  c), 
P"  =  (fl2-4-rf2  —  à2  —  c2)  (a  —  c?)  —  (a2— tf2)  a  +  d  —  b  —  c  , 
Q"  —  («2  +  rf2-  62—  c2)  (6  —  c)  —  (62  —  c2     a-\-d—  b  —  c), 

on  trouvera  les  six  valeurs  suivantes 

M 


M  -+-N  J—\ 


N  v 


P 

+  Q  J-i 

M 

4-NV^î 

P 

+  QV-i 

M 

'+  N'V3^ 

P    -Q  v- 

M'  -NV- 


P' 
M 


Q'v 


P"  H-  Q "v  -  i 


Q"v 


ii  l'on  voit  que  celle 


qui  seront  donc  les  racines  de  l'équation  en  /*;  d'o 

équation  montera  en  effet  au  sixième  degré,  comme  nous  l'avons  déjà 

conclu  par  une  autre  voie. 

43.  Il  s'a»ii  maintenant  de  voir  si  cette  équation  du  sixième  degré 
peut  s'abaisser  à  un  degré  inférieur;  or  c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  en 
effet,  comme  je  vais  le  prouver,  d'après  la  forme  que  je  viens  de  trouver 
pour  les  six  racines  de  l'équation  en  question.  Car  supposons  que  les 
deux  racines 

v ei  N  = 

P      ov-'  P      Qv      ' 

soient  représentées  par  l'équation  du  second  degré 

/  tf  |     U        0, 

on  aura  donc  par  la  nature  des  équations 

(  et        il  7  v 

P  +Q\      i       P      <h      -  P      Q*      .       P      Uv      . 
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c'est-à-dire 

2(MP  +  NQ  _  M'  +  N' 

'  —  p2  +  Qî  Pl       "  -r    p  +  Q2 

Or  je  dis  que  les  quantités  /  et  u  ne  peuvent  dépendre  que  d'équations  du 
troisième  degré  telles  que 

P—  Et'  +  Ft  —  G  =o, 

h3 — Hu!+K«-  L  =  o, 

les  coefficients  E,  F,  G,  H,  K,  L  étant  des  fonctions  rationnelles  des 
coefficients  m,  n,  p,  q  de  la  proposée.  De  sorte  que,  nommant  t  ',  t",  t 
les  trois  racines  de  la  première  équation,  et  u  ,  u",  u"  les  racines  corres- 
pondantes de  la  seconde,  on  aura  ces  trois  équations  en  f 

r+t'f+u>  =o, 
f2-h  t"f+  u"  =  o, 
p+t"'f-hu'"=o, 

dans  lesquelles  pourra  se  décomposer  l'équation  du  sixième  degré  en/ 
dont  nous  venons  de  parler. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  n'y  a  qu'a  chercher  de  combien 
de  valeurs  différentes  sont  susceptibles  les  quantités  t  et  u,  c'est-à-dire 

les  fonctions 

MP  -h  NQ  M2  +  K' 

et 


P2  +    Q2  P2    +    Q2 

des  racines  a,  b,  c,  d  de  la  proposée,  en  supposant  que  l'on  fasse  entre 
ces  racines  toutes  les  permutations  possibles;  car  il  est  clair  que  les  va- 
leurs qui  en  résulteront  seront  les  racines  des  équations  en  /  et  en  u. 
Pour  cela  je  remarque  d'abord  que  le  nombre  total  des  permutations 
des  quatre  quantités  a,  b,  c,  d,  doit  être,  suivant  les  règles  connues, 
4.3.2.1  —  24;  de  sorte  que,  généralement  parlant,  les  équations  en  t  et 
en  u  devraient  monter  au  vingt-quatrième  degré.  Mais  il  arrive  ici  que 
parmi  les  permutations  dont  il  s'agit  il  y  en  a  plusieurs  qui  redonnent 
les  mêmes  valeurs  de  /  et  u,  et  qui,  par  conséquent,  doivent  être  rejetées. 
En  effet  : 
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i°  Lorsqu'on  échange  a  en  l>,  il  est  visible  que  les  quantités  Net  Q 
demeurent  les  mêmes,  et  que  les  quantités  M  et  P  changent  simplement 
de  signes,  de  sorte  que  les  quantités  t  et  u  doivent  demeurer  les  mêmes: 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  parmi  les  vingt-quatre  valeurs  de  /  el 
de  u  répondant  aux  vingt-quatre  permutations  des  lettres  a,  b,  c,  d,  il 
doit  y  en  avoir  douze  égales  à  douze  autres,  ce  qui  réduit  déjà  le  nombre 
des  valeurs  utiles  de  1  et  u  à  la  moitié. 

2°  Lorsqu'on  échanger  en  d,  les  quantités  M  et  P  demeurent  les  mêmes, 
et  les  quantités  N  et  Q  changent  simplement  de  signe,  ce  qui  ne  produit 
aucun  changement  dans  les  valeurs  de  /  et  u;  donc,  comme  ces  permu- 
tations sont  indépendantes  des  précédentes,  il  s'ensuit,  par  une  raison 
semblable,  que  les  douze  valeurs  de  /  et  u  se  réduiront  à  six. 

^°  Enfin,  si  l'on  échange  a  en  c  et  b  en  d  à  la  fois,  on  verra  aisément 
que  les  quantités  M  et  N  se  changeront  l'une  dans  l'autre  en  changeant 
de  signe,  et  qu'il  en  sera  de  même  des  quantités  P  et  Q;  mais  il  est  clair 
que  ces  changements  ne  feront  point  varier  les  quantités  /  et  u.  Ainsi, 
comme  ces  nouvelles  permutations  sont  aussi  indépendantes  des  précé- 
dentes, on  en  conclura  (pie  les  six  valeurs  de  /  et  //  se  réduiront  à  trois, 
en  sorte  (pie,  parmi  les  vingt-quatre  valeurs  de  /  et  u,  il  ne  s'en  trouvera 
effectivement  (pie  trois  différentes  entre  elles,  dont  chacune  sera  repétée 
huit  fois. 

Il  y  a  encore,  a  la  vérité,  un  échange  qui  ne  produit  aucune  variation 
dans  les  quantités  /  et  u  :  c'est  celui  de  a  en  d  el  b  en  c  il  la  fois;  mais  il 
nedoil  pas  entrer  en  ligne  de  compte,  parce  qu'il  est  déjà  renfermé  dans 
les  précédents. 

De  là  on  peut  conclure  que  les  équations  en  /  el  //  du  vingt-quatrième 
degré  ne  pourront  renfermer  que  trois  racines  différentes,  dont  chacune 
en  aura  sept  autres  d'égales,  de  sorte  que  ces  équations  ne  sei'oni  autre 
chose  que  des  équations  du  troisième  degré  élevées  ;)  la  huitième  puis- 
sance. 

44.    Nous  venons  donc  de  voir  <i  priori  (pie  les  valeurs  différentes  de  / 

ne  peuvent  être  qu'au  nombre  de  trois,  ainsi  que  celles  de  «;  or  il  esl 

m  v 
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facile  de  trouver  que  ces  valeurs  seront,  pour  la  quantité  /, 

a(M P  +  NQ        2 (M'P'+N'Q')       2  (W  P"  +  N" Q" 

p2+QS        '  pJ+Q'2  '  P"^4-Q'" 

et  pour  la  quantité  a, 

M2  +  N2       M'2+N"       M"2-f-N"2 


P2+Q2        P'2-*-Q'2        p"*-i-(p' 

de  sorte  qu'on  aura  (43j 

,_  a(MP-t-NQ)  „_  2(M,F+N'Q'.i  2  (M"P"-h  ly'Q") 

PM-Q2       '  '  :  F2  +  Q'2       '  P"2  +  Q"2 

et 

,_  M2  +  N2  „  _  M'2+N'2  „_  M"2  -+■  N"2 

M=1-pnzrQï'  a==  f^  +  Q'1'  "  zz  p-'.-f.Qw* 

Effectivement,  si  l'on  met  ces  valeurs  dans  les  coefficients  E,  F, . . .  des 

équations  en  /  et  en«,  lesquels  doivent  être,  comme  on  sait,  exprimés 

ainsi 

E  =  t'-\-'t"-htm,     F  =  t't"  -h  t't" -h  Vf",     G  =  t't"t'", 

H  =  «'-h  11"-+-  a'",     k  =  u'u"-h  u'iï"-h  u"iï",     L  =  u'u"u"\ 

on  aura  des  fonctions  de  a,  b,  c,  d,  qui  demeureront  les  mêmes,  quelque 
permutation  qu'on  fasse  entre  les  quantités  a,  b,  c,  d,  et  qui  pourront 
par  conséquent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients 
m,  n,  p,  q  de  la  proposée  dont  les  quantités  a,  b,  c,  d  sont  les  racines. 
De  sorte  qu'on  pourra  par  ce  moyen  trouver  directement  les  valeurs  des 
coefficients  dont  il  s'agit,  comme  nous  l'avons  déjà  pratiqué  plusieurs 
fois  dans  le  cours  de  ces  recherches. 

Au  reste,  dès  qu'on  connaîtra  les  trois  racines  t',  t",  t'"  de  l'équation 
en  t,  on  pourra  par  leur  moyen  trouver  les  racines  correspondantes  u ', 
u" ,  u  de  l'équation  en  u,  sans  être  ohligé  de  résoudre  aucune  équation. 
Car  si  l'on  prend  ces  trois  expressions 

u' -h  u" -\-  u'", 

t'  u  -+-  t "  w"-f- 1  ' u'" , 

t'2u'-!-  t"*u"+  t'"*iï". 
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et  qu'on  y  mette  à  la  plaee  de  t\  t",  t'"  et  //',  u",  a  leurs  valeurs  ci-dessus 
en  a,  b,  c,  d,  on  verra  aisément  que  les  fonctions  résultant  de  a,  b,  c,  d 
seront  telles,  qu'elles  ne  changeront  point  de  forme,  quelque  permu- 
tation qu'on  y  fasse  entre  les  quantités  «,  b,  c,  d,  de  sorte  qu'elles  seront 
toujours  exprimables  par  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  m, 
n,  p,  q  de  l'équation  proposée.  Ainsi  l'on  pourra  trouver  les  valeurs  des 
expressions  dont  il  s'agit,  moyennant  quoi  on  aura  trois  équations  par 
lesquelles  on  déterminera  aisément  les  trois  inconnues  u',  u",  u'".  (Voyez 
la  Section  quatrième. 

45.  Nous  étant  donc  assurés  à  priori  que  la  réduite  du  sixième  degré,  à 
laquelle  doit  conduire  la  méthode  en  question,  pourra  toujours  s'abaisser 
au  troisième,  voyons  maintenant  le  procède  du  calcul  que  cette  méthode 
exige.  On  reprendra  donc  l'équation  subsidiaire   40 

x3  -+-  fx2  -+-  gx  -t-  //  -!-  }'  =  o, 

et  l'on  cherchera  par  la  méthode  ordinaire  '11  )  les  conditions  nécessaires 
pour  que  cette  équation  ait  une  racine  commune  avec  la  proposée 

x*  -+-  mx3  +  nx2  -+■  px  -4-  </  _  o . 

On  divisera  donc  d'abord  le  polynôme 

X*  -f  mx3  -h  nx2  -+-  px  h  q 

par  le  polynôme 

r3  -Ar  fx2  -+-  gX  -t-  h', 

en  luisant  pour  plus  de  simplicité  h'  =  h-t-y,  et.  abstraction  faite  du 
quotient,  on  aura  ce  reste 

M^'-i-  N'ar  -t    P', 

en  supposa  ni 

M  —  n  -  f  m  f  . 
N'=/>-  h'  g  m  f  . 
P'  =  q      A'  m     f  . 

On  divisera  maintenant  le  quatrinôme  »  '     fx*  -  gx     h'  par  le  trinôme 
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y\.x2  -+-N'oc  -+-  P',  et  l'on  aura  ce  nouveau  reste 

P'+N'/"       N'2\  ..       P'/       N'P' 


5  M       '  m»;  M        ms 

qui,  ne  ren fermant  que  la  première  puissance  de  x,  devra  par  conséquent 

être  le  diviseur  commun  cherché.  Faisant  donc  ce  diviseur  égal  à  zéro, 

on  en  tirera 

M'A'— MP'/+N'P' 

'r  —  ~  Wg-  M  (P'+  N'/)  +  N'2' 

valeur  qui,  étant  substituée  dans  l'équation 

M^2-(-  N'.r  -f-  P'— o, 

donnera  les  conditions  cherchées. 
Faisons  maintenant 

N=/>  —  h-g(m-f), 
P  =  q-h(m-f), 

et,  à  cause  de  h'  =  h  -\-y,  on  aura 

N'=N—  j, 

P'  =  P-(m-/)j; 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  x,  et  supposant  de  plus 

Q  =  M2/«-MP/+NP, 

R  =  MÎ+(M/— N)/-P, 
S  =  M'gr— M'(P  +  N/)  +  N2, 
T  =  Mire  —  aN, 
on  aura 

Q  +  Rr  +  (#»-/  )  r 
*-  s  + '!>•  +  .,< 

et  l'équation  de  condition  sera 

M[Q  hRj-i     m-/)^]»-4-(r-N)[Q4-Rr+(m-/)rî](S  +  1>-      r 

4-  [  P  —  (»i  -/).)•  ]  (S  -H  !>■■+■  j*)  =  o, 
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laquelle,  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  y, 
se  trouvera,  après  les  réductions,  de  la  forme 

y*  _4_  P^y-i  _|_  g y  2  _|_  Cj  h-  D  =  o, 

comme  nous  l'avons  déjà  montré  plus  haut. 

Dans  cette  équation  en  y  les  coefficients  A,  B,  C,  D  seront  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  trois  indéterminées  /',  g,  h,  et  les  dimensions 
de  ces  indéterminées  ne  passeront  pas  le  premier  degré  dans  le  coeffi- 
cient A,  le  second  degré  dans  le  coefficient  B,  et  ainsi  de  suite,  confor- 
mément à  ce  qu'on  a  déjà  prouvé  àpriori.  Ainsi,  pour  réduire  l'équation 
précédente  à  deux  termes,  on  fera 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o, 

équations  d'où  l'on  tirera  d'abord  les  valeurs  de  g  et  h  en/,  et  ensuite 
nue  équation  finale  en./ qui  sera  du  sixième  degré,  mais  qui  sera  réduc- 
tible au  troisième,  comme  on  l'a  démontré  ci-dessus;  car,  en  divisant 
celle  équation  par  une  équation  du  second  degré  telle  que 

f*  -h  tf+  u  =  o, 

on  trouvera,  pour  que  la  division  puisse  se  faire  exactement,  deux  équa- 
tions de  condition  entre  /  et  u,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  d'abord  dé- 
terminer u  en  /,  et  ensuite  on  aura  une  équation  finale  en  /  qui  ne  sera 
que  du  troisième  degré.  Résolvant  donc  cette  équation  du  troisième 
degré,  on  connaîtra  /  et  de  là  u;  après  quoi  on  aura  /par  la  résolution  de 

l'équation  ci-dessus  du  second  degré,  et  de  là  g  et  //  par  des  équations  li- 
néaires. Ainsi  l'on  connaîtra  la  valeur  de  tons  les  coefficients  I).  Q,  H,  S, T. 
Or  l'équation  en  v,  étant  réduite  à  celle-ci 

y*  -+- 1)  —  o 

par  l'évanouissement  des  termes  intermédiaires,  donnera  les  quatre  va- 
leurs de  y 

±v'       D      et  V       l'\       '■ 

lesq  telles,  étant  substituées  successivement  dans  l'expression  Ac  .r  ci- 
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dessus,  donneront  les  quatre  racines  de  la  proposée.  Au  reste,  comme 
ce  calcul  conduit  à  des  formules  assez  compliquées,  nous  nous  conten- 
tons de  l'indiquer,  et  nous  allons  plutôt  chercher  des  moyens  de  le  sim- 
plifier. 

46.   Puisque  la  racine  x  est  de  la  forme 

_  Q  +  Rj-Mm-/:r- 
S  +  Tj-t-j2 

la  quantité  v  devant  être  déterminée  par  l'équation  à  deux  termes 

y"  H-  D  =  o, 

il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  réduire  l'expression  de  x  à  cette  forme 
plus  simple 

x  =  a  -t-  by  -t-  cy*  -+-  dy, 

a,  b,  c,  d  étant  des  coefficients  dépendants  de  Q,  R, Car  si  l'on  mul- 
tiplie d'abord  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction 

Q  +  Rr+  (m  —f)r- 
S  -+-  Tj  -t-'v»- 

par  S  —  Tj+j2,  le  dénominateur  de  la  nouvelle  fraction  deviendra 

(S+j2)2— T2j2,     c'est-à-dire     S2  +  (  2S  —  TÀ)  y> -h  r4, 

et,  en  mettant  —  D  à  la  place  de/4, 

S2— D  +  i2S  —  T2  r2; 

donc,  multipliant  encore  tant  le  numérateur  que  le  dénominateur  par 
S2  —  D  —  (2S  —  T2jr2,  le  nouveau  dénominateur  sera 

(S2-  D)2  —  (2S-T2!2r\ 
ou  bien,  à  cause  de  y"  =  —  D, 

(S2—  D.'-i-D(2S-  T2,2, 
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où  il  n'y  aura  plus  de  y.  Ainsi  l'on  pourra  faire  évanouir  y  du  dénomi- 
nateur de  l'expression  de  x  en  le  multipliant,  aussi  bien  que  le  numé- 
rateur, par 

(  s  -  T>  +  y- )  [S2  -  D  -  ( 2 S  -  T')r-]  ; 

or  par  ce  moyen  le  numérateur  deviendra  un  polynôme  où  y  montera  au 
sixième  degré;  donc,  en  y  substituant  —  D  à  la  place  dej\  —  Dy  à  la 
place  de  j5  et  --  Dj2  à  celle  de  j6,  il  ne  s'y  trouvera  plus  que  les  puis- 
sances y,  y2  et  j3,  en  sorte  que  l'expression  de  x  sera  de  la  forme 

a  -t-  by  -+-  cy*  -4-  dy3. 

Maintenant,  comme  la  substitution  des  valeurs  de  y  tirées  de  l'équa- 
tion y''  -+-  D  —  o  doit  donner  les  quatre  racines  x  de  la  proposée 

x*  -+-  mxi  -+-  nx2  -+-  px  -\ -  q  —  o, 

on  pourra  regarder  cette  équation  comme  résultant  de  l'élimination  de  y 
dans  ces  deux-ci 

x  =  a  +  by  4-  cy-  -+-  dy~     et     y"  4-  I>  =  o, 

el  la  comparaison  des  termes  homologues  donnera  quatre  équations  par 
lesquelles  on  pourra  déterminer  quatre  quelconques  des  cinq  coeffi- 
cients a,  h,  c,  d  et  D,  le  cinquième  pouvant  toujours  être  pris  à  volonté. 

C'est  la  méthode  que  MM.Eulerel  Bezoul  ont  proposée  pour  la  réso- 
lution des  équations  «lu  quatrième  degré  dans  les  Mémoires  rites  ci- 
dessus  (18). 

M.  Euler  l'ait  c  —  i ,  et  il  trouve  par  l'élimination  des  trois  autres  indé- 
terminées (t,  b,  d  une  réduite  en  I)  du  troisième  degré.  M.  Bezout,  au 
contraire,  l'ait  d'abord  D  - 1,  el  il  trouve  une  réduite  en  c  du  sixième 
degré  résoluble  à  la  manière  des  équations  du  troisième,  parce  qu'elle 
ne  contient  aucune  puissance  impaire  de  l'inconnue.  M.  Bezout  fait  voir 
en  même  temps  que,  si  au  lieu  de  chercher  c  on  cherchait  l>  ou  d,  on 
tomberait  dans  une  réduite  «lu  vingt-quatrième  degré,  avec  des  exposants 
multiples  de  i,  el  par  conséquent  résoluble  a  la  manière  des  équations 
du  sixième  degré.  Il  fait  voir  de  plus  que  si  l'on  cherche  une  réduite 
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dont  bd  soil  la  racine,  elle  ne  sera  que  du  troisième  degré;  et  par  là  il 
démontre  que  la  réduite  en  b  ou  en  d  ne  renfermera  que  les  difficultés 
du  troisième  degré,  puisqu'elle  pourra,  à  l'aide  de  l'équation  eu  bd,  se 
déeoiuposer  en  trois  équations  du  huitième  degré  avec  des  exposants 
multiples  de  l\,  lesquelles  seront  par  conséquent  résolubles  à  la  manière 
de  celles  du  second. 

Nous  nous  contentons  d'indiquer  ici  ces  résultats,  puisque  le  lecteur 
peut  aisément  les  trouver  de  lui-même  s'il  n'est  pas  à  portée  de  consulter 
les  Mémoires  cités;  mais  nous  allons  chercher  à  priori  la  raison  de  ces 
résultats,  comme  nous  l'avons  pratiqué  jusqu'ici. 

47.  Nommons  x',  x",  x'",  xlv  les  quatre  valeurs  de  x,  c'est-à-dire  les 
racines  de  la  proposée,  et  les  quatre  valeurs  de  y  tirées  de  l'équation 
y4  -h  D  —  o  étant  =h  \/—  D,  ±  \ —  D  y—  i  »  on  aura,  par  la  substitution 
successive  de  ces  valeurs  dans  l'équation 

x  =  a  -+-  hy  -+-  t;r3  +  dy'\ 
ces  quatre-ci 

x'  =  a^-b  y— D  -f  c  Ï/JP  h-  d  V7^7T3, 

x"  =  a  -  b  ÏJ  —  Ï3  +  cffi  -  d  î/~  D\ 

x"  =  a  -+■  6  JA=D  J—l  -  c  v'D2  -  d\j  =T73  v  ^T, 

x"=  a-  b  y/^D  y-  i  —  c  v  F2  -  </  Î/^D3  v -T. 

Si  l'on  ajoute  d'abord  ensemble  ces  quatre  équations  on  aura 

x'  +  x"-y-  x'"  -+-  x1"  =  4"  =       '"' 
d'où 


~    4 

Ensuite,  si  l'on  l'ail  deux  sommes  à  part  des  deux  premières  et  des  deux 
dernières,  on  aura 

X'  -+-  X"   =  2«  -+-  J.C  v'ï)-'. 
x'"-i-  X,v=  2a  —  1C  y/ÏF, 

d'où  l'on  tire 

<■  v  l)2  =  c\j—  D  = 
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Donc,  faisant  avec  M.  Euler  c  =  i,  on  aura 


(  X    -+-  X    —  X     —  X1 


16 

Et  il  est  facile  de  conclure  de  cette  expression  de  D  que  l'équation  en  D 
sera  effectivement  du  troisième  degré,  comme  M.  Euler  l'a  trouvé,  car 
elle  ne  sera  autre  chose  que  la  réduite  en  /  trouvée  plus  haut  (32),  dans 
laquelle  on  mettrait  --  r6D  à  la  place  de  /,  puisqu'on  a  fait 

a,  b,  c,  d  désignant  dans  ce  numéro-là  les  quantités  que  nous  dénotons 
maintenant  para?',  oc",  x'\  a?lv,  c'est-à-dire  les  quatre  racines  de  la  pro- 
posée. 

Mais  si  M.  Euler,  au  lieu  de  supposer  c=i,  avait  supposé  b  =  i ,  sa 
réduite  eu  D  n'aurait  plus  été  du  troisième  degré,  mais  elle  serait  montée 
au  sixième. 

Car,  si  des  quatre  équations  ci-dessus  on  prend  la  différence  des  deux 
premières  et  la  différence  des  deux  dernières,  on  a  ces  deux-ci 

x'  —  x"  =    ?.  b  y  '  —  I)  -+-  2  d  y  —  D\ 

*■'"—  x"=  [ïb'J^-D  -  zd'J—  D8]  v'-7!-, 
d'où  l'on  tire 

De  sorte  qu'en  faisant  b—  i  et  prenant  les  quatrièmes  puissances  on  aura 


D        jV-g"-(*»-*".y'-i  T 


quantité  qui  doit  dépendre  d'une  équation  du  sixième  degré,  comme  on 

le  verra  dans  un  moment. 

ïn.  Si  l'on  l'ait  avec  .M.  Bezoul  l>  i,  on  aura  par  les  formules 

III.  3S 
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précédentes 


X  —  X 

c  —  


d'où  l'on  peut  conclure  d'abord  que  la  réduite  en  c  sera  du  sixième  degré 
avec  tous  les  exposants  pairs,  ainsi  que  cet  Auteur  l'a  trouvé;  car  il  est 
évident  que  la  valeur  de  —  D,  dans  l'hypothèse  de  M.  Euler,  est  la  même 
que  celle  de  c2  dans  l'hypothèse  présente,  de  sorte  qu'en  mettant  —  c2  à 
la  place  de  D  dans  la  réduite  de  M.  Euler  on  aura  la  réduite  de  M.  Bezout 
en  c,  laquelle  sera  par  conséquent  du  sixième  degré,  résoluble  à  la  ma- 
nière des  équations  du  troisième.  Au  reste,  cette  réduite  en  c  sera  la 
même  que  celle  en  z  du  n°  29,  en  y  substituant  —  ic  à  la  place  de  z. 

Voyons  maintenant  quelle  devra  être  la  forme  des  réduites  en  b  et 
en  d,  en  faisant  toujours  avec  Al.  Bezout  D  =  —  i.  On  aura  dans  cette 
hypothèse,  par  les  formules  du  numéro  précédent, 


,         x'  —  x" —  ( x'" —  Xlv    J - 


,i 


X'  —  x"-+-  (X'"—  X'v)  <J—  I 


d'où  l'on  tirera  toutes  les  valeurs  de  b  et  de  d  en  faisant  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  quatre  racines  x',  x",  x'1',  xly,  et  l'on  pourra 
juger,  par  le  nombre  et  la  forme  de  ces  valeurs,  du  degré  et  de  la  nature 
des  équations  par  lesquelles  les  quantités  b  et  d  doivent  être  déterminées. 
Donc  : 

i°  L'équation  en  b  sera  la  même  que  l'équation  en  d,  puisque  la  valeur 
de  d  résulte  de  celle  de  b  en  échangeant  entre  elles  les  deux  racines  x "'. 
x",  de  sorte  que  les  valeurs  de  b  et  de  d  seront  les  racines  d'une  même 
équation  ; 

2°  Cette  équation  sera  en  général  du  degré  f\. 3.  2.1,  c'est-à-dire  <\u 
vingt-quatrième,  puisqu'il  y  a  autant  de  permutations  possibles  entre  les 
quatre  quantités  x',  x",  x'",  xlv; 

3°  Cette  équation  du  vingt-quatrième  degré  aura  tous  les  exposants 
multiples  de  4»  car  il  est  facile  de  voir  que,  b  étant  une  de  ses  racines, 
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-  b,  b\      \,  et  —  b\J—  i  en  seront  aussi.  En  effet,  prenant  comme  plus 
haut 


b  = 


x'-x"—{x"'-x"    v 


il  est  visible  que  la  quantité  b  deviendra  —  b  en  échangeant  x'  en  x"  et 
x"  en  .rIV,  qu'elle  deviendra  b\  —  i  en  échangeant  .r'  en  .r  et  ,r"en  .*'T, 
et  qu'enfin  elle  deviendra  — b\[— - 1  en  échangeant  x'  en  xiV  et  x"  en  a;'". 
Donc  il  faudra  que  l'équation  en  b  demeure  la  même  en  y  prenant  b  né- 
gatif et  en  y  mettant  ±b\J—\  à  la  place  de  b,  ce  qui  exige  qu'elle  ne 
contienne  aucune  puissance  impaire  de  b  ni  aucune  puissance  pairemenl 
impaire.  D'où  il  s'ensuit  qu'en  faisant  //'  —  c  on  aura  une  réduite  en  i> 
du  sixième  degré.  Et  l'on  remarquera  que  celte  réduite  en  v  sera  la  même 
que  celle  en  D  dans  l'hypothèse  de  b  \  (numéro  précédent);  car  il 
est  visible  que  la  valeur  de  —  I)  est  la  même  que  celle  de  bA  ci-dessus. 

On  pourrait  démontrer  ici,  par  une  méthode  semblable  à  celle  donl 
nous  avons  fait  usage  dans  le  n"  42.  (pie  celle  équation  en  c  pourra  se 
décomposer  en  trois  équations  (lu  second  degré  au  moyen  d'une  réduite 
du  troisième;  mais  on  peut  le  prouver  d'une  manière  plus  simple  que 
voici. 

Je  fais  le  produit  des  quantités  b  et  <l,  j'ai 

(x'  -  x"Y       ■>'      x,y  \\ 

iHi  —  . 

l(> 

or 

if-  x"  7        .>'       x'  x'1  +  x'"  -+-  x"'J  +  x'y        \{x'a         >   x" 

=  m%  —  ■?. n  —  ■?.{  x'x"  +  x"x,y   , 

el  il  esl  clair  que  la  quantité  x'x" -+- xmaF  est  la  même  que  la  quantité  u 
du  n"  30  que  nous  avons  vu  dépendre  d'une  équation  du  troisième  degré  : 
d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  en  bd  sera  aussi  du  troisième  degré,  lu 
comme 


bd 

i(> 


38. 
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on  aura  cette  équation  en  bd,  en  substituant,  dans  l'équation  en  u  du  nu- 

..,     m2 — m —  i6bd  ,  ,       ,  , 

mero  cite,  —  a  la  place  de  u. 

Supposons  maintenant  que  p',  p",  p"  soient  les  racines  de  cette  équa- 
tion en  bd,  on  aura  (numéro  citéj 

m2 —  2/i        x'x"  -+-  x'"x,v       ,  , 

p  =  — ^ g — =bd, 

m2  —  in       x'x'"  +  x"xlw 
P  = 


P" 


i6  8 

m2  — in       x'x,r  -+-  x"x'" 


16  8  ' 

or,  si  l'on  multiplie  ensemble  les  deux  équations 

X'  —  X"  =  2  (6  -+-  d),       X'"  —  Xiy  —  2  (  h  —  d)   y'— 7 

du  n°  48,  on  a 

a:V'  +  x"x'v  —  x"x'"  —  x'x1"  =  4  (  /j2  —  d2  )  v  — 7; 

donc 

4  62-  rf2)v'37  =  8(p'"-P"), 

et,  prenant  les  carrés, 

b'  —  ib2d2-h  d<=  —  4(p'"—  pV; 
mais  on  a  déjà  bd—  p';  donc 

b"  +  di  =  ip'2-  4ip'"  —  p")2, 


et,  à  cause  de  d=  ^, 
b 


fc<+£=2p'2-4(p"'-p'"-': 


6< 

donc 

6e  -  2  [p'2  -  2  (p'"  —  p")2]  6'  +  p'^o, 

équation   du    huitième    degré,    résoluble   à   la    manière    de    celles   du 
deuxième,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  de  M.  Bezout. 

Au  reste,  il  est  à  propos  de  remarquer,  touchant  la  réduite  en  b,  qu'en 
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représentant  (25  j   par  i,   a,   a2,   a:1   les   quatre   racines  de   l'équation 

x'1  —  i  =  o,  on  aura 

x'  -+-  ocxlv  +  oC-x"  -+-  <x3x'" 


h 


4 


ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  en  échangeant  .rIV  en  .r",  .r'  en  x'"  et 

x"  en  xlv, 

,        x'  -4-  «"  -4-  a2^r'"  -+-  oc3x'v 

b= ? 

expression  analogue  à  celle  qu'on  a  trouvée  pour  la  réduite  du  troisième 
degré  fnos  6  et  19),  ce  qui  sert  à  faire  voir  l'analogie  entre  la  résolution 
du  quatrième  degré  déduite  de  cette  dernière  méthode  et  celle  de  la  ré- 
solution des  équations  du  troisième  degré. 

49.  Si  l'on  reprend  les  équations  du  n°  46, 

x  =  a  -r-  by  -f-  cy1  H-  dy3, 
/'-fD  =  o, 

et  qu'on  y  suppose  j2  =  z,  on  aura  ces  deux-ci 

x  ■=  a -f-cz) -+- (ô-f-  dz)yjz, 

Z!+Dr     O, 

dont  la  première,  étant  délivrée  de  l'irrationnalite,  devient 

(  x  —  a  —  cz  •'  -    '  h  -'   dz  )*z       o, 
laquelle,  à  cause  de  z'2=  —  D,  se  réduira  à  cette  forme 

x'1  -f-   f  -4-  gz  |  x  +  h       hz       o. 

De  cette  manière  on  aura  donc  les  deux  équations 

ZJ  1)         0, 

x1-*     f  l   g-z   ./        //       / z     -  o, 

qui,  par  l'élimination  de  z,  donneronl  une  équation  du  quatrième  degré 
comparable  à  la  proposée 

X*  -.      III. 1  HX'  -*-  />.J  ■/  n; 
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de  sorte  que,  par  la  comparaison  des  termes  analogues,  on  pourra  déter- 
miner quatre  des  cinq  coefficients/,  g,  h,  k  et  D,  le  cinquième  demeu- 
rant à  volonté. 

Cette  méthode  revient  à  la  même  que  celle  que  M.  Bezout  a  donnée  à 
la  fin  de  son  Mémoire  de  1762  sur  les  équations,  et  qu'il  a  redonnée  dans 
le  Mémoire  de  1765,  page  54^,  comme  un  exemple  d'une  méthode  géné- 
rale qui  s'étend  à  toutes  les  équations  dont  le  degré  est  marqué  par  un 
nombre  composé.  Dans  le  premier  de  ces  endroits  l'Auteur  suppose 
d'abord  g ■  —  —  1,  et  il  trouve  une  équation  finale  en  k  du  troisième  de- 
gré. Dans  le  second  il  fait  D—  —  1,  et  il  parvient  à  une  équation  finale 
en  g  du  sixième  degré  avec  des  exposants  pairs,  et  par  conséquent  réso- 
luble à  la  manière  des  équations  du  troisième  degré. 

Pour  voir  la  raison  de  ces  résultats,  il  n'y  a  qu'à  remarquer  que,  puis- 
que z  =  ±  sj  —  D,  on  aura  ces  deux  équations 


x*  +  (f-^-gs/—  Dj.r  +  /*  +  /«' v  — D  —  o, 

x2-+-  (/—  g  y/—  f))x  +  h  —  k  \/—  D  =  o, 

dont  le  produit  doit  donner  l'équation  proposée;  de  sorte  qu'il  faudra 
que  l'une  de  ces  équations  renferme  deux  des  racines  de  la  proposée,  et 
que  l'autre  en  renferme  les  deux  autres.  Ainsi  l'on  aura,  par  la  nature 
des  équations, 


X    X 


-  f  —  g\j  —  D  =  x'  -+-  se",      h  -h  k  y  —  D 
■f-hg  v,=rD  =  x'"->.-  x'\      h  —  h  v-  D       x'"x" 


donc 


■zg  y' —  D  =  x'  ■+-  x"  —  x'"  —  x'\ 

2/,'V'-D: 


Si  l'on  fait  d'abord  g •=  —  1,  et  qu'on  substitue  la  valeur  de  y/—  D  tirée 
de  la  première  équation  dans  la  seconde,  on  aura 


j  kXs      tAs  %Ai         iAj 


et  de  là  on  peut  conclure  que  l'équation  en  k  ne  sera  que  du  troisième 
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degré;  car,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  quatre  racines  a?', 
x",  x'",  x",  ou  n'aura  jamais  que  ces  trois  valeurs  différentes  de  k, 


x1  x" x'"x" 


x' 

+  x"- 

x'" 

— 

x'v 

» 

x'x'"  - 

x" 

X" 

x' 

-+-  x'"  — 

x" 

— 

x'v 

x'x"  - 

-  x' 

'x' 

//  —.'"  ' 


ry'  I  /jn  I  V    sy*"     ry+' 

*A*  I       *As  *As  »X- 


d'après  lesquelles  valeurs  on  pourrait,  si  l'on  voulait,  trouver  directe- 
ment l'équation  même  en  k. 
Si  l'on  fait  D  —  —  i ,  on  aura 


X"  +  X"  —  X'  —  X" 

g=-        —r- 


en  sorte  que  la  quantité  g  sera  la  même  que  la  quantité  z  du  n°  29,  et 
qu'on  y  pourra  appliquer  les  conséquences  trouvées  au  n°  32.  Si,  dans 
celle  hypothèse  de  D  —  —  i,  on  cherchait  k  au  lieu  de  g,  ou  aurait 


k=z 


x'x"  —  x'"x}V 


et  l'équation  en  k  serait  aussi  du  sixième  degré  avec  tous  ses  exposants 

pairs,  ses  racines  étant 

ny'  /y       T™        ylV  y>  '   -y»  '''    V       If*  '  ^'  V     *¥*  '  *'  f*       ■T* 

iX»     tAf  *As       \As  *As     «X»  «X-      »X-  *As     *As  ■  '         -  ' 

J  5  5 

2  2  2 

~.«~<" ~'~1V  r"ri» *.'*."'  ,».'",■■'' -»■'   J 

tA-      %As  >X.    «**  «X*      »*/  •*-    «X-  *        ■  *  i*/    «X* 

_  ,  _  ,       _ 

222 

An  reste,  celle  équation  en  k  pourrait  se  dériver  aisément  de  l'équation 
en  u  du  n"  30;  car  puisque 

Ajy  '   fy    '  »"'  «  I  V 

•X<     «X/  *Aj       >Af 

ei     u—x'a       ,   , 

2 

il  faut  se  sou  venir  que  af,  x",  x"\  xn  désignent  ici  les  mê s  quantités 
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que  a,  b,  c,  d  dans  le  numéro  cité,  c'est-à-dire  les  racines  de  la  proposée), 

on  aura 

u1  —  4/, :  =    ^x'x"x'"x"  ~-/\q; 

donc 

u  =  2  J~q  ■+■  h2. 

Ainsi,  si  dans  l'équation  en  u  on  substitue  cette  valeur,  et  qu'on  fasse 
ensuite  disparaître  l'irrationnalité,on  aura  une  équation  en  k  du  sixième 
degré,  dont  tous  les  exposants  seront  multiples  de  2. 

50.  Nous  terminerons  ici  notre  analyse  des  méthodes  qui  concernent  la 
résolution  des  équations  du  quatrième  degré.  Non-seulement  nous  avons 
rapproché  ces  méthodes  les  unes  des  autres,  et  montré  leur  liaison  et 
leur  dépendance  mutuelle;  nous  avons  encore,  ce  qui  était  le  point  prin- 
cipal, donné  la  raison  à  priori  pourquoi  elles  conduisent,  les  unes  à  des 
réduites  du  troisième  degré,  les  autres  à  des  réduites  du  sixième,  mais 
qui  peuvent  s'abaisser  au  troisième;  et  l'on  a  du  voir  que  cela  vient  en 
général  de  ce  que  les  racines  de  ces  réduites  sont  des  fonctions  des  quan- 
tités x',  x",  x'",  xlv,  telles,  qu'en  faisant  toutes  les  permutations  possibles 
entre  ces  quatre  quantités,  elles  ne  peuvent  recevoir  que  trois  valeurs 
différentes  comme  la  fonction  x'x"  -+-  x'"xlv ,  ou  six  valeurs,  mais  deux  à 
deux  égales  et  de  signes  contraires,  comme  la  fonction  x'-hx"  —  x'"—  xiv, 
ou  bien  six  valeurs  telles,  qu'en  les  partageant  en  trois  couples  et  pre- 
nant la  somme  ou  le  produit  des  valeurs  de  chaque  couple,  ces  trois 
sommes  ou  ces  trois  produits  soient  toujours  les  mêmes,  quelque  per- 
mutation qu'on  fasse  entre  les  quantités  x',  x",  x'",  x",  comme  la  fonc- 
tion trouvée  au  n°  42.  C'est  uniquement  de  l'existence  de  telles  fonctions 
que  dépend  la  résolution  générale  des  équations  du  quatrième  degré  (*). 

(*)  La  longueur  déjà  trop  grande  de  ce  Mémoire  nous  oblige  d'en  réserver  la  suite  pour  le 
volume  de  1771 ,  auquel  il  appartient  naturellement.  On  y  trouvera  une  Analyse  générale  des 
méthodes  de  MM.  Tschirnaus,  Euleret  Bezout,  faite  par  des  principes  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  suivis  jusqu'ici,  et  d'après  laquelle  on  sera  en  état  de  connaître  à  priori  les  résultats 
qu'on  doit  attendre  de  l'application  de  ces  méthodes  aux  équations  qui  passent  le  quatrième 
degré.  On  y  trouvera  aussi  des  remarques  générale.-  sur  la  résolution  et  la  réduction  des 
équations,  lesquelles  serviront  à  jeter  un  nouveau  jour  sur  cette  partie  de  l'Algèbre. 
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SECTION  TROISIÈME. 

DE    LA    RÉSOLUTION    DES    ÉQUATIONS    DU    CINQUIÈME    DEGRÉ    ET    DES    DEGRÉS 

ULTÉRIEURS. 

Le  Problème  de  la  résolution  des  équations  des  degrés  supérieurs  au 
quatrième  est  un  de  ceux  dont  on  n'a  pas  encore  pu  venir  à  bout,  quoi- 
que d'ailleurs  rien  n'en  démontre  l'impossibilité.  Je  ne  connais  jusqu'à 
présent  que  deux  méthodes  qui  paraissent  donner  quelque  espérance  de 
succès.  Ce  sont,  l'une  celle  de  M.  Tscbirnaus,  publiée  dans  les  Actes  de 
Leipsic  de  i683,  et  l'autre  celle  que  MM.  Euler  et  Bezout  ont  proposée 
presque  en  même  temps,  le  premier  dans  les  Nouveaux  Commentaires  de 
Pétersbourg,  tome  IX,  et  le  second  dans  les  Mémoires  de  /'Académie  des 
Sciences  de  Paris  pour  l'année  176D.  Os  méthodes  ont  l'avantage  de  don- 
ner la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  d'une 
manière  générale  et  uniforme,  comme  on  l'a  vu  dans  les  Sections  précé- 
dentes, avantage  qui  leur  est  particulier,  et  qui  peut  par  conséquent  être 
un  préjugé  pour  leur  succès  dans  les  degrés  plus  élevés;  mais  les  calculs 
qu'elles  demandent  dans  les  équations  du  cinquième  degré  ci  des  degrés 
ultérieurs  sont  si  longs  et  si  compliqués,  que  le  plus  intrépide  calcula- 
teur peut  en  être  rebuté.  En  effet,  pour  appliquer,  par  exemple,  la  mé- 
thode de  M.  Tscbirnaus  au  cinquième  degré,  il  faudra  résoudre  quatre 
équations  qui  renferment  quatre  inconnues,  et  donl  la  première  est  du 
premier  degré,  la  seconde  du  second,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que 
l'équation  finale  résultante  de  l'élimination  de  trois  de  ces  inconnues 
doit  monter,  en  gênerai,  au  degré  du  ni  l'exposant  scia  1.3.  >.  i,  c'est  -a- 
dire  au  vingt-quatrième  degré.  Or, indépendamment  du  travail  immense 
qui  sera  nécessaire  pour  parvenir  li  celte  équation,  il  est  clair  que  quand 
on  l'aura  trouvée  on  n'en  sera  guère  plus  avancé,  il  moins  qu'on  ne 
puisse  la  réduire  ii  un  degré  moindre  que  le  cinquième,  réduction  qui, 
si  elle  est  possible,  ne  pourra  cire  que  le  fruit  d'un  nouveau  travail  plus 
considérable  que  le  premier. 

Suivant  la  méthode  de  M.  Euler.  on  parviendra  ;hi^si  nécessairement  a 
III.  3g 
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une  réduite  du  vingt-quatrième  degré;  car  quoique  cette  méthode  pa- 
raisse promettre  une  réduite  du  quatrième  degré  seulement,  par  la  rai- 
son qu'elle  ne  donne  pour  le  troisième  degré  qu'une  réduite  du  second, 
et  pour  le  quatrième  degré  qu'une  réduite  du  troisième;  cependant 
M.  Bezuut  remarque  avec  raison  que  c'est  une  simplification  accidentelle 
qui,  dans  le  quatrième  degré,  rabaisse  la  réduite  de  M.  Euler  au  troi- 
sième degré,  laquelle  doit  être,  en  général,  du  degré  2.3,  c'est-à-dire  du 
sixième,  et  que  cette  simplification  n'a  lieu  que  parce  que  l'exposant  4 
est  un  nombre  composé.  Nous  en  avons  donné  la  raison  à  priori  dans  la 
Section  précédente,  et  nous  y  avons  aussi  fait  voir  que  M.  Euler  serait 
nécessairement  tombé  dans  une  réduite  du  sixième  degré  s'il  avait  cher- 
ché à  déterminer  par  l'élimination  une  des  deux  autres  inconnues  qui 
entrent  dans  ses  formules.  Ainsi  l'on  n'a  d'avance  aucun  fondement 
d'attendre,  pour  le  cinquième  degré,  une  réduite  d'un  degré  moindre  que 
le  vingt-quatrième,  par  la  méthode  de  M.  Euler;  et  si  cette  équation  est 
susceptible  de  quelque  réduction,  ce  ne  sera  qu'à  l'aide  d'un  grand  nombre 
de  tentatives  et  de  calculs  très-laborieux  qu'on  pourra  s'en  assurer. 

Ces  inconvénients  doivent  avoir  lieu  de  même  dans  la  méthode  de 
M.  Bezout,  qui  ne  diffère  point  de  celle  de  M.  Euler,  si  ce  n'est  qu'elle 
donne  des  réduites  plus  élevées  en  apparence,  les  exposants  y  étant  tous 
des  multiples  de  l'exposant  du  degré  de  l'équation  proposée.  Ainsi,  dans 
le  cinquième  degré,  on  a,  d'après  la  méthode  de  M.  Bezout,  une  réduite 
du  cent  vingtième  degré  avec  des  exposants  multiples  de  5;  de  sorte 
qu'elle  équivaut  à  une  équation  du  vingt-quatrième  degré. 

Ce  savant  Auteur  pense  à  la  vérité  que  celte  réduite  du  cent  vingtième 
degré,  regardée  comme  une  équation  du  vingt-quatrième  degré,  ne  doit 
renfermer  que  les  difficultés  des  degrés  inférieurs  au  cinquième,  et  ses 
raisons  sont  :  i°  que  l'expression  des  racines  des  équations  du  cinquième 
degré  ne  peut  renfermer  d'autres  radicaux  que  ceux  de  ce  degré  et  des 
degrés  inférieurs:  2°  que  par  conséquent  les  racines  de  la  réduite  de  ce 
degré  ne  doivent  renfermer  que  les  mêmes  espèces  de  radicaux,  c'est-à- 
dire  des  radicaux  cinquièmes,  quatrièmes,  etc.;  3°  que  comme  les  ra- 
cines de  la  réduite  du  cent  vingtième  degré  doivent  être  les  racines  cin- 
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quièmes  de  celles  d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré,  les  radicaux 
cinquièmes  seront  mis  en  évidence  par  là,  en  sorte  que  les  racines  de 
cette  équation  du  vingt-quatrième  degré  ne  pourront  plus  renfermer  que 
des  radicaux  inférieurs,  et  qu'ainsi  sa  résolution  ne  devra  dépendre  que 
des  degrés  inférieurs  au  cinquième.  Mais  cette  conclusion,  si  j'ose  le  dire, 
me  parait  un  peu  forcée,  car  j'avoue  que  je  ne  vois  pas  bien  clairement 
ce  qui  pourrait  empêcher  que  l'expression  des  racines  de  l'équation  du 
vingt-quatrième  degré  dont  il  s'agit  ne  contint  encore  des  radicaux  cin- 
quièmes; du  moins  il  n'est  pas  démontré  que  cela  ne  puisse  absolument 
avoir  lieu;  ainsi  il  pourrait  bien  arriver  que  cette  équation  du  vingt-qua- 
trième degré  renfermât  encore  toutes  les  difficultés  de  l'équation  pro- 
posée du  cinquième  degré;  auquel  cas,  après  avoir  trouvé  cette  équation 
par  des  calculs  très-pénibles,  on  n'en  serait  que  plus  éloigné  de  la  réso- 
lution de  l'équation  proposée. 

Il  résulte  de  ces  réflexions  qu'il  est  très-douteux  que  les  méthodes  dont 
nous  venons  de  parler  puissent  donner  la  résolution  complète  des  équa- 
tions du  cinquième  degré,  et  à  plus  forte  raison  celle  des  degrés  supé- 
rieurs; et  cette  incertitude,  jointe  à  la  longueur  des  calculs  que  ces  mé- 
l  h  (ides  exigent,  doit  rebuter  d'avance  tous  ceux  qui  pourraient  être  tentés 
d'en  faire  usage  pour  résoudre  un  des  Problèmes  les  plus  célèbres  et  les 
plus  importants  de  l'Algèbre.  Aussi  voyons-nous  que  les  Auteurs  mêmes 
de  ces  méthodes  se  sont  contentés  d'en  faire  l'application  au  troisième  et 
au  quatrième  degré,  et  que  personne  n'a  encore  entrepris  de  pousser 
leur  travail  plus  loin. 

Il  sciait  donc  fort  ii  souhaiter  que  l'on  put  juger  à  priori  du  succès 
que  l'on  peul  se  promettre  dans  l'application  de  ces  méthodes  aux  degrés 
supérieurs  au  quatrième;  nous  allons  lâcher  d'en  donner  les  moyens  par 
une  analyse  semblable  à  celle  donl  nous  nous  sommes  servis  jusqu'ici  ;i 
l'égard  des  méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième ci  du  quatrième  degré. 


3o. 
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51.  Considérons  en  général  l'équation  du  \j.teme  degré 

( a  x''k  -h  mj1'-1  +  nx*'2  -+- p x,f-  3  +  .  .  .  =  o. 

Suivant  la  méthode  de  M.  Tschirnaus  on  prendra  une  équation  subsi- 
diaire, telle  que 

(  b  x'-  -t-fx'^'  -+-  gxt-'1  -j-  .  .  .  -+-  y  =  o, 

([ui  contient  p  indéterminées  y,  g, ...  avec  une  nouvelle  inconnue  y;  on 
éliminera  par  le  moyen  de  ces  deux  équations  l'inconnue  x,  et  l'on  aura 
une  transformée  en  y  qui  sera  du  même  degré  \x  que  la  proposée,  et  qui 
aura  cette  forme 

c  y*  -+-  A  y1-1  -+-  By—2  -t-  C  j<"-3  + . . .  =  o, 

où  les  coefficients  A,  B,  C,...  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
des  coefficients  indéterminés,/,  g,...,  et  où  l'on  aura,  en  particulier, 
A  égal  à  une  fonction  de  la  première  dimension,  B  égal  a  une  fonction 
de  la  seconde  dimension,  et  ainsi  de  suite  (14). 

Or,  ayant  p  indéterminées,  on  pourra  par  leur  moyen  faire  évanouir, 
dans  la  transformée  en  y,  p  termes  à  volonté,  ou  bien  établir  entre  ces 
termes  telles  relations  qu'on  voudra,  dépendantes  de  p  équations,  et  par 
là  rendre  l'équation  en  y  résoluble,  ou  au  moins  réductible  à  une  équa- 
tion de  degré  inférieur.  La  résolution  de  cette  équation  en  y  donnera 
sur-le-champ  celle  de  l'équation  proposée  en  x,  car  nous  avons  démon- 
tré (11)  que  l'équation  en  y  renferme  les  conditions  nécessaires  pour  que 
les  deux  équations  d'où  l'on  a  éliminé  x  aient  une  racine  commune;  de 
sorte  que  la  valeur  de  x  ne  pourra  être  que  la  racine  commune  aux  deux 
équations  (a)  et  (b),  qu'on  trouvera  en  cherchant  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur  et  l'égalant  à  zéro. 

On  fera  pour  cela  l'opération  ordinaire,  qu'on  continuera  jusqu'à  ce 
qu'on  parvienne  à  un  reste  où  x  ne  soit  plus  que  linéaire  :  ce  reste  sera 
le  diviseur  cherché;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  on  éliminera  suc- 
cessivement des  deux  équations  précédentes  les  puissances  de  x,  jusqu'à 
ce  qu'on  arrive  à  une  équation  qui  ne  renferme  que  la  première  puis- 
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sance  de  x,  et  il  est  aisé  de  prouver  que  cette  équation  sera  de  la  forme 


F  +  G/  +  H  j2  H-...  +  Kji  +  (L  +  M  y  ■+ 

■  N  y2  +  .  . 

.  -i-  R/'i  x  =  o: 

d'où  l'on  aura 

..  +  R,rl 

L  -+-  Mj  -t-Nj2  +  . 

..  +  R,rx' 

X  étant  égal  à  —  si  jjl  est  pair,  et  égal  a  - — 

-  si  \x  est 

impair. 

De  cette  manière  on  aura  donc  x  exprimé  par  une  fonction  rationnelle 
de  y,  de  sorte  que  si  l'on  connaît  toutes  les  \x  valeurs  de  y,  on  aura  par 
leur  substitution  successive  les  fi.  valeurs  correspondantes  de  x  qui  se- 
ront les  racines  de  la  proposée. 

52.   Cette  méthode  est,  comme  on  voit,  très-simple  et  très-générale: 

mais  la  dilficulté  est  de  pouvoir  déterminer  les  indéterminées/,  g,  h 

en  sorte  que  la  transformée  en  y  soit  résoluble. 

La  supposition  la  plus  naturelle  et  en  même  temps  la  plus  générale 
qu'on  puisse  faire  pour  cet  objet,  c'est  d'égaler  a  zéro  les  coefficients  A, 
B,...  de  tous  les  termes  intermédiaires;  en  sorte  que  l'équation  en  y  se 

réduise  à  cette  forme 

yv-  -4-  V  =  o, 

dont  on  peut  toujours  avoir  immédiatement  une  ou  deux  racines  suivant 
que  fi,  est  impair,  ou  pair,  et  dont  les  autres  racines  ne  dépendent  plus 

que  d'une  équation  du  degré  — —  ou  -  21 1,  outre  qu'on  peut  aussi 

les  déterminer  toutes  directement  par  la  division  de  la  circonférence  du 
cercle  (23). 

Il  faudra  donc  prendre  dans  ce  cas  p  =  u.  —  i  pour  avoir  autant  d'in- 
déterminées <pie  d'équations  à  remplir,  et  l'on  tombera,  en  général,  dans 
une  équation  finale  du  degré  [.a. 3...  u.  i  .  connue  on  l'a  prouvé 
dans  le  n°  14. 

Si  l'exposant  fi  est  un  nombre  compose,  en  sorte  que  l'on  ail  fi  =  vtt, 
il  est  clair  qu'on  pourra,  en  faisant  y*-  -Z  et  taisant  disparaître  tous  les 
termes  de   l'équation  en  y  dont   l'exposant   ne  sera  pas  divisible  par  -. 

réduire  cette  équation  en  une  équation  en  z  du  degré  inférieur  v.  On  aura 


1.2. 3. 4- .  ■(/*  - 

-I) 

rs 

.2ET.3tD.  .  .(V  - 

-  t)  m 

V 

v  - 

f-  I)(V  -+-  2  1.  .  . 

(ft-i) 
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donc,  dans  ce  cas,  v  (w  —  i)  termes  à  faire  disparaître;  par  conséquent  il 
faudra  prendre  p  =  v(sr—  ij  pour  avoir  autant  d'indéterminées,  et  de 
ce  qu'on  a  démontré  dans  le  n°  14  il  est  facile  de  conclure  que  l'équation 
finale  qu'on  aura  dans  ce  cassera,  en  général,  du  degré  marqué  par  le 
nombre 

I.2.3...(CT  —  i)  (BT-+-I)  (BT  +  2)...(25î  —  l)(2BÏ-t-l    (2GJ  -+-  2)...(  3cJ  —  I    ...    VCT  —  I  ), 

c'est-à-dire  du  degré 


ou  bien  de  celui-ci 


Tels  seront  donc  les  degrés  auxquels  pourront  monter  les  réduites 
qu'il  faudra  résoudre  lorsqu'on  voudra  faire  usage  de  la  méthode  de 
M.  Tschirnaus;  mais  il  peut  se  faire  que  ces  réduites  soient  telles  qu'elles 
puissent  s'abaisser  à  des  degrés  moindres  :  c'est  ce  qu'il  serait  comme 
impossible  de  reconnaître  à  posteriori,  c'est-à-dire  par  la  forme  même  de 
ces  réduites,  mais  on  pourra  s'en  assurer  à  priori  par  la  considération  de 
leurs  racines,  regardées  comme  des  fonctions  de  celles  de  l'équation 
proposée,  et  de  l'équation  transformée  en  y,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

53.  Désignons,  en  général,  par  x',  x",  x'",  x"',  ...  les  p.  racines  de 
l'équation  proposée 

x*  ■+■  m  a?11-1  -t-  nx'  2  -4- .  .  .  =  o, 

et  par  y ',  y" , y" , •••  les  p.  racines  de  la  transformée 

)•'*  +  kyv—*  -h  By-k  2  -r  •  . .  -i-  V  —  o  ; 

substituant  successivement  ces  racines  dans  l'équation  subsidiaire 

x?  -\-fx*-y  -+-  gx*~ 2  -+-  h  X?-'  +  ...-»-/  -hjr  =  o, 

on  aura  jl».  équations  particulières  par  lesquelles  on  pourra  déterminer 
les  coefficients  indéterminés/,  g,  h,...;  et  comme  chacune  des  racines 
y',  y",  y'",...  peut  répondre  également  à  chacune  des  racines  x',  x".  x' , — 
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il  s'ensuit  que  les  inconnues/,  g,  /?,...  seront  susceptibles  de  différentes 
valeurs,  qu'on  trouvera  toutes  en  faisant  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles des  racines  x' ',  x",  x'", . . .  avec  les  racines  y',  y",  y'", ....  C'est  par 
le  nombre  et  la  forme  de  ces  différentes  valeurs  d'une  même  inconnue 
qu'on  pourra  juger  du  degré  et  de  la  nature  de  l'équation  par  laquelle 
elle  doit  être  déterminée. 

54.  Supposons  d'abord  que  tous  les  termes  intermédiaires  de  la  trans- 
formée en  y  doivent  disparaître,  en  sorte  qu'elle  se  réduise  à  la  forme 

y*  ■+-  V  =  o; 

pour  cela  il  faudra  faire  dans  l'équation  subsidiaire  p  =  u.—  i  pour  avoir 
ix  —  i  indéterminées  (52),  et  comme  l'équation  y^-h  V  =  o  donne  ["en 
supposant  pour  plus  de  simplicité 


u = y  -  v 

et  désignant  par  i ,  a,  a2,...,  a1^"'  les  racines  de  l'équation  y*—  i  =o(24)J, 
les  racines  u,  au,  a2«,...,  a^~lu,  on  aura,  en  prenant  ces  racines  pour 
)  ',  y",  y'",--,  et  les  substituant,  ainsi  que  les  racines  x',  x",  x'",...,  dans 
l'équation  subsidiaire,  on  aura,  dis-je,  ces  y.  équations 


>"  '  -+./  x'^~1-+-gx'  ^~ *-+-...-»-  /-f  u  =  o, 
x"*  '  •hfx"^3-hgx"*-*-h.  .  .4-  l  r  au  =  o, 
X»>P-i  +fx'"-'   '  4  gx'">-3  4- ...  4-  /  4-  oihi—  o, 


par  lesquelles  on  pourra  déterminer  tant  la  quantité  u  que  les  u.—  i  quan- 
tités/, g /. 

Comme  ces  inconnues  ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  les  équations 

précédentes,  il  est  clair  que  le  système  de  toutes  ces  équations  ne  don- 
nera qu'une  seule  valeur  déterminée  pour  chacune  de  ces  inconnues.  Or, 
supposons  que  l'on  ail  trouve,  par  la  méthode  ordinaire  d'élimination,  la 
valeur  de  l'inconnue/    on  fera  les  mêmes  raisonnements  pour  chacune 

des  autres  indéterminées  g,  A, —  l),  il  est  visible  que  cette  valeur  sera 
exprimée  par  une  fonction  des  ji  racines  a;',  x  ",  .r  ....  et  de  la  racine  v. 
Donc,  si  l'on  y  l'ail  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  u  racines  i  . 


312  SUR   LA   RÉSOLUTION   ALGÉBRIQUE 

x",  a-'",...,  on  aura  toutes  les  valeurs  particulières  de/qui  devront  être 
les  ratines  de  l'équation  en/. 

Comme  le  nombre  des  permutations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre 
p.  choses  est  exprimé  en  général  par  1.2. 3  . .  .a,  il  s'ensuit  qu'on  aura, 
généralement  parlant,  1.2. 3... \x  valeurs  particulières  de/;  mais,  si 
parmi  ces  valeurs  il  s'en  trouve  d'égales  entre  elles,  il  est  clair  qu'on 
pourra  les  réduire  à  un  plus  petit  nombre  en  faisant  abstraction  des 
valeurs  égales,  et  nous  allons  l'aire  voir  qu'il  n'y  aura  en  effet  que 
1 .  2  .3. . .  {[x  —  1)  valeurs  différentes  de/. 

55.  Pour  cela  il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  l'expression  de/  par 
le  moyen  des  équations  (ej;  il  suffit  d'examiner  les  variations  dont  le 
système  de  ces  équations  est  susceptible  par  les  permutations  des  racines 
x ',  x",  x'",...  entre  elles.  Pour  connaître  ces  variations,  on  commencera 
par  supposer  que  la  racine  x'  demeure  à  sa  place,  c'est-à-dire  que  la  pre- 
mière équation  reste  la  même,  et  l'on  échangera  successivement  entre 
elles,  dans  les  autres  équations,  les  p.  — 1  racines  a?",  x'",  xlv,...,  ce  qui 
donnera  1.2. 3. ..(p. —  1)  variations;  ensuite  on  fera  prendre  à  x  la  place 
de  x"  et  vice  versa,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  mettra  dans  la  pre- 
mière équation  au  à  la. place  de  u,  et  dans  la  seconde  u  à  la  place  de  au, 
et  l'on  fera  ensuite  les  mêmes  échanges  entre  les  \x  —  1  racines  x",  x'", 
xlv,...,  ce  qui  donnera  1 .2.3... (p.  —  1)  nouvelles  variations;  on  mettra 
encore  x'  à  la  place  de  x'",  et  vice  versa,  ou  bien  on  substituera  a.-u  à  la 
place  de  u  dans  la  première  équation,  et  u  à  la  place  de  a2u  dans  la  troi- 
sième, et  l'on  fera  ensuite  les  mêmes  échanges  entre  les  racines  x",  x'",..., 
ce  qui  donnera  aussi  1.2. 3. ..(p.  —  1)  variations,  et  ainsi  de  suite.  Par  ce 
moyen  on  aura  p.  fois  1.2. 3... (p. —  1)  variations,  ce  qui  fait  le  nombre 
total  1.2. 3. ..fj.  de  toutes  les  variations  possibles  du  système  des  équa- 
tions (e). 

Maintenant  je  remarque  que  dès  qu'on  aura  trouvé  les  1.2. 3. ..'p.  —  1) 
variations  qui  ont  lieu  tant  que  a;' demeure  à  sa  place,  on  pourra  en  dé- 
duire sur-le-champ  toutes  les  autres  en  ne  faisant  que  substituer  succes- 
sivement dans  toutes  les  équations  (e),  à  la  place  de  //,  les  quantités 
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c/.u,  a2u,  a3u,...,  a1"-' u;  c'est  de  quoi  il  est  facile  de  se  convaincre  avec 
un  peu  d'attention  en  observant  que 

of=i,     a|i+'  =  a,     a»+2  —  ex2, 

Or  il  est  visible  que  ces  substitutions  de  au,  a2u,...  a  la  place  de  u 
ne  peuvent  produire  aucun  changement  dans  la  valeur  de  /;  car,  dès 
qu'on  élimine  u,  il  est  indifférent  quelle  valeur  on  donne  a  cette  quan- 
tité, et  les  résultats  de  l'élimination  sont  nécessairement  indépendants 
de  la  valeur  de  u. 

Donc  il  n'y  aura  proprement  que  les  1.2.  3.. .  (jx  — 1)  variations,  qui 
résultent  des  permutations  entre  les  p.—  1  racines  a?",  a?'",...,  qui  pourront 
donner  des  valeurs  différentes  pour/;  de  sorte  que  l'équation  en /ne 
devra  être  que  du  degré  1.2. 3...  (jx  —  r),  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que 
l'on  a  dit  plus  haut  (52). 

Mais  voyons  encore  si  cette  équation  ne  sera  pas  susceptible  de  quelque 
réduction.  Pour  cela  il  faut  distinguer  le  cas  où  l'exposant  jx  de  la  pro- 
posée est  un  nombre  premier,  et  celui  où  cet  exposant  est  un  nombre 
composé. 

56.  Supposons  que  jx  soit  un  nombre  quelconque  premier,  et  faisant 
abstraction,  dans  le  système  des  équations  (e),  de  la  première  équation, 
à  cause  qu'on  peut  regarder  la  quantité  x'  comme  fixe,  voyons  quelles 
sont  les  variations  dont  ce  système  est  susceptible  en  vertu  des  permuta- 
tions entre  les  autres  racines  x",  x" , 

Pour  cela  on  suivra  une  méthode  semblable  à  celle  du  numéro  précé- 
dent. On  regardera  d'abord  la  quantité  x" comme  fixe  et  on  cherchera 
les  variations  résultantes  des  I.2.3...(|X  —  2)  permutations  entre  les 
[j.  —  1  autres  racines  .r'",  a;lv, ...  ;  on  mettra  ensuite  x"  à  la  place  de  .r  el 
réciproquement,  ce  qui  revient  au  même  que  de  mettre  «aa  à  la  place 

de  au  dans  la  seconde  équation,  et  au  a  la  place  de  a2 u  dans  la  troisième. 

et  l'on  cherchera  de  nouveau  les  1 .2. 3. ..(p.—  2)  variations  provenantes  des 

permutations  des  antres  racines  od  .  ■>",...  ;  on  mettra  x"  a  la  place  de  .rlv 

et  vice,  versa.  OU,  Ce  qui  revient  au  même,  on  substituera  a'u  à  la  place 

III.  [o 
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de  au  dans  la  seconde  équation,  et  au  a  la  place  de  a?u  dans  la  qua- 
trième, et  l'on  cherchera  comme  auparavant  les  i.2.3...(/jl — 2)  varia- 
tions provenantes  des  permutations  entre  les  p.  —  2  racines  x'",  xlv et 

ainsi  de  suite.  Ce  procédé  donnera  p  — 1  fois  1  .2. 3. ..(p.—  2)  variations, 
ce  qui  fera  le  nombre  total  des  1.2. 3... (p.  —  1)  variations  cherchées. 

Or  je  dis  que  dès  qu'on  aura  trouvé  les  1.2. 3. ..(a.  —  2)  variations,  qui 
ont  lieu  tant  que  «"demeure  à  sa  place,  et  qu'on  change  celles  des  autres 
racines  x'\  xlw,...,  on  pourra  en  déduire  immédiatement  toutes  les  varia- 
tions résultantes  des  permutations  entre  les  p. — 1  racines  ce",  oc'",  x1",... 
en  substituant  successivement  a2,  a3,...,  a1*-1  à  la  place  de  a  dans  toutes 
les  équations  (e);  car  par  ce  moyen  le  terme  au  de  la  seconde  équation 
se  changera  successivement  en  a2u,  a*u,...,  et  les  termes  a2u,  a'u,...  des 
autres  équations  ne  feront  que  s'échanger  entre  eux  (à  cause  que  p  est 
un  nombre  premier,  comme  on  peut  s'en  convaincre  par  ce  qui  a  été 
démontré  dans  le  n°  24),  échanges  qui  équivalent  évidemment  à  ceux  des 
racines  x'",  xIV,...  entre  elles. 

D'où  je  conclus  que  quand  on  aura  trouvé  par  le  moyen  des  équa- 
tions (e)  l'expression  de/ en  x',  x",  x'",...  et  a,  et  qu'on  voudra  con- 
naître les  1 .2.3...  (p  —  1)  valeurs  de/qui  résultent  des  permutations  des 
racines  x",  x"',  xlv, . . .  entre  elles,  et  qui  doivent  être  les  racines  de 
l'équation  en/du  degré  i.2.3...  (p  —  1)  (numéro  précédent),  il  suffira 
de  chercher  les  1.2. 3...  (p. —  2)  valeurs  de f  provenantes  des  seules  per- 
mutations entre  les  racines  a?'",  «IV,...  et  d'y  échanger  ensuite  successi- 
vement a  en  a2,  a*,  a',...,  a1*-';  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  on 
échangera  d'abord  dans  l'expression  de/la  racine  a  en  a2,  a3, . . . ,  a*1*-1, 
et  ensuite  on  fera  dans  chacune  de  ces  p  —  1  valeurs  de  f  les 
1 .  2 . 3 ...  (p.  —  2 )  permutations  qui  ont  lieu  entre  les  p.  —  2  racines  x", 
x'", ...  ;  on  aura  par  là  les  1 .  2 .  3. . .  ( p,  —  1  )  racines  de  l'équation  en  /. 

57.  Imaginons  maintenant  que  les  p.  —  1  valeurs  de/qui  viennent  de 
la  substitution  successive  de  a2,  a3,...,  a1*-'  à  la  place  de  a  soient  les 
racines  de  l'équation  du  (p.  —  1  )""'"*  degré 
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et  comme  i,  y,  a2,  a3,...  sont  les  racines  de  l'équation yv  •  —  i  =  o  (hypo- 
thèse), il  est  clair  que  y,  y2,  a3,  . . .  seront  les  u.  —  i  racines  de  l'équation 

r;'  — i 

J— —  =  o,  savoir 

A'  }"''-'  +  7'*-îH-  J^8  -+- .  .  .  •+-  i  -  o. 

Donc,  si  dans  l'expression  de  /tirée  des  équations  (e)  on  met,  en  gé- 
néral, y  à  la  place  de  a,  et  qu'ensuite  on  élimine  y  par  le  moyen  de 
l'équation  (g),  on  aura  nécessairement  l'équation  (/);  d'où  l'on  voit 
que  cette  équation  ne  contiendra  plus  «,  de  sorte  que  les  coefficients 
F,  G,...  ne  seront  que  des  fonctions  de  x',  x",  x" 

Or,  ayant  trouvé  l'équation  (/),  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  dans  les 
expressions  des  coefficients  F,  G,...  toutes  les  permutations  possibles 
entre  les  (x—  2  racines  oc'",  x™,...,  et  l'on  aura  par  là  1.2. 3...  (a—  2) 
équations  en  /dont  chacune  sera  du  (jx — iyème  degré,  et  qui  renfermeronl 
par  conséquent  les  i.2.3...(jx —  1)  racines  de  l'équation  générale  en/. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  chacun  des  coefficients  F,  G,...  ne 
pourra  dépendre  que  d'une  équation  du  degré  [.2.3... (jx  —  2).  En  effet, 
comme  ces  coefficients  sont  des  fonctions  des  racines  x',  x",  .r  "',...,  il  est 
clair  que  chacun  d'eux,  par  exemple  F,  devra  être  déterminé  par  une 
équation  qui  ait  autant  de  racines  que  ce  coefficient  aura  de  différentes 
valeurs  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  o?', 
x",  x'",...;  mais  on  a  démontré  plus  haut  (55)  que  les  permutations  de 
la  racine  a?' en  chacune  des  autres  ne  changent  point  les  valeurs  de/; 
par  conséquent  elles  ne  changeront  pas  non  plus  celles  de  F,  G....  qui 
sont  des  fonctions  des  racines  de  (/);  de  pinson  a  vu  (56  qu'on  peut 
suppléer  aux  permutations  de  la  racine  x"  en  échangeant  la  racine  y. 
en  y.'2,  x*,...,  de  sorte  que  comme  les  valeurs  de  F,  G,...  sont  indépen- 
dantes de  y,  elles  ne  recevront  aucun  changement  parles  permutations 

de  or".  Ainsi  il  n'y  aura  que  les  permutations  des  u.  —  a  racines  x  '".  rn 

entre  elles,  qui  donneront  «les  videurs  différentes  de  F,  ainsi  que  de 
<i .  H ....  -.  d'où  il  s'ensuit  que  le  nombre  de  ces  valeurs  différentes  sera 
simplement  [.2.3. ..(jx —  2);  par  conséquent  chacun  des  coefficients 

f 
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F,  G,  H,...  sera  donné  par  une  équation  d'un  degré  marqué  par  ce  même 
nombre. 

58.  Doue  la  réduite  en/,  qu'on  trouvera  par  la  méthode  de  M.  Tschir- 
naus,  et  que  nous  avons  vu  devoir  être,  en  général,  du  degré  1.2. 3...  fa—  1), 
sera  toujours  décomposable,  lorsque  pi  est  un  nombre  premier,  en 
[ .  2 . 3. . .  (pi  —  2)  équations  du  degré  a  —  1 ,  telles  que  l'équation  (f)  ci- 
dessus,  et  cela  par  le  moyen  d'une  équation  du  degré  1/2. 3. ..(pi—  2); 
car,  quoique  les  coefficients  F,  G, .  . .  dépendent  chacun  d'une  équation 
de  ce  dernier  degré,  cependant  il  suffira  d'avoir  l'équation  en  F,  ou 
en  G,  etc.,  parce  que  les  autres  coefficients  pourront  toujours  s'exprimer 
par  des  fonctions  rationnelles  de  celui-là. 

En  effet,  si  l'on  regarde  l'équation  {f)  du  degré  jul  —  1  comme  un  divi- 
seur de  la  réduite  en  /  du  degré  1 . 2 .  3. . .  f  p.  —  1),  on  trouvera  pour  cela 
\j. —  1  conditions  par  lesquelles  on  pourra  déterminer,  en  général,  les 
a—  2  coefficients  G,  H, . . .  en  F,  sans  aucune  extraction  de  racines,  et 
ces  valeurs  étant  ensuite  substituées  dans  l'une  des  équations  de  con- 
dition, on  aura  l'équation  même  en  F,  laquelle  ne  devra  pas  passer  le 
degré  1 .2.3. ..(pi  —  2).  Je  dis  qu'on  peut  déterminer,  en  général,  les  va- 
leurs de  G,  H,...  en  F  sans  extraction  de  racines;  cela  est  vrai  tant  qu'on 
ne  donne  à  F  aucune  valeur  particulière;  mais  lorsqu'on  voudra  substi- 
tuer à  la  place  de  F  les  racines  de  l'équation  en  F  pour  avoir  les  valeurs 
correspondantes  de  G,  H,...,  s'il  arrive  que  la  racine  substituée  soit 
double,  ou  triple,  ou,  etc.,  les  expressions  rationnelles  de  G,  H,...  se 
trouveront  en  défaut,  et  ces  quantités  dépendront  alors  de  la  résolution 
d'une  équation  du  second,  ou  du  troisième,  ou,  etc.,  degré,  comme  nous 
le  démontrerons  plus  bas  (102). 

On  pourrait  au  reste  trouver  directement  l'équation  en  F  par  le  moyen 
de  ses  racines  regardées  comme  des  fonctions  de  x',  x ■",  x" ', ...  ;  on  a  vu 
différents  exemples  de  cette  méthode  dans  les  Sections  précédentes.  Et, 
supposant  cette  équation  en  F  connue,  on  pourra,  par  son  moyen,  déter- 
miner directement  les  valeurs  de  G,  H,...  par  la  méthode  qu'on  trouvera 
dans  la  Section  quatrième  (100). 
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Maintenant  il  est  visible  que  l'équation  en  F  sera  toujours  d'un  degré 
plus  haut  que  la  proposée,  excepté  le  seul  cas  de  \).  =  3;  car,  taisant 
ij.  =  3,  on  a 

I  .  2  .  .  .  (  [X  —  1  )  =  I  , 

faisant  a  =  5,  on  a 

I  .  2  . . .  (  y.  —  2  )  ==  i .  2  . 3  =  6, 
taisant  (J-  =  'J,  on  a 

1.2.  .  .  (  f/.  —  2)  =  .I.2.3.4<5=  I  20, 

et  ainsi  de  suite;  donc,  à  moins  que  cette  équation  ne  puisse  encore 
s'abaisser  à  un  degré  moindre  que  p.,  la  solution  de  M.  Tschirnaus  ne 
sera  d'aucun  usage;  or  c'est  ce  qui  me  parait  presque  impossible,  en  gé- 
néral. Il  est  vrai  que,  quoique  le  degré  i.a...(|x  —  2)  de  l'équation 
dont  nous  parlons  soit  plus  élevé  que  le  degré  \i.  de  la  proposée,  cette 
équation  ne  renfermera  pas  cependant  des  difficultés  supérieures  à  celles 
des  équations  du  degré  (x;  car,  puisque  ses  1.2. 3... (fi.—  2)  racines  sont 
des  fonctions  connues  des  u.  racines  x',  x",  x'",...,  il  est  clair  qu'elles  ne 
seront  pas  indépendantes  les  unes  des  autres,  mais  qu'il  y  aura  en  Ire 
elles  des  relations  exprimées  par  un  nombre  d'équations  égal  à  la  diffé- 
rence des  exposants  i.a.3...(/x  —  2)  et(u;  de  sorte  que,  supposant  que 
l'on  connaisse  un  nombre  y.  de  ces  racines,  on  connaîtra  aussi  par  leur 
moyen  toutes  les  autres. 

D'où  il  s'ensuit  que  l'équation  en  F  ne  pourra  renfermer  dans  le  fond 
que  les  difficultés  du  degré  fx;  mais,  par  la  même  raison,  il  parait  aussi 
qu'elle  devra  toujours  renfermer  toutes  les  difficultés  (le  ce  degré,  de 
sorte  qu'on  se  trouvera  ramené  aux  mêmes  difficultés  auxquelles  la  réso- 
lution générale  de  1'équalion  proposée  est  sujette. 

59.  Supposons  présentement  que  l'exposant  \j.  de  la  proposée  soit  un 
nombre  compose  :  dans  ce  cas  il  faudra  apporter  quelque  modification 
an  raisonnement  du  n"  56,  car,  si  dans  les  termes  de  la  progression  géo- 
métrique k,  y2,  x*,...,  oP~l  on  substituait  indifféremment  à  la  place  de  « 
les  puissances  x%,  «*,...,  a^',  on  ne  retrouverail  pas  toujours  les  mêmes 
termes  comme  lorsque /x  est  un  nombre  premier;  nous  «m  avons  donné 
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la  raison  dans  le  n°  24,  et  nous  y  avons  démontré  aussi  qu'il  n'y  a  que 
les  puissances  de  a  dont  l'exposant  est  un  nombre  premier  à  (j.  qui,  étant 
substituées  à  la  place  de  a  dans  les  termes  a,  a2,  a8,...,  a**-1,  puissent 
redonner  les  mêmes  termes,  de  sorte  qu'il  faudra  restreindre  à  ces  seules 
puissances  de  a  les  résultats  du  n°  56. 

Donc,  si  l'on  désigne,  en  général,  par  v,  zô,  p,...  tous  les  nombres 
moindres  que  p.  et  premiers  à  p.,  dont  nous  supposerons  que  le  nombre 
soit  X  — i,  on  pourra,  par  les  substitutions  de  a\  Kn,  a?,...  à  la  place 
de  a  dans  l'expression  de/,  suppléer  aux  permutations  de  la  racine  x" 
dans  les  racines a?(v+,),  #(CT+,),  xl?+i),...-,  par  conséquent,  si  l'on  suppose 
que  les  X  valeurs  de/qui  viennent  de  la  substitution  a\  a",  c.p,...  à  la 
place  de  a  soient  les  racines  de  l'équation 

cette  équation  sera  un  diviseur  de  la  réduite  en/,  et  les  coefficients  F, 

G,...  seront  donnés  chacun  par  une  équation  du  degré    ' ; 

de  sorte  que  dans  ce  cas  la  réduite  en  /,  trouvée  par  la  méthode  de 
M.  Tschirnaus,  et  qui  est  du  degré  i  .2.  3. .  .(p.  —  i),  sera  résoluble  en 

'  '  '  ^ ■  équations,  chacune  du  degré  X,  et  cela  moyennant  une 

équation  du  degré 

1 .  2 . 3 .  .  .  {  y.  —  1  ) 


Pour  trouver  l'équation  (h)  à  priori,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  y  a  la  place 
de  a  dans  l'expression  de/,  et  ensuite  éliminer  y  par  le  moyen  de  l'équa- 
tion dont  les  racines  seraient  a,  a',  a™,  ap, . . .  :  or  voici  comment  on 
pourra  avoir  cette  équation. 


60.  Considérons,  en  général,  l'équation 


r1*  —  1  =  o, 


dont  les  racines  sont  1,  a,  a2,  a3 a^\  et  supposons  que  le  nombre  /j. 

soit  résolu  dans  les  facteurs  premiers/-,  s,  t dont  chacun  soit  contenu 
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une  ou  plusieurs  fois  dans  le  nombre  fi,  il  est  facile  de  voir  que  les  puis- 
sances de  ce,  qu'il  faudra  exclure,  pour  avoir  uniquement  les  puissances 
a,  a\  aCT,  «p,...  dont  les  exposants  sont  premiers  à  \x,  il  est  facile  de 
voir,  dis-je,  que  ces  puissances  seront  celles  dont  les  exposants  seront 
des  multiples  des  nombres  r,  s,  t, . . .  ;  de  plus  il  est  clair,  par  ce  qu'on  a 
démontré  dans  le  n°  24,  que  ces  mêmes  puissances  de  a  seront  les  racines 
des  équations 

't  t  't 

y'  —  i  =  o,      y ■'  —  l=o,      y'  —  i  =  o,  .  .  .  ; 

donc,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 

7.=/*.     '-  =  ,">     j=F-,---, 

et  qu'on  divise  l'équation y#  —  i  =  o  successivement  par  celles-ci 

r'-i  =  o,      y'y'—  1=0,      y*'"—i  =  o,..., 
on  aura  les  équations  suivantes 

yf    /    -u  jl»-'l»'   4.  jn-sn'  4.  ...  +  I  —  o, 

y,-—/'  _)_  y\fi-tp"  +  jM-  su"  +..«'4.1  =  0, 

,:-;-'"  4- ji- 2/"  4- ,)•:-  "V-f  .  .  .  4-  I  =  O, 


dont  la  première  aura  pour  racines  toutes  les  puissances  de  a  jusqu'à 
r/y~{ ,  à  l'exception  de  celles  dont  les  exposants  seront  des  multiples  de  /  ; 
la  seconde,  toutes  les  puissances  de  «,  à  l'exception  de  celles  dont  les 
exposants  seront  des  multiples  de  .v;    la  troisième,  etc.;  d'où   l'on  peut 

conclure  que,  si  l'on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de  toutes 
ces  équations,  on  aura  l'équation  cherchée,  dont  les  racines  seront  les 
puissances  »,  y\  y",  '/J , 't  qui  sera  par  conséquent  de  la  forme 

y  -4    $f    '    (    yy'    '   I   .  .  .    *    yy'   t    >.r  -f    1        0. 

Ainsi,  par  exemple,  si  u.      i,  on  aura  /       ;,  jut'      >.<  el  l'on  aura  cette 
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seule  équation 

y-  —  i  —  o, 

dont  les  racines  seront  a  et  a3. 

Si  [x  =  6,  on  aura  r=  2,  s  =  3;  donc  ;x'  =  3,  /ul"  =  2,  ce  qui  donnera 
ces  deux  équations 

T3  -+-  1  =  o, 

.7"  4-  J!-f-  1  =  o, 

dont  le  plus  grand  commun  diviseur  est 

y7  —  y  +  1  =  0, 

équation  dont  les  racines  seront  par  conséquent  «  et  a5. 

Si  p.  =  8,  on  aura  r  =  2;  donc  jx'=  4»  et  l'on  aura  cette  seule  équation 

r"  -+-1  =  0, 

dont  les  racines  seront  a,  a3,  a5,  a7,  et  ainsi  de  suite. 

Quant  à  l'exposant  ).,  on  peut  le  déterminer  à  priori  d'après  les  fac- 
teurs du  nombre  (x,  car  on  aura  toujours 

comme  on  peut  le  démontrer  aisément  en  cherchant  combien,  parmi  les 
nombres  moindres  que  p.,  il  y  en  aura  de  premiers  à  [x.  (  Voyez  les  Nou- 
veaux Commentaires  de  Pétersbourg,  tome  VIII.) 

61.  Ayant  donc  trouvé  ainsi  l'équation  (i),  on  s'en  servira  pour  éli- 
miner/de  l'expression  de/,  et  il  en  résultera  l'équation  (h),  dont  tous 
les  coefficients  F,  G,...  seront  des  fonctions  des  racines  a;',  x" ', sans  «, 

telles  qu'elles  ne  seront  susceptibles  que  de  " ,'  ^ variations, 

par  toutes  les  permutations  possibles  des  racines  x',  x",. . .  entre  elles; 

de  sorte  que  chacune  de  ces  fonctions  sera  donnée  simplement  par  une 

équation  du  degré 

1 . 2 . 3 . . .  (  [i  —  1 

31  ' 

comme  on  l'a  déjà  dit  plus  haut. 
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Il  se  peut  au  reste  que  ces  équations  en  F,  ou  en  G,  etc.,  soient  en- 
core susceptibles  de  quelques  réductions;  c'est  ce  qui  dépendra  de  la 
forme  des  fonctions  de  x',  x",...  par  lesquelles  les  quantités  F,  G,... 
seront  exprimées;  mais  nous  n'entrerons  pas  dans  cette  recherché,  d'au- 
tant que  dans  le  cas  où  l'exposant  p.  est  un  nombre  composé  on  peu! 
simplifier  la  Solution  de  M.  Tsehirnaus  en  ne  faisant  évanouir  que 
quelques-uns  des  termes  intermédiaires  de  la  transformée  (52j. 

62.  Nous  allons  donc  chercher  à  priori  les  résultats  qu'on  doit  avoir 
dans  ce  cas,  et  nous  supposerons,  comme  dans  le  numéro  cité,  que, 
[x  étant  égal  à  vzs,  tous  les  termes  de  la  transformée  en  y  dont  les  expo- 
sants ne  seront  pas  divisibles  par  ts  disparaissent,  en  sorte  que,  faisant 
ya  =  z,  l'équation  (c)  devienne 


r  +  Dz-1  -+•  Kz'-'-h. . . +V 


<>, 


laquelle  aura  par  conséquent  v  racines  que  nous  dénoterons  par  z',  z", 
z'",...,  z(v);  et  comme  l'équation yu=  z  donne 

y  =  v  2> 
ou  bien,  en  dénotant  par  i,  «,  a2,...,  a"-'  les  sr  racines  deym  —  i  =  o, 

y^=^/z,     oty/z,     z'^z,...,     y."    '  y  z, 

on  aura,  en  substituant  successivement  à  la  place  de  z  les  v  racines  z',  -  , 
z",...,  et  faisant  pour  plus  de  simplicité 

■ç  =  y? ,    i" = 7F',    r = ^Y', .... 

on  aura,  dis-je,  ces  a  valeurs  dey 


?', 

«C, 

«'C, 

*'  Ç',  •  •  • 

.      «' 

r, 

«Ç", 

a5?", 

«■Ç*,... 

a' 

al", 

y   y-   . 

a'  r™, . . . 

«' 

:     .      y'-     .      y   -'  ■  ,      y.    '  '  ,  ....      *? 


qm  seront  celles  des  racines  y  .  v  .  y  ,. ..,  jW. 
m. 
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Substituant  doue  successivement  ces  valeurs  à  la  place  de  y  dans 
l'équation  subsidiaire  (b)  du  n°51,  et  mettant  en  même  temps  x ,  x", 
ad",...  à  l'a  place  de  x  (53),  on  aura  les  \i.  équations  suivantes 

x'f  -hfx't-*  4-  gx'^2  -+- .  .  .  -+  - 1  -4-  'Ç  —  o, 
x"-<  +fdc"*-1  4-  gw"?-»  -+- .  .  .  -+-  /  -+-  cc'Ç  —  o, 
x'"*  -4-/V"e-'  -+-  gx'"<~%-\-  ...  +  /+«!?'=o, 


[#("+O]p+y[#0*+O]f->  +  g-|y(<»-H)]p-'-)-.  .  . -t-  /  +  Ç"  =o, 
[.r(ra+2>]?  -t-/[.re*+=)]p-«  -+■  g-[^(ra+2)]?-2  +  ...+  /-+-  </X"=z  o, 
[.&(-■+»)]•?  +y  [jf(>»+!)](-i  +  g-[x(ra+:»]f-2  -4-  .  .  .  -I-  /  -+-  a}'i"—  o, 

[arC»-")]?  H-/[^('»+0]p-'-f-g-[^("+<)]?-2  +  .  .  .  +  /-+-  Ç'"  —  o, 
[^(2n+2)]e  +  /[jc(2ra+2)]p-'  +  g-[jc(2ra+2)]f-2-i-.  .  .  4-  /+  tx'Ç"  —  o, 
[x(™+*)]t  +  f  [x(*-*-»)]f-i  +  g-[ar(*»+i)]ê-»  +  ...-+-  /  +  a^'"=  o, 

Or,  comme  on  doit  supposer  dans  ce  cas  (52) 

p  =  v  (m  —  i)  =  p,  —  v 

pour  que  le  nombre  des  indéterminées/,  g,...,  /soit  aussi  \j.  —  v,  il  est 
clair  que,  si  dans  les  p.  équations  qu'on  vient  de  trouver  on  élimine 
d'abord  les  v  quantités  'Ç,  Ç",  £"',...,  Çv),  il  restera  p. —  v  équations,  qui 
serviront  à  déterminer  les  p.  —  v  inconnues /,  g,...,  L 

Imaginons  maintenant  qu'on  ait  trouvé,  par  les  règles  ordinaires  de 
l'élimination,  l'expression  de/ (on  appliquera  les  mêmes  raisonnements 
aux  autres  indéterminées  g,...,  /);  on  cherchera  toutes  les  valeurs  diffé- 
rentes de /qui  peuvent  venir  des  permutations  des  p.  racines  a?',  x",... 
entre  elles,  et  l'on  aura  les  racines  de  l'équation  en/,  laquelle  sera  par 
conséquent  d'un  degré  égal  au  nombre  de  ces  différentes  valeurs. 

Or  les  racines  a?',  x",...  étant  au  nombre  de  p.,  seront  susceptibles  en 
général  de  1.2. 3...  p.  permutations;   mais  il  faudra   défalquer  de  ce 
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nombre  les  permutations  qui  ne  produiront  aucun  changement  dans 
l'expression  de/. 

Pour  cela  je  remarque  d'abord  que  si  l'on  suppose  qu'on  échange  res- 
pectivement les  racines  x',  ce",...,  x(rn)  en  x{™+*\  x{™+2),...,  x{2m),  ou  en 
■r  -rTJ-\  x(2u+2),..,,  x'3™1,  ou,  etc.,  il  en  résultera  dans  les  équations  pré- 
cédentes les  mêmes  changements  que  si  l'on  échangeait  'Ç  en  'Ç",  on 
en  T",  ou,  etc.;  de  sorte  que  les  permutations  des  quantités  Ç,  Ç",  ?'".••• 
entre  elles  seront  équivalentes  aux  permutations  des  racines  x',  a?(rT_M  , 
.r '2ct~m ; , . . .  entre  elles,  ces  permutations  étant  combinées  avec  les  permu- 
tations correspondantes  et  simultanées  des  racines  x",  x(71+2),  x'2™^2 

entre  elles,  avec  celles  des  racines  x'",  x<rj+3),  x{2™~*~3>,...  entre  elles,  etc. 

Or,  comme  dans  la  détermination  des  coefficients  y,  g on  doit  faire 

disparaître  les  quantités  Ç',  'Ç",  Ç",...  par  l'élimination,  il  sera  indifférent 
que  ces  quantités  soient  mises  les  unes  à  la  place  des  autres  d'une  ma- 
nière quelconque;  par  conséquent  il  ne  résultera  de  leurs  permutations 
quelconques  aucun  changement  dans  les  valeurs  de/,  g,...\  donc,  puis- 
que ces  quantités  élanl  au  nombre  de  v  sont  susceptibles  de  [.2,3..  .v 
permutations,  voilà  autant  de  permutations  entre  les  p.  racines  x',  .r  . 
x'" — ,  xw  qui  ne  produiront  aucun  changement  dans  les  valeurs  de/, 
u  — .  d'où  il  s'ensuit  que,  dans  le  nombre  total  i.2.3...jJt  des  valeurs 
particulières  de /,  chaque  valeur  se  trouvera  répétée  1.2.3. ..v  fois;  par 
conséquent  il  ne  pourra  y  avoir  qu'un  nombre  de  valeurs  différentes  de/ 

exprimé  par 

i .  a .  3 . . .  fJ. 

i .  ?..  3 ...  ; 

(i.'i.  .Maintenant  si  l'on  considère  les  permutations  des  racines  X  .  x ", 
i  .  '  entre  elles,  et  qu'on  considère  en  même  temps  les  777  pre- 
mières équations  du  n"  62,  lesquelles  renferment  ces  racines,  on  y  pourra 
appliquer  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n"  55,  et  l'on  en  con- 
clura que  les  échanges  de  la   racine  .r'  en  les  autres  racines  ./.   r 

r  a  ne  produiront  aucun  changement  dans  les  valeurs  de  /.  g —  piiis- 
,|ih  ces  échanges  donneront  les  mêmes  résultats  que  l'on  aurait  en  sub- 
stituant successivement  y'~\  v2 1 .  sc'Ç aP'  '  '1'  à  la  place  de  Ç'. 

1 
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Donc  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  /ne  pourra  être  plus  grand 
que 

I  .  2  .  3  .  .  .  U.      , .     .     , 

- divise  par  m. 

I  .  2  .  0  .  .  .  V 

On  tirera  des  conclusions  semblables  de  la  considération  des  tz  racines 
x(n+l\  #(CT+2),  a?(CT+3\...,  x{2™\  comme  aussi  des  racines  x^+{),  x  2rT+2), 
a?(2CT+3\...,  a?(3CT),  et  ainsi  des  autres;  et  comme  les  combinaisons  de  ces 
racines  entre  elles  sont  totalement  indépendantes,  il  s'ensuit  qu'il  faudra 

diviser  le  nombre       '   '  "^  autant  de  fois  par  rs  qu'il  y  a  de  ces  systèmes 

1.2.3. ..V  l  1 

de  zs racines  chacun,  c'est-à-dire  v fois,  nombre  des  quantités  Ç',  »",...,  'Ç  ''  ■ 
Donc  le  nombre  des  valeurs  différentes  de /ne  pourra  être  que 

1.2.3. . .  u 


par  conséquent  l'équation  en  /ne  devra  monter  qu'au  degré  marqué  par 
ce  même  nombre. 

C'est  aussi  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  a  trouvé  à  la  fin  du  n"  52: 
en  effet,  il  est  clair  que  le  nombre 


I .2. 3. . 


ij- 


i .  2 . 3 .  .  .  y  m  * 
se  réduit  d'abord  à  celui-ci 

V(V  -f-  l)  (V  -+-  2).  .  .fi 

1 

yrs' 

et  ensuite,  à  cause  de  fx  ==  vsr,  à  celui-ci 

v(v  -+-  i)  [y  4-  2).  .  .(p.—  i) 


64.   La  réduite  en /sera  donc,  généralement  parlant,  du  degré 

v(v  -M)  (V  -+-  2).  ..(>-—  I 


CT 


mais  cette  équation  pourra  toujours  s'abaisser  à  un  degré  inférieur  par 
des  considérations  semblables  à  celles  des  nos  57  et  59.  En  effet,  si  rs  est 
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un  nombre  premier,  il  est  facile  de  prouver  par  des  raisonnements  ana- 
logues à  celui  du  n°  56,  que  l'on  pourra  suppléer  aux  permutations  des 
racines  x  ,  œ&+*\  x{2™+,>,...  en  x",  x{rs+2\  x(2CT+2),...  en  x'",  ,r(ra+3\ 
#(2CT+3), ...  en,  etc.,  en  substituant  successivement  dans  l'expression  de/ 
les  puissances  a2,  oc3,...,  y™~K  a  la  place  de  a;  de  sorte  que  si  l'on  met  y 
au  lieu  de  a  dans  l'expression  de/,  et  qu'ensuite  on  élimine  y  par  le 
moyen  de  l'équation 

y"  _    j 

■ =rO, 

y-  » 

ou  bien 

on  aura  une  équation  en /telle  que 

/»-'  +  F/"-s  -h  G/—1  + . . .  =  o, 

la(|uelle  sera  un  diviseur  de  la  réduite  en/;  et  les  coefficients  F,  (>.. 
seront  déterminés  chacun  par  une  équation  du  degré 

v (v  -+- 1)  (v  +  2). .  .([X  —  1 

ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs  de  la  même  réduite,  dont  chacun  sera 
du  degré  zs  —  i . 

Si  v  n'est  pas  un  nombre  premier,  alors  il  faudra  chercher,  comme 
dans  le  n°  60,  l'équation  dont  les  racines  seront  les  puissances  de  a  qui 
auront  pour  exposant  des  nombres  premiers  à  v  en  y  comprenant  l'unité, 
et,  désignant  cette  (''((nation  par 

)  '  +■  $)•'-'  -t- . . .  -4-  j3r  +  i^o, 

on  éliminera,  par  son  moyen,  y  de  l'expression  de/;  on  aura  une  équa- 
tion en  /telle  que 

p-{  Vf'-'  +  G/X~J  '-.  .  .      o, 

où  chaque  coefficient  F,  G,...  ne  dépendra  que  d'une  équation  du  dejçré 

v  v   •    n(y +  a)...(p—  1 

de  sorte  que  l'on  aura  par  là  autant  de  valeurs  de  F,  (i.    ..  el  par  consé- 
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quenl  autant  d'équations  en  /  du  degré  X,  lesquelles  seront  les  diviseurs 
de  la  réduite  en/. 

Soit,  par  exemple,  \j.  =  6  : 

r"  On  pourra  faire  v  =  3,  w=2,  et  la  réduite  en /sera  du  degré 

3.4.5 

-  —  i5;  et,  à  cause  de  v>  —  1  =  1,  elle  ne  pourra  plus  s'abaisser  par 

la  méthode  précédente. 

2  3  4  5 
20  On  pourra  faire  v  =  2,  rs  —  3,  on  aura     - -—--  =  4o  pour  le  degré 

de  la  réduite  en/;  et  comme  zô  —  1  =  2,  on  pourra  résoudre  cette  réduite 

en  vingt  équations  du  second  degré  chacune,  moyennant  une  équation 

du  vingtième  degré. 

65.  Revenons  maintenant  aux  formules  du  n°51;  et  il  est  clair  que 
l'équation  proposée  (a)  pourra  être  regardée  à  son  tour  comme  le  résul- 
tat de  l'élimination  de  y  faite  par  le  moyen  des  équations  (c)  et  (cl). 
Ainsi,  si  l'on  regarde  les  coefficients  A,  B,  C,...  de  l'équation  en  y 
comme  donnés  et  les  coefficients  F,  G,...  de  l'expression  de  x  en  y 
comme  indéterminés,  on  pourra,  par  la  comparaison  des  termes  de 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  y  avec  ceux  de  la  proposée,  dé- 
terminer ces  derniers  coefficients,  pourvu  que  leur  nombre  ne  soit  pas 
moindre  que  (x;  ce  qui  ne  sera  point  à  craindre  tant  qu'on  prendra 

X  =  -  ou  — ;  et  si  l'équation  en  y  est  prise  telle  qu'elle  soit  résoluble, 

ce  qui  peut  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières  différentes,  on  aura  la 
résolution  complète  de  la  proposée;  mais  la  difficulté  consistera  dans  la 
détermination  des  coefficients  indéterminés  F,  G,.... 

On  facilitera  cependant  beaucoup  cette  détermination  ainsi  que  l'éli- 
mination de  y,  si  l'on  change  l'expression  de  x,  donnée  par  l'équa- 
tion {cl),  en  une  autre  où  l'inconnue  y  ne  se  trouve  qu'au  numérateur; 
c'est  ce  qui  est  toujours  possible  en  multipliant  le  haut  et  le  bas  de  la 

fraction 

F  +  G/-!-Hf  +  ...+  Kr' 

L  -i-  M  r  -h  N x1 4-. . . ■+-  R.rv 

par  un  polynôme  convenable  en  y,  qu'on  pourra  trouver  de  la  manière 
suivante. 
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On  supposera 

z  =  L  -+-  Mj-  -4-  N.r2  -4- . . .  -+-  Rr1, 

et  comme  y  est  déterminé  par  l'équation 

y*  -+-  A  j'^-'  -f-  B  j-'i1--  + . . .  =  o, 

on  éliminera  y  par  le  moyen  de  cette  équation,  ce  qui  donnera  une  équa- 
tion en  z  du  degré  p.  qu'on  pourra  représenter  ainsi 

z*-\-  az»-'  -4-  (32^— 2 -4-  yz^~i  +  .  . .—  cù  =  o, 

où  les  coefficients  ce,  [i,  7,...,  ta  seront  par  conséquent  des  fonctions  cou- 
nues  des  A,  B,  C,...  et  L,  M,  N,.... 
Ainsi  l'on  aura 

z(z*~x  -4-  «r!4  pz^-'-H.  ..)  =  »» 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  3  deviendra  égale  à  &>,  et  par  conséquent 
indépendante  de  y,  étant  multipliée  par  le  polynôme 

z»-'  -4-  xz^-'-h  fiz*-3-h 

De  sorte  que  si  l'on  remet  dans  ce  polynôme,  à  la  place  de  z,  sa  valeur 
en  y,  on  aura  le  polynôme  cherché,  dans  lequel  on  pourra,  si  l'on  veut, 
n'admettre  que  des  puissances  de  y  moindres  que  y4,  parce  qu'au  moyen 
de  l'équation 

y*  -4-  ky*-1  -h  .  .  .      n 

on  pourra  toujours  faire  rentrer  les  puissances  dey  supérieures  à  y'-'  dans 
la  classe  des  inférieures. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  ramener  l'équation  [d]  à  la  forme 

/.  x  -    <i       by  ■(■)'.    .'/.)'. 

de  sorte  qu'on  pourra  toujours  regarder  l'équation  proposée   a 
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comme  la  résultante  de  l'élimination  de  y,  faite  par  le  moyen  de  l'équa- 
tion (c) 

y  +  XyV-i  +  fi  Ji*-2  +  .  .  .  -h  V  =-  O, 

c!  de  l'équation  (Je).  On  supposera  donc  les  coefficients  a,  b,  c,...,  k, 
dont  le  nombre  est  \x,  indéterminés,  et  l'équation  provenante  de  l'élimi- 
nation de  y  étant  comparée  terme  à  terme  avec  la  proposée  donnera  \j. 
conditions  qui  serviront  à  déterminer  les  quantités  a,  b,  c, — 
Si  l'on  réduit  l'équation  en  y  à  deux  termes  tels  que 

■y*  ■+-  V  =  o, 

la  méthode  précédente  reviendra  à  celle  de  MM.  Euler  et  Bezout,  dont 
nous  avons  déjà  fait  mention  plusieurs  fois  dans  le  cours  de  ce  Mémoire. 
Le  détail  où  nous  venons  d'entrer  sert  à  rapprocher  cette  méthode  de 
celle  de  M.  Tschirnaus,  et  à  montrer  leur  analogie  et  dépendance  mu- 
tuelle. 

66.  Comme  tout  se  réduit  à  déterminer  les  inconnues  a,  b,  c,...,  k 
dont  le  nombre  est  p.,  par  la  comparaison  des  termes  de  la  proposée  avec 
ceux  de  la  résultante  de  l'élimination  de  y,  nous  remarquerons  d'abord 
à  l'égard  de  cette  dernière,  qu'elle  sera  nécessairement  exprimée  pai 
une  fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités  a,  b,  c,...,  k  et  x,  où 
ces  quantités  rempliront  partout  le  même  nombre  de  dimensions  u, 
comme  on  peut  aisément  le  conclure  de  la  théorie  d'élimination  donnée 
dans  le  n°  13;  d'où  il  s'ensuit  qu'en  ordonnant  cette  équation  par  rap- 
port à  x  les  coefficients  de  tous  ces  termes  se  trouveront  être  des  fonc- 
tions rationnelles,  entières  et  homogènes  des  quantités  a,  b,  c,...,  k,  et 
dont  les  dimensions  seront  o,  i,  2,  3,...  pour  les  puissances  x^,  a?^1, 
xv-* 

Ainsi  le  premier  terme  x^  n'aura  d'autre  coefficient  que  l'unité,  le  se- 
cond terme  xv~'  aura  pour  coefficient  une  quantité  de  la  forme 

aa-4-(35  +  yc-+-..., 

a,  /S,  y  étant  des  coefficients  numériques,  le  troisième  terme  x^"2  aura 
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pour  coefficient  une  quantité  de  la  forme 

c.(ii  -+-  (3  «6  -4-  yb2  -+-  oac  -:-..., 
et  ainsi  des  autres. 

Égalant  donc  le  coefficient  du  second  terme  à  m,  celui  du  troisième 
terme  à  n,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  p.  équations  entre  les  p.  inconnues  a, 
b,  c,...,  k,  dont  la  première  sera  du  premier  degré  seulement,  la  seconde, 
du  second  degré,  la  troisième,  du  troisième,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte 
qu'en  éliminant  ces  inconnues  à  l'exception  d'une  seule  quelconque,  on 
aura,  en  général,  pour  la  détermination  de  celle-ci  une  équation  finale 
du  degré  marqué  par  j.2.3...p.;  ce  qui  est  contraire  au  sentiment  de 
M.  Euler,  mais  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  M.  Bezout  a  trouvé  par 
induction. 

67.  Pour  confirmer  davantage  cette  conclusion  sur  le  degré  des  équa- 
tions en  a,  ou  b,  ou  c,...,  et  pour  voir  en  même  temps  dans  quel  cas  ces 
équations  sont  susceptibles  de  simplification,  nous  allons  chercher  à 
/mon  l'expression  des  quantités  a,  b,  c,...  en  x',  x" ',  x'",...,  racines  de 
la  proposée. 

Faisons,  comme  dans  le  n°  54,  >/—  V=  u,  et  désignant  par  i,  a,  fi, 
y,...  les  p.  racines  de  l'équation 

y*  —1  =  0, 

on  aura  //,  y.u,  |3w,  y//,...  pour  les  p.  racines  de  l'équation 

yv- .)-  V  =  o  ; 

donc,  substituant  successivement  ces  racines  dans  l'équation  (k)  du  n"  65 
;i  la  place  de  y,  et  mettant  en  même  temps  les  racines  x\  x",  x'\ . . .  à  la 
place  de  .r,  on  aura  les  p.  équations  suivantes 

x'  =  a  ■+■  bu  +  eu1  -+-  du*  ■+-...  H   h  /'•  ' . 

x"        a        y.bu-{-  x7cui-+-  y?du '■•--.  .  .       y1    '/,n 
x'"  —  a-4-  (36m-+-  Ç>*cu7-h  frdu3-*-.  .  .  ■+■  (3"«  '/.//•   ', 

.r"        n        y  bu  -4-  f'cu1  ■+■  f*a*U     •    ...    •    /'    'lu 


par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  p.  racines  inconnues  a,  b,  c 

III.  4a 
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Cette  détermination  n'a  aucune  difficulté;  car  puisque  i,  a,  [i,  ■/,... 
sont  les  racines  de  l'équation  j|X —  i  =  o,  laquelle  manque  de  tous  ses 
termes  intermédiaires,  on  aura,  comme  on  sait, 

i  -4-  a  +  (3  -i-  y  -(-...-.  o, 
i  +  a!  +  ^!  +  y!  +  ...-o, 
i-i-  a'  -+-  (33  -4-  y3  4- .  .  .  =  o, 


c'est-à-dire  que  la  somme  de  toutes  les  racines  élevées  chacune  à  une 
même  puissance  quelconque  sera  toujours  nulle  lorsque  l'exposant  de  la 
puissance  ne  sera  pas  divisible  par  jjl;  et  à  l'égard  des  puissances  dont 
l'exposant  sera  multiple  de  jx,  il  est  visible,  par  l'équation  même 
y*  —  i  =  o,  qu'on  aura  y^=  i,  x2iL  =  i,...,  et  ainsi  des  autres  racines. 
Donc,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  \x  équations  du  numéro  précédent, 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  jj.  racines  correspon- 
dantes i ,  «,  |3, . . .  élevées  successivement  aux  puissances  fj.'eme,  (p.  —  i  ,le'ne, 
(fj. —  9.)ieme,...,  jusqu'à  la  première  inclusivement,  on  aura  sur-le-champ 

ua       =  x'  +  x"  +  X1"  -4-  X1V  -r  .  .  . , 
u  ub    =  x'  +  «i*-1  x"  H-  ^-' x'"  -4-  yi1-' x'v  -I-  .  .  . , 
ti«!c  =/+  a!^~2x"  -t-  ^_2j:-'"  -4-  y^2jc'v  -+-..., 
fjia3d  =  x'  -+-  a1''3^"  -(-  fi*-3x'"  -+-  y^"3x'v  4- .  .  ., 


On  voit  d'abord  que  la  quantité  a  doit  être  donnée  par  une  équation 
linéaire,  puisqu'elle  conserve  la  même  valeur,  quelque  permutation 
qu'on  fasse  entre  les  racines  x',  x",...;  en  effet,  à  cause  de 


on  aura  a 


m 
a 


Quant  aux  autres  quantités  ub,  u2c,  ii*d,...,  chacune  d'elles  dépendra, 
en  général,  d'une  équation  d'un  degré  égal  au  nombre  de  toutes  les  per- 
mutations possibles  entre  les  u.  racines  x',  x",  x  nombre  qui  est, 

comme  on  sait,  marqué  par  i.  2.3. .  .  u;  car  à  chacune  de  ces  permuta- 
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tions  il  répondra  une  valeur  différente  des  quantités  ub,  u2c,  u3d,...; 
mais  ces  valeurs  peuvent  avoir  entre  elles  des  relations  telles,  que  l'équa- 
tion dont  elles  seront  les  racines  puisse  s'abaisser  à  un  degré  inférieur; 
c'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

68.  Pour  cela  nous  remarquerons  d'abord  que,  comiîie  la  quantité  u 

demeure  indéterminée,  on  pourra  lui  donner  telle  valeur  qu'on  voudra; 

la  supposition  la  plus  simple  est  de  faire,  avec  M.  Bezout,  u  =  i ,  et  par 

conséquent 

V  =  —  ii*  =  —  i  ; 

nous  adopterons  donc  cette  hypothèse  et  nous  supposerons  en  même 

temps 

a'        .       a"  .       ad1-') 

K  =  —  ■>         II  =   —  »  •  •  •  1        0  =   5 

U.  p.  ,J. 

ce  qui  donnera  ces  formules  plus  simples 

a'  =  x'  —  xx"  +  $x"'  -+-  y x"  -+-..., 
a"~  x'  -f-  y}x"  —  fi2x'"  -h  y2x'y  + . . . , 
a       a?'-     y.x"-\'^x'"-^fx"  +  .  .  ., 


a(i—0  =  x'  -+-  a?-sx"  -t-  (3i*-  '.r'"  +  -/'  'a?"  H  .... 

Considérons  l'expression  de  la  quantité  <i\  et  comme  les  racines  de 

l'équation  y^  —  i  =  o,  que  nous  avons  designées  par  i,  y.,  |3,  y 

| «cuvent  s'exprimer  (24)  par  i ,  a,  a2.  23,...,  on  aura  (3  =  a2,  y  =  a8,...; 
de  sorte  que  l'on  aura 

a'~.r'-f-  ajc"-i-  a2  a  '"   •    x'.r"    h...  H    z:'    '  .r'», 

et  pour  avoir  les  valeurs  des  autres  quantités  a",  a"' il  n'j  aura  qu'a 

mettre,  dans  cette  expression  de  a,  à  la  place  de  <*,  ses  puissances  or3, 

/  D'où,  et  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut  ( 50  ,  on  peul  d'abord 

conclure  que,  lorsque  l'exposant  u  de  l'équation  proposée  esl  un  nombre 
premier.  Ir^  quantités  a  ,  a  .  a  seronl  les  racines  d'une  même  équa- 
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lion;  mais  il  n'en  sera  pas  ainsi  lorsque  <j.  sera  un  nombre  composé;  c-'esl 
pourquoi  il  faudra,  dans  la  suite,  distinguer  les  deux  eas,  où  a  est  un 
nombre  premier  et  où  il  n'est  pas  premier. 

69.   Supposons,  en  général, 

t  —  x'-{-  xx"  -\-  x2x'"  -[-  x3x"  +...-+-  a^~'xM, 

et  voyons  (juelle  doit  être  la  nature  de  l'équation  en  t.  Pour  eela  on  eher- 
ehera  toutes  les  valeurs  partieulières  de  t  qui  résultent  des  1.2. 3... u.  per- 
mutations dont  les  u.  racines  se',  x",...  sont  susceptibles;  et  dans  celte  re- 
cherche on  suivra  une  méthode  analogue  à  celle  du  n°55;  ainsi  l'on  regar- 
dera d'abord  la  quantité  x  comme  fixe,  et  l'on  fera  varier  la  position  des 
ij. —  r  autres  quantités,  lesquelles  étant  susceptibles  de  1.2. 3. ..fa—  1) 
permutations  donneront  autant  de  valeurs  particulières  de  t,  que  nous 
dénoterons  par  t',  t",  t'",...;  maintenant  on  fera  varier,  dans  l'expression 
de  chacune  de  ces  valeurs,  la  position  de  la  quantité  x  en  la  mettant 
successivement  à  la  place  de  x",  x'",...,  ce  qui  donnera  les  1.2. 3. ..a  va- 
leurs cherchées  qui  devront  être  les  racines  de  l'équation  en  t. 

Or  on  verra  aisément  que  pour  avoir  toutes  ces  valeurs  il  n'y  aura  qu'à 
multiplier  successivement  chacune  des  valeurs  t',  t",  t'",...  par  a,  a2, 
a',...,  a^-1;  de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  en  t  seront  exprimées 

ainsi 

/',      aï,      a?t',      x'I',...,     oc^-'t', 

t",      eut",     xH",      xH",...,     x^-'t", 

t'",     al"',      xH'",     xH'",  ...,     «1— •!", 


d'où  il  est  facile  de  conclure  que  l'équation  en  /  ne  renfermera  que  des 
puissances  de  t  dont  les  exposants  seront  multiples  de  u.. 

De  là  il  s'ensuit  donc  qu'en  faisant  t^  =  6,  en  Sorte  que  l'on  ait 

Q  —  (x'-h  xx"-\-  x-x'"  +-  x*x'y  -+- .  .  .)*, 

on  aura  une  équation  en  $  du  degré  r .  2.  3. . .  (u  —  1),  dont   les  racines 
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seront  les  valeurs  de  0  qui  viennent  des  permutations  des  \x  —  1  racines 
x",  as'",...  en  faisant  abstraction  de  la  racine  x  . 

Cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  a.  Examinons  main- 
tenant à  part  les  deux  cas  où  u.  est  un  nombre  premier  ou  non. 

70.  Supposons  d'abord  que  l'exposant  a  soit  un  nombre  premier,  et 
nous  remarquerons  que  pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  0  il  suffira  de 
chercher  celles  qui  viennent  des  permutations  des  <x  —  2  racines  ce'", 
xxy,...  entre  elles,  et  dont  le  nombre  est  par  conséquent  1 .2.3. ..  (u.  —  2  j, 
et  de  substituer  successivement,  dans  l'expression  de  chacune  de  ces 
valeurs,  y},  y.3,...,  a^-'  à  la  place  de  y;  c'est  de  quoi  on  peut  se  con- 
vaincre par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  56. 

D'où  il  s'ensuit  (57)  que,  si  l'on  suppose  que  les  jx  — 1  valeurs  de  0 

qui  répondent  aux  substitutions  de  y'\  c.:1 y?~  '  à  la  place  de  y.  dans 

l'expression  précédente  de  S  soient  les  racines  de  cette  équation  du 
(fi  —  i)iime  degré 

les  coefficients  T,  U,  X,...  seront  donnés  chacun  par  une  équation  du 
degré  1.2. '3...  a —  2);  de  sorte  que  ['équation  en  0  du  degré  i.2.3...(jx —  1) 
sera  décomposable  en  i.2.3...(jx— 2)  équations  du  (rj.  —  1/'""'  degré 
chacune,  au  moyen  d'une  équation  du  degré  i.2.3...(fi—  2),  car,  ayant 
trouve  l'un  des  coefficients  T,  II,  X,...  par  la  résolution  d'une  équation 
de  oe  degré,  il  sera  aisé  d'avoir  tous  les  autres. 

71 .  Puisque  les  ;;.      1  racines  de  l'équation 

')■  '      -\'y  -  ■   U6*     -   \0-   ■  1  .. .      o 
sont  les  valeurs  de  5,  c'est-à-dire  de 

a  '      y.x"  1    ?  3 

que  l'on  aurait  en  supposant  que  x  devint  successivement  y2,  «', > 

il  s'ensuit  de  ce  qui  ;•  été  dit  dans  le  n"  (>S  que  les  racines  de  cette  équa- 
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tion  exprimeront  justement  les  valeurs  des  quantités  a',  a",  a" ,...  élevées 
à  la  puissance  jx. 

Donc,  si  l'on  dénote  ces  racines  par  0' ,  0",  0"',...,  0'v^{',  on  aura 

b  =  - j       C  =r  ï — ,       d  ■=. 1  ■  ■  ■ 

V-  F-  V- 

Maintenant,  pour  trouver  avec  facilité  l'équation  dont  il  s'agit,  on  élè- 
vera le  polynôme 

x' -\-  v.x" -\-  a2.r'"-t-  a3.r,,  -+-... 

à  la  puissance  [x,  et,  faisant  attention  que  oP  =  i ,  a^"  '  —  «,...,  on  aura 
pour  0  une  expression  de  cette  forme 

6  =  l  +  «£'  +  o?%'^  oc3%"-t- .  .  .  -+-  x^'l^-'K 

où  |,  §',  2", . . .  seront  des  fonctions  des  racines  x',  x",  x'", . . .  sans  a;  on 
changera  a  en  y  et  ensuite  on  éliminera  v  par  le  moyen  de  l'équation  (g) 
du  n°  57;  mais,  si  l'on  ne  veut  pas  employer  la  voie  ordinaire  de  l'élimi- 
nation, on  s'y  prendra  de  la  manière  suivante. 

72.   Puisque  |3  =  oc2,  y  =  a3,...  (68),  on  aura 

6'  —  1  +  a.% -+-  *>%'-+-  a3l'"-h  .  .  .  -+-  oc»-<£<*->\ 

g*—  g +  y  ^'+  y»$"+  y3  £"'-*-  •  •  •  +  y1"'  5(l*~0p 


a,  (3,  y,...  étant  avec  i  les  racines  de  l'équation y^  —  i  =  o. 

Connaissant  donc  ainsi  les  racines  de  l'équation  en  0,  on  pourra  déter- 
miner par  leur  moyen  les  valeurs  des  coefficients  T,  U,  X,...;  car  on 
aura,  comme  on  sait, 

T  =  fl'-t- 0"+  6'"--..., 
\]  —  B'6"+6'd'"+..., 


On  facilitera  beaucoup  cette  détermination  si  l'on  cherche  la  somme 
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des  puissances  premières,  secondes,  troisièmes,  etc.,  jusqu'aux  fi'*""*, 

des  racines  0',  6",  6'", . . . ,  et  pour  cela  il  sera  utile  de  l'aire  entrer  dans  le 
calcul  la  quantité 

0°  =:  l  -V    %-r-  l"+  l'+  .  .  .  -+-  ÇCH-0  ; 

en  sorte  que  les  quantités  6°,  0',  0",...  répondent  aux  racines  i,  c/.,  fi.... 
de  l'équation yP —  i  =  o. 

Or,  si  l'on  élève  successivement  le  polynôme 

aux  puissances  seconde,  troisième,  etc.,  et  qu'on  dénote  par  c2,  |3, 
|., ,...,  les  termes  de  ces  puissances  qui  ne  seront  point  affectés  de  se, 
après  avoir  substitué  partout  i  à  la  place  de  a^,  a  à  la  place  de  a(W"1  et 
ainsi  de  suite;  il  est  facile  de  voir,  par  les  propriétés  des  quantités  i ,  a, 
j3,  y,...  ^67),  que  les  sommes  des  puissances  premières,  secondes,  troi- 
sièmes, <jtc  des  quantités  6°,  9',  0",...  se  réduiront  à  u.c.  \j£2<  ylt 

Or 

6"  =  l  H    £'-+  Ê"-*-  T4  ■  •  •+  £(:i~'-'  =  [>'+  **■+-  *"+  ■  •  •  4    *■'•    '  '  j;'  m  ■  : 

donc,  si  l'on  retranche  respectivement  des  quantités  u|,  p.|2,  /j.ç;,  ,...  les 
puissances  première,  seconde,  troisième,  etc.,  de  '  —  mf,  les  restes 

seronl  les  sommes  des  u  —  r  racines  S',  0",  $'",.•■  de  leurs  carrés,  de  leurs 
cubes,  etc.,  de  sorte  qu'on  aura,  par  les  formules  connues, 

T  -  ->\  m  '. 

(I        T[u\-'.-m*]  _    v£ 

2  ' 

U[fx£—  (-    m  '         T  [j .1,  m  •",        ■/£       i       m 

X  ~3~  3  — 3~      "' 


l'A.    Maintenant,  si  l'on  l'ait  dans  les  expressions  des  quantités  T,  (  . 
\.        toutes  les  permutations  possildes  entre  les  racines  a  .  i   .  a 
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on  ne  trouvera  pour  chacune  de  ces  quantilés  que  1.2. '3. . .  (u.  —  2)  va- 
leurs différentes,  lesquelles  viendront  uniquement  des  permutations 
entre  les  p.—  2  racines x'",  xlv, . . . ;  ainsi  l'on  aura  autant  d'équations  en  0, 
telles  que 

e*-  -tô^-uô'-3-.  .  .  =  0, 

lesquelles  étant  multipliées  ensemble  donneront  une  équation  en  5  du 
degré  1 .2.3... (p.  —  1),  et  dont  tous  les  coefficients  seront  déterminables 
par  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  m,  n,  p, ...  de  l'équation 
proposée. 

Cette  équation  en  6  étant  ainsi  trouvée,  si  on  la  divise  par  une  équa- 
tion du  degré  p.—  1  telle  que  la  précédente,  on  aura  jx—  1  équations  de 
condition  entre  les  quantités  T,  U,  X,...  par  lesquelles  on  pourra  déter- 
miner, par  exemple,  les  valeurs  de  U,  X,...  en  T,  et  l'on  parviendra 
ensuite  a  une  équation  finale  en  T  qui  ne  pourra  monter  qu'au  degré 
1 . 2 . 3 . . .  (  ij.  —  2  j . 

En  effet,  puisque  la  quantité  T  n'est  susceptible  que  de  1.2. 3 (0.  —  2) 

valeurs  différentes,  si  l'on  appelle  ces  valeurs  T,  T",  T", ...,  T(v),  en  sup- 
posant, pour  abréger, 

v  =  i.2.3....(fji  —  2  , 

on  aura  une  équation  en  T,  telle  que 

T'  —  tbT-'  4-  pT"2  —  cT'->  '-+-. . .  =  o, 

dont  les  racines  seront  T,  T",  T", ...,  en  sorte  qu'on  pourra,  si  l'on  veut, 
déterminer  à  priori  les  valeurs  des  coefficients  zs,  p,  g,  . . .  d'après  celles 
des  racines  T',  T",.... 

De  cette  manière  on  aura  donc  l'équation  en  T  directement  et  sans  re- 
courir à  l'équation  en  5  du  degré  v  (/x—  1);  et  l'on  pourra  trouver  aussi, 
indépendamment  de  cette  dernière  équation,  les  valeurs  des  autres  coef- 
ficients U,  X,..  .  en  T,  comme  nous  le  démontrerons  plus  bas  dans  la 
Section  quatrième. 

Concluons  de  tout  ce  qui  précède  que  la  méthode  de  MM.  Euler  et 
Bezout  conduit  nécessairement  à  une  réduite  du  degré  1 .  2 .  3 . . .  (  u  —  1), 
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laquelle,  quand  l'exposant  \j.  de  la  proposée  est  un  nombre  premier,  doit 
être  décomposable  en  i .  2.  3. . .  f  a  —  2)  facteurs  du  (jui  —  iyème  degré 
chacun. 

Ce  résultat  s'accorde,  comme  on  voit,  avec  celui  que  l'on  aurait  par  la 
méthode  de  M.  Tschirnaus;  ainsi  l'on  y  pourra  appliquer  des  remarques 
semblables  à  celles  que  nous  avons  faites  dans  le  n°  58. 

74.  Pour  éclaircir  la  théorie  précédente  par  un  exemple,  prenons 
l'équation  du  cinquième  degré 

xb  -t-  mx*  -+-  nx3  -+-  px-  -   qx  -+  /•  =  o, 

dont  les  racines  soient  désignées  par  x' ,  x",  x'",  a?" ,  x\ 
On  supposera  donc 

x  =z  a  -+-  by  -\-  cy2  -f-  dy*  -+-  ey*, 

et  l'on  regardera  l'équation  proposée  comme  le  résultat  de  celle-ci  et  de 

l'équation  à  deux  termes 

y*  4-  V      o, 

ou  bien,  en  faisant,  comme  dans  le  n°  68,  V=       r, 

y*  —  1  =  0. 

MM.  Euler  et  Bezout  ont  donné  dans  leurs  Mémoires  sur  ce  sujet 
l'équation  finale,  qui  doit  résulter  de  l'élimination  de  y  dans  le  e;is  de 
m  =  o  et  de  a  =  o,  et  dont  la  comparaison  avec  la  proposée  fournit  les 
quatre  équations  nécessaires  pour  la  détermination  des  coefficients  h,  c, 
d,  e\  mais  ces  savants  Auteurs  n'ont  point  donné  le  résultai  qui  doit 
provenir  de  ces  quatre  équations  par  l'élimination  de  trois  quelconques 
des  quatre  inconnues  qu'elles  renferment,  et  cela  à  cause  du  travail  im- 
mense que  celte  élimination  demande.  La  méthode  précédente  fournil 
les  moyens  de  trouver  ce  résultat  à  priori,  et  mois  allons  en  donner  un 

essai. 


On  aura  d'abord    67 


m 
a 


|3 


338  SUR   LA   RÉSOLUTION   ALGÉBRIQUE 

el  ensuite  (7\) 

i-v^      n_w     fl_W     r_W* 

5  ,  6",  $'",  9V  étant  les  quatre  racines  de  l'équation 
0«  —  T03  4-  U03  —  X0  +  Y  =  o, 

laquelle  sera  un  diviseur  de  l'équation  du  vingt-quatrième  degré  qu'on 
doit  trouver  pour  la  valeur  de  0. 

Maintenant,  pour  avoir  la  valeur  des  coefficients  T,  U, . . . ,  il  faudra 
élever  le  polynôme 

x' 4  ax"-h  a'x'"-\-  câx"  4-  a*xv 

à  la  cinquième  puissance,  ce  qui  donnera,  à  cause  de  a5  =  i,  cet  autre 
polynôme 

l  4-  «£'  +  a2  £"4-  a3  £'"4-  a1  \'\ 
OÙ 

H  =  .r'5  4-  ^"5  +  #'"s  4-  ^IV5  +  #ïS  4-  i 20x'x"xmx"x" 

4-  2o[x'3(x" x"  4-  x'"xiv)  4-  .r"3  (jrV4-a?"a?')  4-  a?"'8(#'a;v  4-  ^"jt,v) 

4-  .rIV3(.r'.r"4-  #"'  jfvj  +  xyi(x'x"  4-  a?'V  i] 

4-  3o[^'(x"2xv24-^'"2x,v2)  4-  x"  (x'2x'"2-h  x,v2x*2)  4-  .r'"0'2.rv2  -+-  x"2x"2) 

-±-  xiv(x'2x"2  +  x'"2  x"2)  4-  ^'jf'^'^-f-^-"^'"2)], 

t_  —  3  (  ^-     OC     m\~  OC      OL     ~t~  OC      OC       ~ r~  «2?       (£7    — [ —  ,37     .37    )  ~v~  ■  ■  •  • 

El  l'on  aura  d'abord 

T  =  5£4-m\ 

Or,  en  considérant  l'expression  de  £,  on  voit  que  les  termes 

x'*  4-  .r"5  -+-  x'"h  4-  .r"5  4-  xrt  4-  1 20  x'x"x'"xt''  ,rv 

peuvent  s'exprimer  immédiatement  par  les  coefficients  m,  «,...  de  l'équa- 
tion proposée;  et  il  est  facile  de  trouver  que  la  valeur  de  ces  termes  sera 

m  '•   -  5min  —  5 m2 p  4-  5m  [q  —  n2   4-5 nj>  —  1 1 5  r. 
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Donc,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 

Z  =  2  [x'3ix"  X"  4-   x'"xiy)  -t-  x"3  {X'  X'"-—  XiyXy)  +  x'"3(x"x"  4-  x'  X*  ) 

4    x"3(x'"x"  ~-  x'  x'  )  4-  xy3(x'x"  -\-x"x"')} 

4-  3  [x'  {x"2xyl-h  x'"2xiv2  -f  x"  |  .r'2  x'"J  -!-  x112^2  )  +  a?"'(a;"2a?IVÎ  +  x'7  xyi  ) 

--  r"   ,r'"2.rï24-  a;'2^'2  )  H- ar' (a:'2  x,v2-t-^"J  *'"•')], 
on  aura 

T  —  5o2  —  4 m'j  4-  25  [  /??3«  —  «i2/;  +  m  (ç  —  ra2   -i  »y>  —  25 i  |, 

cl  l'on  trouvera  que  la  quantité  z  ne  sera  susceptible  que  des  six  valeurs 
suivantes,  que  nous  désignerons  par  z\  z",  z"\  zlv,  zy,  zVI: 

z'   =  i[x'l(x"xy -*   x"'x,y)-\  x"3  {x'x'"-h  xivxy)  +  x"'3[x"xty -+■  x'xy) 

4~  x"3{x'"x':  4-  x'  x")  -    xy>{x'x"  4-  x"x'")] 
■    \[x'{x'    Fvs   |   .,'  \r"2)-<r  x"  <x'2  x'"2-h-  x"2x>2  >  -   x"'  x"2x"2-\  x'2xyi) 

-+-  xiy{x'"'xv2  4-  x'"- x'"2  )  -f-  xv  (x'2  .r"2-+  x'"'.r'  Ji|, 

z"  =  2  [x'3  [x"x1'1  4-  x'"jcvj  4-  ,r"3(.r'  x'"  4-  a?"a;T)  4-  ar'"3  (^•".r'  -t-  x' x" 

-    xy3  [x'"x"  4-  x' x"  )  4-  x'13  i  x'.rv  4--  jc"x'"  i] 
4-  3[x'x"2x"2-'-  x'"2xy2  -h  x"{x'2x'"2  4-  x"2x*2)-h  x'"  [x"2xy2-hx'2xiy2 

-^-  Xy<  x"'2x"2  +  x'2x"'  )  -\-  x's    x'    .rv-  ■     x"2x'"2)], 

:  •?  I  jr'3  (.r' jtv  4-  x"'jr"     H   x"3{x'xiy  +  x"'Xt  )  ■+- xlvd{x"xl       x'xy) 

-+-  x"'3 {xty x*  -\- x' x" ) -h  xy3  {x'x'"-\  x"xxy)] 
4-3[a      '      -       :   .r'"2.r,v2j4--.r"'.r'2  x"2~- x'"2xy2)-\-  x'\  x'  %x"'lA ■  .»•'  a?' 

-4-  .r"'1j|,;xïl  4-x'2.r'-    -     a?'    .r'-. r"-    |     c     < 

z,%       ■    i      a    a        .riv  .rv        '      a   a  "       a  "a  '        .r'1    a?'  xy  ■  a    • 

4-  .r1 3  a?'"a; '  '  ■+  x'  x"  )  4-  x'"3  (  x'  xv  4-  a  "a  " 
4-  !i[.r'  .T''2.r'"-'-    .r'*-.rv-'  c'    x'2  X"2  •     a^a?1  I        <       - 

4-.'  r'2a  a       '     >'        '      ■'       . 

zv  >     i   '(a     '  .r0  a?T)  •      '        V  ><        i     i  c1      '     '  t'a 

>■     a    '        '    '  i       '    '         '    ,v)] 

,     |       |       |  |        ./'  ,        c'  |        ,  , 

i     r"1  i  i     i 

43. 
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zVI  =  2  [a?'3  (a:"  a?"  -+-  x'" '  xy  )  -4-  x"3(x'  x%  +  ^'"jt"  )  -+-  xv3(x"x"'  --  a^ar" 

-+-  x'"3!  #IV#V  H-  x'  x"  )  -4-  a:"3  (  a-'  #"'  -  x"x"  ] 
+  3  [a?'  (a-"2^'12  ~!   a'"2.rv2)  -H-  a'"  (  x'2xv2  4-  x"'2x,vt)  -h  a-'  '  x"7x"'7  -f-  a-'1'  a;"  - 

+  a?/"(a-,v,a:T2-l-  a-'2  x"2)  +  a"  (a;'2  a'"--   x"2xy*)]. 

En  effet,  si  l'on  fait  dans  ces  formules  telles  permutations  que  l'on  vou- 
dra entre  les  racines  x' ,  x",  x'",...,  on  verra  toujours  renaître  les  mêmes 
formules;  d'où  il  s'ensuit  que  les  six  quantités  z',  z",  z" ,...  seront  néces- 
sairement les  racines  d'une  équation  du  sixième  degré,  telle  que 

26  —  Az'-hBz*  —  Cz'  +  D-z2  —  Ez  +  F  =  o, 

dont  les  coefficients  A,  B,...  pourront  par  conséquent  se  déterminer  par 
les  règles  connues. 
On  aura,  par  exemple, 


A  =  z'  -t-  z"  +  z'"  4-  z,v  +  zy  -+-  zvi  ; 
c'est-à-dire 

\  =  /±x"  {x"x'" -\-  x' 'a"v  -4-  x"xv  +  x'"x"  -4-  x'"xy  -4-  x"  xy  | 
-l-  4  a1"3  (  a-'  a'"  +  x' x"  -h-  x'  xy  -\-  x'"x"  +  x'"xv  -4-  x"  xy 
-4-  4^"°  fa1' a-"  +  x'  x'v  -+■  x'  xv  -h  x"x"  -+-  x"  av  —  x"  arv  ) 
-4-  ^x'wi{  x'  x"  -4-  x' x'"  ■+■  x'  xs  -+-  x" x'"  +  x" a*v  -4-  x'"  aA 
H-  4-^'v3  [x' x"  -4-  x' x'"  -4-  x'a-"  -4-  d/'ar'"  -4-  a:"a-IV  H-  x'"a,M  | 

-6a'  [{x"x'"f-h  (x"x'Kj2-\-  :x"xyf-+  i.l'"x"  '-f  a'"a-v  r  -  :  a"  .r%  2] 
-4-  6a"  [(a-' a'")2 -4-  (  a:'a-,v)2  +  •  x' xv  f  +  [x'"xiv  )2 -+-  {x'"x'f  ■  a"\rv-J 
-t-  6x'"  [(a*'a-")2H-  (x'xiv)2  +  (x'x*)2-h  (x"xiv)2  +  {x"xvf+  (a?,va:,  -'  ] 
-4-  6xiv[{x'x"  )'-■+  (a?' a?'"  j2+  (ar'a;vj2  +  [x"x'"  )s-+-  (x"xv)i-i  x'"  x"  -} 
-4-  6av  [(a-'a-")2-f- (a-'a:'"  )24- far'a"v  ,2+ ;a-".j'"  -'    :     .r'.r"  .=  -;-•  a-'".r'x  !  . 

Or  on  a  dans  l'équation  proposée 

—  ni  —  x'  -+-  x"  -i-  x'"  +  x'v  -4-  xv, 

n  =  x'x"-hx'x'"-i-x'x"-i-x'xv-hx"x"'-+-x"x"-+-  a-"a,v-4-  a-"\r'M-  x'"xy  h  x"xv; 
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donc  les  cinq  premiers  membres  de  la  valeur  de  A  deviendront 

4"  |  x's  4-  x"z  4-  x'"i  -+-  x,v*  4-  xVi  ) 

-+-  !\m   x'*  4-  x'"'  4-  x""'  4-  .r'w  -t-  x"'  )  4-  4  x':<  4-  x" '  4-  .r'"'   h  ar,vs  4-   <* 

£n( —  m3-h  3mn —  3/?)4-  $m(m4  —  ^m2n  4-  [mp  —  £q -h  in?) 

4-  4[—  '»'  -+-  5»/3«  —  5m'/;  4-  5/n  (</  —  n2    —  5r  4-  5np]. 

Pour  trouver  la  valeur  des  cinq  derniers  membres  de  la  quantité  A,  il 
faudra  commencer  par  chercher  celle  de  la  quantité 

{x'  x"  )2  -4-  (  x' x'"  ?  +  (  x'  x-'v  )2  -+-  (x'  rv  '  4    i  x"  x"  ■ 
f    .r".r,v)24-  (^"xv  )2-l-  (.r'".r'v)24-  {x"'xli  )2  +    ,r'\rv  », 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  /;  or,  si  l'on  carre  la  valeur 
de  //,  on  aura 

n2      l  ■+  7.  n  I  x'-  4-  x"2  H   x'"2  4-  x,vi  4-  .rv- 
-f-  im  '  .r'3  4-  x"1  4-  x'"3  +  x'"  -4-  r" ) 
4-     2  '.»•''    I    .r"' 4- .r'"1  4- Jf,M  H- .fv: 

=  /  4-  in    m2  -    2  n     i    >  ni         m*  -t    3  nui       3 /; 
-t-     9.     m'  —  ^m2n  4   4  "'/;       17    (    2n*  > 

d'où 

/=«-'      2n   m'      27i     un        m*  l   3/nn       3/» 

—  i( m' —  ^m2n  ~^  \nip       \q  H    s/i     : 

maintenant  il  est  facile  de  trouver  que  la  valeur  des  cinq  derniers  mem- 
bres de  A  sera  exprimée  par 

1 1  /      /  '     -      /  ;        ■      f  '        I      ' 

6  ///•     •>»   y  i  j"      '        '         i      h 6  '        >        '        /  '"■  ■  j* 

6//71       <>   m         •  n  m         )mn       3/> 

-  m* -h  5  m  n        '>m  />        5 /H    q        if         rti    t    5nj>    : 


Vr2  SUK    LA    RESOLUTION    ALGEBRIQUE 

de  sorte  qu'en  rassemblant  toutes  ces  quantités  on  aura  enfin 

A  =    -  6 mn    3 n  —  2 m2   -~  2  (8/1  —  3rn2     —  nr  -4-  3m«        j/; 
-î-  16/n   /»'       f\m'n  -.-  l\mp  —  4</  ~~  9" 
-  10  [—  m5  —  5/??/?  —  5/n2y?  4-5m   *y  —  «-    —  5r  —  5»/>  . 

On  pourra  trouver  d'une  manière  semblable  la  valeur  de  chacun  des 
autres  coefficients  B,  C,...  de  l'équation  z,  et  l'on  en  abrégera  beaucoup 
le  calcul  si  l'on  fait  usage  des  règles  données  par  M.  Cramer  a  la  fin  de 
sou  introduction  à  V Analyse  des  lignes  courbes,  pour  calculer  la  somme 
des  produits  des  racines  d'une  équation  quelconque,  prises  deux  a  deux, 
ou  trois  ii  trois,  ou,  etc.,  et  élevées  chacune  à  une  puissance  quelconque 
donnée;  mais  nous  n'entrerons  point  ici  clans  ce  détail  qui,  outre  qu'il 
exigerait  des  calculs  très-longs,  ne  saurait  d'ailleurs  jeter  aucune  lumière 
sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième  degré;  car  comme  la  ré- 
duite en  z  est  du  sixième  degré,  elle  ne  sera  pas  résoluble  à  moins  qu'elle 
ne  puisse  s'abaisser  à  un  degré  inférieur  au  cinquième;  or  c'est  ce  qui 
ne  me  parait  guère  possible  d'après  la  forme  des  racines  z',  z", ...  de  cette 
équation. 

75.  Nous  avons  supposé  depuis  le  n°  70  jusqu'ici,  que  l'exposant  v.  de 
l'équation  proposée  était  un  nombre  premier;  voyons  maintenant  ce  qui 
doit  arriver  lorsque  \j.  sera  un  nombre  compose. 

Dans  ce  cas  il  est  facile  de  prouver  par  des  raisonnements  analogues  à 
ceux  du  n°  59  que  les  conclusions  du  numéro  cité  et  des  numéros  sui- 
vants n'auront  lieu  que  tant  qu'on  ne  substituera  a  la  place  de  u  que  les 
puissances  c/\  «CT,  ar',...,  dont  les  exposants  v,  rs,  p,...  sont  des  nombres 
premiers  a  a;  d'où  il  s'ensuit  : 

i°  Qu'en  désignant  par  >.  —  1  le  nombre  des  exposants  v,  rs,  p,...  dont 
il  s'agit,  l'équation  en  0,  qui  est  généralement  du  degré  1.2. 3... fa  —  1), 

sera  décomposable  en  '  *  '  ^ équations,  chacune  du  degré  À, 

et  telle  que 

Ô»  _  T  6'-1  +  U  6'-'-'  -  \  9X~*  -  .  . .  =  o, 
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les  coefficients  T,  U,  X,...  étant  donnés  chacun  par  une  équation  Au 

,        .    i .  2 . 3 . . .  (  u.  —  I 

degré ^- 

2°  Que  les  X  racines  de  cette  équation  en  5  étant  désignées  par  S',  S  , 

'"W     'J/~6"     f/6"' 
0'",...,  les  quantités  - — •>  - — •>  - — >•••  exprimeront  les  valeurs  de  ceux 
1  v-      v-       y- 

des  coefficients  k,  h,  g,---,  c,  b  dont  le  rang,  a  commencer  par  k,  sera 
marqué  par  les  nombres  i,  v,  vs,  p,...  premiers  à  u.;  de  sorte  que  tous  ces 
coefficients  seront  donnés  par  une  même  équation. 

3°  Que  pour  appliquer  la  méthode  du  n°  71  à  la  recherche  des  coeffi- 
cients T,  V,  X,...,  il  ne  faudra  pas  se  servir  de  l'équation  (g)  Au  n°  57 
pour  éliminer  y,  mais  de  l'équation  [i]  qu'on  trouvera  par  la  méthode 
du  n°  00,  et  dont  les  racines  seront  u,  a',  a.a,  a9,...;  que,  par  consé- 
quent, si  l'on  veut  faire  usage  de  la  méthode  du  n°  72  pour  trouver  les 
coefficients  dont  il  s'agit,  il  faudra  d'abord  chercher  d'après  l'équa- 
tion [i)  les  sommes  des  racines  <x,  «\  a",  y.9,...,  de  leurs  carrés,  de  leurs 
cubes,  etc., qu'on  dénotera  par  S',  S",  S",...;  ensuite  ayant  élevé  succes- 
sivement le  polynôme 

i  -+-  xi;  +  tf  \"  -I-  a8  X"  +  .  .  .  +  of-1  ;<■'    ' 

aux  puissances  deuxième,  troisième,  etc.,  et  représentant  ces  puissances 
par 

6.-4-  «&  +  «'£-»-«»£+..., 


on  aura  les  quantités 


Il  -4-S'£'    •    S";'    4-ST-»   ■■•> 

XÇt-t-S'^-f  8*K   t  S'"r-.  ..., 

xç.-f-sx-t-s'ç;    s      ;  .... 


pour  les  sommes  (les  racines  0',  9",  $"',...  élevées  aux  puissances  pre- 
mière, deuxième,  troisième,  etc.,  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  enfin  par 
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les  formules  connues 

T  =  >£-t-S'£'--S"?'  -f-S'"£'"  +..., 

u  ==  -  t  n  +  st  +  s"  i"  -  ...  -  -  -  >.?..  h  s' &  +  s*e  - 

.  x  ---  i  u f  ).£  +  S' h;  +  s"r  +...)-  5  t i  >.l  -  s' r2  +  S" \\ 


76.  Pour  trouver  maintenant  les  valeurs  des  autres  coefficients  qui, 
dans  la  série  #,  A,  g,...,  c,  b  occupent  des  places  marquées  par  des 
nombres  commensurables  à  u.,  supposons,  en  général,  |x  =  vw,  et  que 
l'on  cherche  ceux  des  coefficients  dont  il  s'agit  dont  l'exposant  du  rang 
sera  multiple  de  v;  il  est  facile  de  voir  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  68, 
que  si  l'on  exprime,  pour  plus  de  simplicité,  ces  coefficients  par 

ac»)       fl(2'<)       a(3»; 

1  1  5  •  •   •  1  « 

U  fJ.  p 

et  qu'on  fasse  v?  =  co,  on  aura 

a«  —  x'+  oix"  -f  v'x"'  -t-  v*x"  +  .  .  .  -+  a>v-lxM  ; 

et,  ])Our  avoir  les  autres  quantités  a'2v),  a(8v),...,  il  n'y  aura  qu'à  changer 
successivement  w  en  w2,  w3, — 

Soit,  à  l'imitation  de  ce  qui  a  été  fait  dans  le  n°  69, 

/  =  X'  H-  U>X'   +  'j)2x'"  -t-  rrfx"  +  ....-+-  r,vx~'  X'"  , 

et  cherchons  de  même  quelle  doit  être  la  nature  de  l'équation  en  /. 
Pour  cet  effet  on  remarquera  d'abord  que,  puisque  <»  =  u\  on  aura 

bi™  —  au*  —  a;i  -     i  : 

et  de  là 

En  général,  puisque  i,  a,  a2,  a8,...,  *^'  sont  les  racines  de  l'équation 
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v[X  —  i  —  o,  les  puissances  i.  ',>,  '»? ,  o3,.--»  wra_l  seront  les  racines  de 
l'équation  jCT  —  i  =  o  (24). 

Faisant  donc  rentrer  les  puissances  de  w  plus  hautes  que  co53"1  dans  la 
classe  des  inférieures,  l'expression  de  t  deviendra  de  cette  forme 


en  supposant 


t  =  z'-h(ùz"-h  tJz'"+  w3z'v  -t-  .  .  .+  u"-1^"), 

Z'   —  X1  ■+-  •*■<*+"  +  x(2n+"  -+-  .  .  .  -4-  X  ' 

z"  =  x"  -+-  x(a+V  -+■  xi^+V  4- . . .  -+-  .n>- "n      , 
z"       .r"'  -f-  x(™+r>  -4-  .r''2ra+3)  + .  .  .  -+-  x"-  CT  +  3\ 

» 

77.  En  considérant  maintenant  l'équation  en  /  dans  toute  sa  généra- 
lité, il  est  clair  qu'elle  devrait  être  du  degré  [.2. 3. ..m.,  puisqu'il  y  a  au- 
tant de  permutations  possibles  entre  les  u.  racines  .r  ,  x",  oc'",...,  et  dont 
chacune  doit  donner  une  valeur  particulière  de  /:  mais  si  parmi  ces  va- 
leurs il  y  en  a  d'égales,  on  pourra  en  faire  abstraction  et  abaisser  par  là 
l'équation  en  /  à  un  moindre  degré;  or  c'est  précisément  ce  qui  a  lieu 
dans  le  cas  présent. 

En  effet,  il  est  visible  que  la  quantité  z'  demeurera  toujours  la  même, 

quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les  v  racines  x  .  x  n  '  .  .r"-""1-",...: 
donc,  puisque  v  choses  admettent  [.2.3. ..v  permutations,  il  s'ensuil 
d'abord  que  les  i  .2.3.  ..y.  valeurs  de  /  seront  telles  que  chacune  se  trou- 
vera répétée  i.2.3...v  fois;  en  sorte  que  parmi  ces  valeurs  il  ne  pourra 

\  en  avoir-  que       "   '        de  différentes  entre  elles. 

1  I  .  2  . 3 .  .  .  V 

Considérons  ensuite  la  quantité  z",  on  prouvera  de  la  même  manière 
que  chacune  <lc  ces  dernières  valeurs  devra  aussi  se  trouver  répétée 
[.2.3...V  fois,  ce  qui  réduira  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  / 

1.2. 3 .    .  i 

;|  T. '■■>.  s. . .-, 

En  continuant  le  même  raisonnement  a  l'égard  des  autres  quantités  z  , 
z'\..  ,  zn  .  on  en  conclura  enfin  que  le  nombre  des  valeurs  différentes 
lit.  îi 
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de  /  ne  sera  que  — i-ii_ii-Li—  :  de  sorte  que  l'équation  en  /  ne  montera 

1       (  i .  2 . 3 . . .  v  r  1  ' 


,        |        .     I  .  2  . 3 ...  a 

qu  au  de  are ,. — -h- 

'  D       (  i  .  2 . 3 .  .  .  y 


78.  Cela  posé,  si  l'on  compare  maintenant  l'expression  précédente 
de  t  avec  celle  du  u°  69,  on  verra  aisément  qu'elle  est  susceptible  de  re- 
marques semblables,  relativement  aux  permutations  des  quantités  z  ,  z", 
z'",...  entre  elles;  d'où  Ton  conclura  : 

i°  Qu'en  supposant  ts  égal  à  un  nombre  premier,  l'équation  en  t  ne 
renfermera  que  des  puissances  de  t  dont  les  exposants  soient  multiples 
de  tz;  de  sorte  qu'en  taisant  t™  =  0,  on  aura  une  équation  en  $  du  degré 

I  .  2  .  3  ...  (J. 

5j  (  i .  2 . 3 .  .  .  y  )CT  ' 

2°  Que  cette  équation  sera  toujours  décomposable  en — — '-LL^- 

^  »  J  I  57  — I)CJ(  1.2.3. ..V" 

équations  de  la  forme 

Q«-l__TQ*-l_+.\JQ*-3_  xe°    *  +  ...  — o, 

où  les  coetïicients  T,  U, . . .  ne  dépendront  que  d'une  équation  du  degré 

I  .  2  .  3  ...  [J. 

l  s*  —  i  )  rb  (  i  .  2 . 3 .  .  .  y  )m  ' 

3°  Que,  si  l'on  désigne  par  0',  0",  0"\...  les  nr  —  i  racines  de  l'équa- 
tion précédente,  les  quantités 


— ,    — ,    — , . . . , 

/;.  u  p.  a 

seront  les  valeurs  de  ceux  des  coefficients  k,  h,  g c,  b  qui  occupent 

dans  cette  série  les  places  vième,  (  2  v  )'""%  (  3  v  fme, . . .  j  usqu'à  la  (  ;x  —  v  ,'r""' 
inclusivement,  ou,  ce  qui  revient  au  même  (à  cause  que  le  nombre  de 
tous  les  coefficients  a,  b,  c,...,  k  est  (x),  des  coefficients  qui  occupent  les 
mêmes  places  dans  la  série  a,  b,  c,...,  k; 

4°  Que,  pour  trouver  les  valeurs  des  coefficients  T,  U,  X,...,  on  pourra 
se  servir  pareillement  des  méthodes  des  nos71  et  72,  en  ayant  seulement 
attention  de  mettre  partout  l'exposant  rr>  à  la  place  de  l'exposant  a; 
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5°  Que,  si  73  n'est  pas  un  nombre  premier,  il  faudra  apporter  aux  con- 
clusions précédentes  des  modifications  relatives  a  la  nature  du  nombre  rs 
et  qu'on  trouvera  aisément  par  des  considérations  semblables  à  celles 
qui  ont  fait  l'objet  du  n°  75. 

79.  On  voit  donc,  d'après  ce  qui  précède,  que,  lorsque  l'exposant  p.  de 
l'équation  proposée  est  un  nombre  composé,  les  coefficients  b,  c,  d,... 
ne  peuvent  pas  être  les  racines  d'une  même  équation,  comme  cela  a  lieu 
dans  le  cas  où  l'exposant  a  est  un  nombre  premier,  mais  que  ces  coeffi- 
cients dépendent  alors  d'équations  différentes  suivant  que  leurs  places 
dans  la  série  a,  b,  c,  d,...  sont  marquées  par  des  nombres  dont  les  plus 
grandes  mesures  avec  le  nombre  p.  sont  différentes. 

Cependant  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  chercher  et  de  résoudre  toutes 
ces  différentes  équations;  car  les  coefficients  dont  il  s'agit  dépendenl 
mutuellement  les  uns  des  autres,  en  sorte  que  dès  que  l'on  aura  trouvé 
la  valeur  d'un  de  ces  coefficients  on  pourra  en  déduire  aisément  celles  de 
tous  les  autres.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'on  élimine  y  de  l'équa- 
tion [k)  du  n"  65  par  le  moyeu  de  l'équation  y^  —  i  — •  o,  et  qu'on  com- 
pare ensuite  l'équation  résultante  terme  à  terme  avec  la  proposée,  ou 
aura  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients  indéterminés  a,  b,  c,..., 
par  lesquelles  on  pourra  déterminer  chacun  de  ces  coefficients  :  or,  à 
l'exception  du  premier  coefficient  a  qui  se  trouvera  donne  par  une  équa- 
tion où  il  n'y  aura  poiul  d'autres  inconnues,  tous  les  autres  coefficients 
inconnus  b,  c,...  se  trouveront  mêlés  entre  eux,  de  manière  que  par  la 
méthode  ordinaire  d'élimination  on  pourra  déterminer  la  valeur  de  cha- 
cune de  ces  inconnues  par  une  autre  quelconque  d'entre  elles;  sur  quoi 
on  fera  des  remarques  semblables  ii  celles  du  n°  58. 

80.  .M.  Bezout,  dans  le  dessein  de  simplifier  et  de  faciliter  l'usage  de 
sa   méthode  lorsque    l'exposant   de  l'équation   proposée  est    un    nombre 

composé,  a  donne  une  seconde  méthode  qui  parait  en  quelque  manière 
plus  générale  que  la  première,  mais  qui  revient  cependant  à  la  même 

dans  le  fond,  comme  nous  Talions  faire  voir. 

Suivant  celle  méthode,  si  l'exposant  u  de  l'équation   proposée  est  re- 

ii- 
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présenté  par  le  produit  vzs  des  deux  nombres  v  cl  sr,  on  prendra  deux 
équations  de  cotte  forme 

xv  —  {a   -+-  by  -\r  cy-  -+-  dy    +  ...-+-  kya~' ,  x'~' 
-+-  (  a'  +  b'y  H-  c'y2  +  rf'j3  +  . . .  -f-  k'y*—*  )  xv~7 

(0       j       —  (  a"  -t-  //'  >■  -i-  c" y2  -+-  d"y3  +  •  •  •  -+-  h "rn_1  i  •s"-'1 


±  [af''-"+   6(»-0j+   C(v-l)jJ_,_   rf(v-l)^.3  +  -   _   _  +   /,(v--i;    ,.r,      ,       ._  0> 

Et  éliminant  y  on  aura  une  équation  final»'  en  x  du  degré  vc  qu'on 
comparera  terme  à  terme  avec  la  proposée;  ce  qui  donnera  vts équations 
particulières  entre  les  coefficients  a,  b,c,...,  a',  //,  c',...,  dont  le  nombre 
est  aussi  vro;  de  sorte  qu'on  pourra  par  là  déterminer  chacun  de  ces  coef- 
ficients. 

Or,  comme  l'équation  y™  —1  =  0  donne  rs  valeurs  de  y,  on  aura,  par 
la  substitution  successive  de  ces  valeurs,  autant  d'équations  .en  x-,  cha- 
cune du  degré  v;  d'où  l'on  tirera  u.v  valeurs  de  x,  qui  seront  les  racines 
de  l'équation  proposée. 

Il  est  clair,  par  la  théorie  de  l'élimination  exposée  dans  le  n"  13,  que 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  y  dans  les  deux  équations  ci- 
dessus  ne  sera  autre  chose  que  le  produit  de  toutes  les  équations  [l]  que 
l'on  aurait  en  y  mettant  à  la  place  de  y  les  ts  racines  de  l'équation 
y~'  —  1  =0;  d'où  l'on  voit  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  dé- 
composer l'équation  proposée  du  degré  vzs  en  zs  équations,  chacune  du 
vieme  (jPg,.('.f  et  cela  moyennant  une  équation  du  degré  rs,  de  la  forme 
y™  —  1=0. 

Toute  la  difficulté  consiste  dans  la  détermination  des  coefficients  in- 
connus a,  b,  c,...,  a',  b' ,  c',...;  c'est  pourquoi  il  est  bon  de  rechercher  à 
priori  quelle  doit  être  la  nature  des  équations  par  lesquelles  ces  quantités 
doivent  se  déterminer. 

81.  Supposons  donc  que  l'équation   proposée  du  degré  (x  =  vw,  et 
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dont  les  racines  sont  x\  x",  x'",...,  soit  le  produit  de  rs  équations  telles 
que 

x'  —     z'  -r*-1  -+-     u'  xw~2  —     v'  X'"3  -f-  .  .  .  =  O, 
x'  —    z''  x—'  -+-     u"  x"~*  —     v"  x*-3  -+- .  .  .  ■  -  .  o, 

X' —      Z1"  X''~l  -+-       II'" X'~2 —      V'"xv~3-h.  .  .=  O, 

7 

x'  —  z^ix''-1  -+-  u^x''-2  —  i/(n)^7v-3  +  .  .  .       o; 

il  faudra  que  chacune  de  ces  équations  renferme  v  racines  de  la  proposée: 

de  sorte  qu'en  partageant  la  totalité  des  u.  racines  a?',  x",  ce'", r1'   en 

73  systèmes  de  v  racines  chacun,  et  tels  par  exemple  que 

x",     a?("+»),     x^+V, . . . ,     ard»-"-"), 

.r'",     x<u+3\     x<~-"+v , .  .  . ,     ard*   "■+-*), 


on   aura    par  la  nature  des  équations  z'  égal  à  la  somme.  //'  égal  a   la 

som des  produits  deux  à  deux,  v'  égal  à  la  somme  des  produits  trois  à 

trois,  etc.,  des  racines  .r',  .r  °  '  '  .  x  2n'h, x  1H-ri+,);  de  même  on  aura 

:  égal  ii  la  somme,  u"  égal  à  la  somme  des  produits  deux  à  i\c\\\,  e"  égal 
;i  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  etc..  des  racines.»'.  x  ~  '  -  . 
x  2rT  -  ,...,  a?"*-61-'-2  ,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  si   l'on   désigne   par  i,   w,   f,  •} , .  .  .    les  w   racines  de   l'équation 
vCT  —  i  =  o,  on  aura  (numéro  précèdent 

a  +  ft  +  c+rf-f-...  +  À       z', 

a-\-l",i   ■    cou    •    (/m1  -i-  .  .  .  -f-  /iv.j"   '       z". 


et  de  même 


a'  -»-  A'  -f-  r'  4-  d' H- ...  -f-  k'       U1, 

a' -h  b'(,)-h  c'rf-h  d'',,3-*r  .  .  .-+-  h  ''.r  u", 

al  h-  b'y      ■   -       d'<ç*  H- . . .  -f-  fr/9"-'      u  . 


et  ainsi  de  SUlte. 
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Donc,  puisque  par  la  nature  de  l'équation  ym  —  i  =  o  qui  manque  de 
tous  les  termes  intermédiaires  on  a 

I  4-  û)  -+-  Ç  4-  i]/  4-  .  .  .        o, 

i-^+ç'+l'-f...-     o, 

I  —  O)3  -t-  <p3  -+-  d>3  -I-  .  .  .  :  =  O, 


on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  quantités  a,  b,c,...,k,  a',  b  ,  c  ',...,  k\ 

a",  b",  c", . , . ,  k",...  par  une  méthode  semblable  à  celle  du  n"  67:  et  il 
viendra 

usa  -   z'  4-  z"  4-  z'"  -+- .  .  .  —  z<  >  . 
çjb  =  z'  4-  m"-1  z"  4-  o171'1 2'"  -+-..., 
roc  =  z'  4-  af-tz"  4-  œ*-V"  4-.  -  . , 


ensuite 


E5«'  =  tt'  H-  U"  4-  «'"  4-  ...  —   U  n   , 

ro&'  =  u'  4-  w"-'  m"  4-  cpn-'  «'"  -r  •  , 

-2  ,,"  _1_  mi— S  „"'  _■_ 


CTC    =  M    4-  vr~'U 


et  ainsi  de  suite. 

82.  Examinons  les  valeurs  des  quantités  a,  b,  c,...,  k,  et  il  est  d'abord 

clair  que  la  valeur  de  zsa  sera  égale  à  la  somme  de  toutes  les  racines  x ' , 

x",  x'",...,  opM;  de  sorte  que  l'on  aura  rza  =  —  m;  et  par  conséquent 

ni 
a  == 

ro 

Ensuite,  si  l'on  met  w2,  w3,...  à  la  place  de  9,  tj/,...,  en  sorte  que  les 
racines  de  l'équation y°  —  1  =  o  soient  représentées  par  1,  w,  '^2.  w3...., 
ojct "'  (24),  on  aura 

ro/<  =  2'  -h  0)2"  4-  o)V"4-  u3z,v  4-  ...  —  «"-'zC1), 

et  pour  avoir  les  valeurs  des  quantités  rsh,  rsg,...  il  n'y  aura  qu'à  chan- 
ger successivement,  dans  cette  expression,  la  racine  u  en  «-.  oj3, — 
Or  l'expression  précédente  de  rsk  est  la  même  que  celle  de  la  quan- 


DES   ÉQUATIONS.  351 

tité  a  v  ou  /  du  n°  76;  par  conséquent  celles  de  rzh,  rsg,...  seront  aussi 
les  mêmes  que  celles  des  quantités  a(2v),  a(3v),...  du  même  numéro;  d'où 
il  est  facile  de  conclure  que  les  coefficients  a,  b,  c,  d,...  de  l'équation  (7) 
du  n°  80,  étant  multipliés  par  rs,  seront  respectivement  égaux  à  ceux  des 
coefficients  a,  b,  c,..  de  l'équation  (k)  du  n°  65,  qui  occuperont  dans  la 
série  a,  b,  c,...,  les  places  marquées  par  les  nombres  i,  v,  2v,  3v,..., 
\).  —  v,  chacun  (le  ces  coefficients  étant  multiplié  par  \).. 

Ainsi  l'on  pourra  appliquer  sur-le-champ  aux  coefficients  «,  b,  c,... 
de  la  formule  ci-dessus  les  mêmes  conclusions  des  n"s  76  et  suivants. 

83.  Quant  aux  autres  coefficients  à ,  b',  c',...,  a ",  b",  c", ...  de  la  même 
formule  (/)  on  pourra,  si  l'on  veut,  les  faire  dépendre  des  précédents,  ou 
simplement  d'un  quelconque  d'entre  eux,  par  des  considérations  sem- 
blables à  celles  du  n°  79;  on  peut  aussi  déterminer  à  priori,  d'après  les 
formules  du  n"  81 ,  le  degré  et  la  forme  de  l'équation  d'où  chacun  de  ces 
coefficients  doit  dépendre  immédiatement. 

Pour  cet  effet  il  suffira  de  remarquer  que  les  quantités  u,  w",  u'",.v 
sont  analogues  aux  quantités  correspondantes  z',  z",  z",...  en  ce  que  ces 
quantités  sont  des  fonctions  des  mêmes  racines,  lesquelles  ont  la  pro- 
priété de  demeurer  les  mêmes,  quelques  permutations  qu'on  fasse  entre 
ces  racines;  il  en  est  de  même  des  quantités  v',  v" ,  v'",...;  d'où  il  s'ensuit 
que  l'on  pourra  appliquer  aux  coefficients  //,  c',  d',...,  b",  c",  d,...  des 
raisonnements  et  des  conclusions  semblables  à  celles  qui  ont  lieu  pour 
les  coefficients  b,  c,  d 

Mais  à  l'égard  des  coefficients  a',  a  ,...  il  faudra  les  considérer  il  part, 
el  après  avoir  prouvé  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n"  77 

que  chacune  de  ces  quantités  ne  pourra  avoir  que       "'.,'"  '-'-    valeurs 

1  '  ■  »        (1.2.3.  .  .v)" 

différentes,  on  remarquera  que  ces  quantités  ne  souffranl  aucun  chan- 
gement par  les  permutations  des  quantités  //',  u",  //'",...,  //  °  .  ou  v',  c  , 
i   c  °  ,  ou,  etc.,  entre  elles,  il  faudra  encore  diviser  le  nombre 

'  par  1.2.3...  W  pour  avoir  celui  des  valeurs  di  lièrent  es  de  eha- 

eun  des  coefficients  a',  a",...;  d'où  il  s'ensuit  que  chacun  de  ces  mêmes 
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coefficients  devra  être  déterminé  par  une  équation  particulière  <lu  degré 

I  .  2  . 3 ...  p. 


I  .  2  .  3  .  .  .  5J  (  I  .  2  .  3  .  .  .  V  )D 


84.  Supposons  que  l'équation  proposée  soit  d'un  degré  pair,  et  pre- 
nons zs  =  2,  en  sorte  que  l'on  ait  p.  =  2v;  dans  ce  cas  l'équation 
y73  —  i  =  o  deviendra 

y2  —  i  =  o. 

laquelle  donne  les  deux  racines 

y  =  i      et     y  =  —  i  : 

et  il  faudra,  suivant  la  méthode  précédente,  que  l'équation  proposée 

x2''  -+-  mx'-'~{  -+-  nx2'""2  -+-  px2'~*  -t-  .  .  .  =  o 

soit  formée  du  produit  de  ces  deux-ci 

x''  —  {a  -+-  b ) x'- '  -+-    a'  +  b'  ) x''"2  —  (  a"  --  b" \  x'-*  -+- .  . .  =  ot 
x*—{a  —  b)x'-'  -h  {a'—  b'  ) x"-2  —  [a"  —  V  x- 3  + . . .  =  o. 


Ainsi  l'on  aura 


m  .       z  —  z 

et     6=- 


ou 

z'  =  x'  -+-  x'"  -+-  xs  +  .  .  .  —  *  "-'?, 

z'     -  .r"~f  .rlv  +  .r1  '  -+-.  .  . -+-  x  -'". 


Et  l'on  trouvera  que  l'équation  en  6  sera  du  degré 


.  2  .  3  .  .  -  2  V  .  ...  (v  +  l)(v-l-2)(v  +  3)...2l/ 

,5      c  est-a-dire 


i  .  ?..  3 ...  y  i . 2 . 3 .  . . v 

avec  tous  les  exposants  pairs. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  l'équation  proposée  ait  un  diviseur  du  dé- 
lire v  et  tel  que 

X''  -f-   in'x^'  -t-  ?l'x'~-  -t-  p'x'     '  -|        .  .  =  O, 
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on  trouver;)  pour  m'  une  équation  du  degré 

(v  +  l)(v  +  2)(v-f-3    ...    2  v) 
I .2.3. . .V 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs,  puisque  ee  nombre 
exprime  celui  des  combinaisons  de  iv  choses  prises  vàv. 
Et  comme  en  faisant 


-  m  =  a  -f-  b  = hft 

2 


on  doit  avoir  une  équation  en  b  qui  n'ait  que  des  puissances  paires,  il 
s'ensuit  que  l'équation  en  m'  sera  telle  que,  si  l'on  y  fait  disparaître  le  se- 
cond terme,  tous  les  termes  alternatifs  disparaîtront  en  même  temps, 
comme  nous  l'avons  vu  par  rapport  aux  équations  du  quatrième  de- 
gré f35). 

85.  Si  l'équation  proposée  est  du  sixième  degré,  en  sorte  que  v  =  3, 
et  qu'on  fasse  \b2  =  0,  on  aura  une  équation  en  0  du  degré 

4.5.6 

— 5  I". 

2  X  I  •  2  .  5 

M.  Bezout  pense  que  cette  équation  pourra  se  décomposer  en  deux 
équations,  au  moyen  d'une  équation  du  second  degré  :  c'est  de  quoi  je 
doute  fort;  en  effet,  les  racines  de  l'équation  en  0  seront  représentées  par 
ces  dix  quantités,  lesquelles  renferment  toutes  les  valeurs  de  (V  z")a 
qui  peuvent  résulter  des  permutations  entre  les  six  racines  x',  où",  x *', ... 


x'      .->'         •  x"  —  X* 

i         i  x's       x'"    -  xy 

i  -f-  x"  —  x"  —  x'" 

x'  ■+■  x"  -f-  .rv  '  -  x"  —  x% 


x" 
xy'  • 

I 


[x'-hx"       >      -  x" 

i     -+-X1"  —  ,r"  —  x" 
lx'  -+-  x"    ■    >  x"  —  x" 


X'  ' 

X1'    " 

I 


r'1  -t-  *•'    —  x"  —  x"'  —  x"  ■ 

x"  —  x'"—  X'    ' 
x"  —  x'"—  a?"  ■ 


III. 
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Or,  si  l'on  suppose  que  les  deux  facteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit 
soient  représentés  par 

6'-~fBA  -4-  g 9*—  hQ2  4-  i6  —  k  =  o, 

il  faudra  que /soit  égale  à  la  somme  de  cinq  des  dix  quantités  précé- 
dentes, et  que/'  soit  égale  à  la  somme  des  cinq  autres;  et  pour  que  les 
coefficients  /  et /'  ne  soient  affectés  que  de  radicaux  du  second  degré, 
il  faudra  que  ces  deux  coefficients  soient  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré  telle  que 

f  -  M  j  +  N  -  o, 

M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  des  coefficients  m,  n,  />,...  de 
l'équation  proposée;  on  aura  donc 

M=f  +  f     et     N-//'; 

de  sorte  que  tant  la  somme  que  le  produit  des  deux  quantités /et  /'  de- 
vront être  des  fonctions  rationnelles  de  m,  n,p,...  et  par  conséquent  des 
fonctions  des  racines  a/,  x",  x" ',...  telles,  qu'elles  ne  changent  point  de 
valeur,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  ces  racines;  or  cette  con- 
dition a  bien  lieu  à  l'égard  de  la  somme  /-h/'»  qui  est  égale  a  la  somme 
de  toutes  les  dix  quantités  ci-dessus;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  à 
l'égard  du  produit  //';  car  on  peut  s'assurer  facilement  que,  de  quelque 
manière  qu'on  partage  la  somme  des  dix  racines  précédentes  en  deux 
sommes  partielles  de  cinq  racines  chacune,  le  produit  de  ces  deux 
sommes  partielles  n'aura  jamais  la  propriété  de  demeurer  invariable  dans 
toutes  les  permutations  qu'on  pourra  faire  des  racines  x',  x",  x'",... 
entre  elles. 

On  pourrait  dire  qu'il  ne  serait  peut-être  pas  nécessaire  que  les  deux 
quantités /et  /'  fussent  les  racines  d'une  même  équation  du  second  de- 
gré, et  que  l'une  de  ces  quantités  pourrait  dépendre  d'une  équation  et 
l'autre  d'une  autre;  mais  pour  détruire  cette  exception  il  suffit  de  con- 
sidérer que,  supposant /déterminée  par  une  équation  du  second  degré 
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telle  que 

les  deux  racines  de  cette  équation  seront  nécessairement  égales  chacune 
à  la  somme  de  cinq  quelconques  des  dix  quantités  précédentes;  et  il 
faudra  que  ces  deux  sommes  ajoutées  ensemble  produisent  une  quan- 
tité M  qui  ait  la  propriété  de  demeurer  la  même,  quelque  permutation 
qu'on  lasse  entre  les  racines  oc',  x",  oc"',..  ;  ce  qui  ne  saurait  avoir  lieu  à 
moins  que  les  deux  sommes  dont  nous  parlons  ne  renferment  toutes  les 
dix  quantités  en  question;  par  conséquent,  l'une  étant  la  somme  de  cinq 
de  ces  quantités,  l'autre  devra  être  nécessairement  celle  des  cinq  autres. 


SECTION  QUATRIÈME. 

CONCLUSION  DES  RÉFLEXIONS  PRÉCÉDENTES,  AVEC  QUELQUES  REMARQUES  GÉNÉ- 
RALES SUR  LA  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS.  ET  SI  11  LEUR  RÉDUCTION  OC 
ABAISSEMENT    A    IN    MOINDRE    DEGRÉ. 

8(5.  On  a  dû  voir  par  l'analyse  que  mois  venons  de  donner  des  princi- 
pales méthodes  connues  pour  la  résolution  des  équations,  que  ces  mé- 
thodes se  réduisent  toutes  à  un  même  principe  général,  savoir  à  trouver 
des  fonctions  des  racines  de  l'équation  proposée,  lesquelles  soient  telles  : 
r"  que  l'équation  ou  les  équations  par  lesquelles  elles  seront  données, 
c'est-à-dire  dont  elles  seront  les  racines  (équations  qu'on  nomme  com- 
munément les  réduites ),  se  trouvent  d'un  degré  moindre  que  celui  de  la 
proposée,  on  soient  an  moins  décomposahles  en  d'autres  équations  d'un 
degré  moindre  (pie  celui-là;  2°  que  l'on  puisse  en  déduire  aisément  les 
Valeurs  des  racines  cherchées. 

I.'art  de  résoudre  les  équations  consiste  donc  à  découvrir  des  fonctions 
des  racines,  qui  aient  les  propriétés  que  nous  venons  d'énoncer;  mais 
est-il  toujours  possible  de  trouver  de  telles  fonctions,  pour  les  équations 

d'un  degré  quelconque,  c'est-à-dire  pour  tel  nombre  de  racines  qu'on 

voudra?  (.'est  sur  quoi  il  parait  très-difficile  de  pouvoir  prononcer  en  gé- 
néral. 

|5. 
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A  l'égard  des  ('■((nations  qui  ne  passent  pas  le  quatrième  degré,  les 
fonctions  les  plus  simples  qoi  donnent  leur  résolution  peuvent  être  re- 
présentées par  la  formule  générale 

x'  ■+■  yx"  -+-  y^x"'  + .  .  .  +  y*-'  xM, 

x',  x",  x'" ',...,  xw  étant  les  racines  de  l'équation  proposée,  qu'on  suppose 
être  du  degré  \x,  et  jetant  une  racine  quelconque  autre  que  l'unité  de 
l'équation 

y*  —  i  =  o, 
c'est-à-dire  une  racine  quelconque  de  l'équation 

yV—\  _|_  jH~2  _j_  yV-3  _)_  #  #  _  _|_  ,  __  Qj 

comme  il  résulte  de  tout  ce  qu'on  a  exposé  dans  les  deux  premières  Sec- 
tions, touchant  la  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré. 

Quant  à  celle  des  équations  du  second  degré  dont  nous  avons  jusqu'à 
présent  fait  abstraction,  il  est  visible  qu'elle  se  rapporte  aussi  au  même 
principe;  car  en  faisant  a  =  2,  on  aura  la  fonction  x'-hyœ";  et  l'équa- 
tion y  -1-  1  =  o  donnant/  =  —  1,  cette  fonction  deviendra  x'  —  x",  c'est- 
à-dire  la  différence  des  deux  racines;  or  l'art  de  résoudre  les  équations 
du  second  degré  consiste  uniquement  à  faire  évanouir  le  second  terme 
pour  avoir  une  réduite  qui,  ne  contenant  que  le  carré  de  l'inconnue,  soit 
résoluble  par  la  simple  extraction  de  la  racine  carrée;  et  comme  l'éva- 
nouissement du  second  terme  dans  une  équation  quelconque  exige  qu'on 
diminue  les  racines  du  coefficient  de  ce  terme  pris  avec  un  signe  con- 
traire, et  divisé  par  l'exposant  du  degré  de  l'équation,  c'est-à-dire  de  la 
somme  de  toutes  les  racines  divisée  par  le  nombre  de  ces  racines,  il  s'en- 
suit que  la  réduite  du  second  degré  aura  pour  racines  les  différences 
entre  les  racines  de  la  proposée,  divisées  par  2,  ou  bien  ces  différences 
mêmes,  en  supposant  qu'on  augmente  les  racines  de  la  réduite  dans  la 
raison  de  1  à  2,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  nature  de  cette  équation. 

Il  semble  donc  qu'on  pourrait  conclure  de  là  par  induction  que  toute 
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équation,  de  quelque  degré  qu'elle  soil,  sera  aussi  résoluble  à  l'aide 
d'il  ne  réduite  dont  les  racines  soient  représentées  par  la  même  formule 

x'  -+-  yx"  ■+-  y2x'"  -f-  y3x'*  -h  .  .  .  . 

Mais,  d'après  ee  que  nous  avons  démontré  dans  la  Section  précédente 
à  l'occasion  des  méthodes  de  MM.  Euler  et  Bezout,  lesquelles  conduisent 
directement  à  de  pareilles  réduites,  on  a,  ce  semble,  lieu  de  se  con- 
vaincre d'avance  que  cette  conclusion  se  trouvera  en  défaut  dès  le  cin-" 
quième  degré;  d'où  il  s'ensuit  que,  si  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions des  degrés  supérieurs  au  quatrième  n'est  pas  impossible,  elle  doit 
dépendre  de  quelques  fonctions  des  racines,  différentes  de  la  précédente. 

87.  Comme  jusqu'ici  nous  n'avons  fait  que  chercher  ces  sortes  de 
fonctions  à  posteriori  cl  d'après  les  méthodes  connues  pour  la  résolution 
des  équations,  il  est  nécessaire  de  faire  voir  maintenant  comment  il  fau- 
drait s'y  prendre  pour  les  trouver  àprioriei  sans  supposer  d'autres  prin- 
cipes que  ceux  qui  suivent  immédiatement  de  la  nature  même  des  équa- 
tions s  c'est  l'objet  que  je  me  propose  principalement  dans  cette  Section. 

.le  donnerai  «l'abord  des  règles  directes  cl  générales  pour  déterminer 
le  degré  et  la  nature  de  l'équation  d'oii  une  fonction  quelconque  pro- 
posée des  racines  d'une  équation  de  degré  donne  devra  dépendre;  quoi- 
que cette  matière  ;ùl  déjà  ele  traitée  par  d'habiles  Géomètres,  je  crois 
qu'elle  peut  l'être  encore  d'une  manière  plus  directe  cl  plus  générale, 
surtout  dans  le  point  de  vue  où  nous  l'envisageons  ici,  relativement  à  la 
résolution  générale  des  équations. 

Je  ferai  voir  ensuite  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  (pie 
l'équation  dont  il  s'agit  puisse  admettre  la  résolution  en  supposant 
uniquement  celle  des  équations  des  degrés  inférieurs  à  celui  de  l'équa- 
tion proposée;  et  je  donnerai  ;i  celle  occasion  les  vrais  principes  cl,  pour 
ainsi  dire,  la  métaphysique  île  la  résolution  des  équations  du  troisième 
cl  du  quatrième  degré. 

Je   traiterai  enfin   en  peu  de  mois  de  la  réduction  des  équations  qui 

peuvent  se  décomposer  en  d'autres  plus  simples  à  cause  de  quelque  rela- 
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lion  particulière  qu'il  y  a  entre  leurs  racines,  et  je  montrerai  par  quel- 
ques exemples  comment  on  peut  découvrir  ces  relations,  et  abaisser  par 
là  les  équations  proposées  à  des  degrés  moindres. 

88.  Nous  ne  considérerons  ici  que  des  fonctions  rationnelles,  et  nous 
désignerons  ces  fonctions  en  général  par  la  caractéristique/. 

Ainsi  /[[&)]  signifiera  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  x; 
f[(&){y)]  signifiera  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  x  et  y; 
f\(x)  (y)  (z)],  une  fonction  quelconque  rationnelle  de  x,  y,  z,  et  ainsi 
des  autres. 

Si  dans  une  fonction  donnée /[(xj  (y)]  on  a  y  =  x,  en  sorte  qu'il  en 
résulte  une  simple  fonction  de  x,  au  lieu  de  dénoter  cette  fonction  par 
f\(x)(x)],  nous  la  désignerons  pour  plus  de  simplicité  par /[(a?)8]; 
pareillement,  si  dans  la  fonction  donnée/[(,r)  (y)  (z)]  on  faïty  =  x,  on 
dénotera  la  fonction  résultante  de  x  et  s  par /[(a?)2  (s)],  et,  si  l'on  fait 
en  même  temps  x=y  =  z,  on  aura  une  simple  fonction  de  x  qu'on  dési- 
gnera par/[(a?)3],  et  ainsi  des  autres. 

De  plus,  lorsqu'on  voudra  représenter  une  fonction  de  x  et  y,  par 
exemple,  telle  qu'elle  demeure  la  même  en  échangeant  x  en  y,  c'est-à- 
dire  une  fonction  f[{x)  (y)]  telle,  que  l'on  ait/Lr(a?)  (y)]  —f[[y)  (x)], 
nous  la  désignerons  simplement  par  f[{x,  y)].  De  même  on  désignera 
\ràvf[(x,y,  z)]  toute  fonction  de  x,  y  etz  telle,  qu'elle  ne  change  point 
en  échangeant  les  quantités  x,  y,  z  entre  elles  d'une  manière  quelconque. 
Ainsi  f[{œ,y)  (z)]  dénotera  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z  telle, 
qu'elle  demeure  la  même  en  échangeant  x  en  y  sans  toucher  à  la  quan- 
tité z,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  si  l'on  avait  une  fonction  de  x,  y,  z  et  u  telle,  qu'elle  demeurât  la 

même  en  échangeant  à  la  fois  x  en  z  et  y  en  u,  on  la  dénoterait  par 

f[{x)  (y),  (z)  (u)}  ;  et  si  cette  fonction  demeurait   aussi  la   même  en 

échangeant  simplement  x  en  y,  ou  s  en  u,  on  la  désignerait  alors  par 

■f\{x,y),  {z,  u)]. 

Enfin,  si  l'on  a  plusieurs  fonctions  des  mêmes  quantités,  on  appellera 
fonctions  semblables  celles  qui  varient  en  même  temps  on  demeurent  les 
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mêmes  lorsqu'on  y  fait  les  mêmes  permutations  entre  les  quantités  dont 
elles  sont  composées,  de  manière  qu'elles  puissent  être  désignées  d'une 
manière  analogue.  Ainsi  prenant  les  caractéristiques /et  <p  pour  dési- 
gner des  fonctions  différentes,  les  fonctions  f[{x)  (y)]  et  <p\{x)(y)] 
seront  semblables,  ainsi  que  les  fonctions /[(#,  y)],  f  \(x,  y)],  et  ainsi 
des  autres. 

89.  Nous  supposerons,  comme  dans  la  Section  précédente,  que  l'équa- 
tion proposée  soit  représentée  généralement  par 

x'~x  -+-  mxk~K  -+-  nxil~2  -+-  px'x~3  -+- . .  .  =  o, 

et  que  ses  racines,  qui  doivent  être  au  nombre  de  p.,  soient  désignées 
para/,  x",  x'",  x",...,  x(v-]. 

Ainsi  l'on  aura,  par  la  nature  des  équations, 

—  m  -  -  x'  +  x"  -4-  x'"  ■+-  x1"  -t- . . ., 

il  =  x'x"  +  x'x'"  -h  x" x'"  -i-  .r'.r,v  H    x"x's  -hx"'x"  ■+- .  .  . , 

—  p  =  x'  x"  x'"  +  x'  x"x'y  +  x'x'"x'%  h    x"x'"x"  +  .  .  .  , 


Et  il  est  clair  que  ces  fonctions  de  a?',  x",  x'",  xl\...,  par  lesquelles  sont 
exprimées  les  quantités  m,  n,  /?,...,  seront  nécessairement  toutes  de  la 
forme/[(a?',  x",  x'",  xlv, ...)],  el  que  par  conséquent  ces  fonctions  seront 
toutes  semblables,  ce  qui  est  une  propriété  fondamentale  des  équations. 

90.  Cela  pose,  pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simples,  suppo- 
sons que  l'équation  proposée  ne  soit  que  du  second  degré,  et  qu'on  de- 
mande   l'équation    par    laquelle    devra    être    déterminée    la    fonction 

Je  fais  t  —f[(x'){x")\  en  sorte  que  t  soit  l'inconnue  de  l'équation 
cherchée,  et   comme  x'  et  x"  sont   déterminées  l'une   et    l'autre   par   la 

même  équation 

I       m  i  n        o, 

je  mets,  pour  plus  de  généralité,  x  a  la  place  de  x'  el  y  a  la  place  de  i 
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j'aurai  ainsi  l'équation 

'-/[(*)  (r)]  =  o, 

d'où  il  s'agira  de  chassera;  et  y  par  le  moyen  des  deux  équations 

x'~  -+-  mx  ■+-  n  =  o, 

jT2  +  my  ■+-  n  =  o. 
Soi! 

'-/[.(^)(r)]  =  X; 

on  chassera  d'abord  #  de  l'équation  X  =  o  par  le  moyen  de  l'équation 
,r2  +  /na;  +  K  =  o,  ce  qui  donnera  une  équation  que  je  désignerai  par 
Y  =  o,  et  dans  laquelle  Y  sera  une  fonction  rationnelle  des  quantités  /, 
m,  n  et  y.  On  chassera  ensuite  y  de  cette  dernière  équation  par  le  moyen 
de  l'autre  équation  y2  -f-  my  +  n  =  o,  et  l'on  aura  l'équation  finale 
T  =  o,  où  T  sera  une  fonction  rationnelle  de  t,  met/*. 

Je  remarque  maintenant  que  puisque  les  racines  de  l'équation 

x2  -+-  mx  -+-  n  =  o 

sont  x'  et  ce",  si  l'on  désigne  par  X'  et  X"  les  valeurs  de  X  qui  viennent 
de  la  substitution  de  ces  racines  à  la  place  de  x,  on  aura  ( par  ce  qui  a  été 
démontré  dans  le  n°  13  de  la  Section  Iy 

Y  =  X'X*. 

Et  de  même,  à  cause  que  x'  et  x"  sont  aussi  les  racines  de  l'équation 
y'1  -t-  my-+-  71  —  o,  si  l'on  désigne  par  Y'  et  Y"  les  valeurs  de  Y  qui  résul- 
teront de  la  substitution  de  x'  et  x"  à  la  place  de  y,  on  aura 


Or  on  a 

donc 
et  de  là 


T: 

=  Y'Y 

X  = 

X"= 

=  t  - 

z  t  - 

-/[(*' 
"/[(*' 

;  (r)]> 
')(r)l; 

Y=[t-fl(x>)(;r)]]x[t-f[(x"   {y)]], 

Y'  =  [t-fiix<)(x')]]><[t-f[(x''.i.r'     ], 
T'=[t-f[(x'){x")]]x[t-f[(x")   x"     |, 
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donc  on  aura 


T 


=  ['-/[(*'    (*")]]  X  [/ -/[(*")  (*')]]  X  [t-f  [(*')>]]  X  [t-f[{*"  »]]■ 


Or,  si  l'on  considère  la  fonction/[(a?)2]  et  qu'on  tasse  t  —  /[(a?)2]  =  £; 
qu'on  élimine  ensuite  x  de  l'équation  £  =  o,  par  le  moyen  de  l'équation 
.r2 -I- ra,r -h  n  =  o ,  on  aura  l'équation  6  =  0,  où  $  sera  une  fonction  ra- 
tionnelle de  t  et  de  m,  n.  Et  désignant  par  5'  et  |"  les  valeurs  de  |  qui 
résultent  de  la  substitution  de  se',  x"  à  la  place  de  x,  on  aura 


Mais  on  a 

donc 

Faisons 


9  =  %?. 
V=t-f  [{*)*], 


0  =  [/  -/[(.r'  )    *"  )]]  X  [/  -/[(*"    (*')]], 


el  l'on  aura  T  =  00,  et  par  conséquent  0=  r  ;  de  sorte  que,  comme  T 

et  5  sont  des  fonctions  rationnelles  de  /,  m  et  //,  il  est  clair  que  (-)  sera 
aussi  une  fonction  rationnelle  de  /,  m,  n. 

Ainsi  l'équation  T  =  o  pourra  se  décomposer  en  ces  deux-ci  S  =  0  et 
0  =  o;  et  comme  la  première  est  celle  qui  donne  la  valeur  de /[(a?)2 J,  il 
s'ensuit  que  la  détermination  de  la  fonction  proposée  f\  [x'  [x")  dé- 
pendra uniquemenl  de  l'autre  équation  0  =  o. 

Donc,  pour  trouver  cette  équation  0  =  o  qui  résout  le  Problème,  il 
n'y  aura  qu'à  éliminer  tics  équations 

t-f    x     y 

les  inconnues  x  et  y  par  le  moyen  des  équations 


x*  -t-  mx  -+-  n       o, 

)  un  11         0, 


4<i 
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et  désignant  par  T  =  o  et  ô  =  o  les  équations  résultantes  on  aura  sur-le- 

champ  (-)  =  — 

91 .  On  voit  par  l'expression  de  0  que  l'équation  0  =  o,  qui  doit  servir 
à  déterminer  la  valeur  de  la  fonction  f[{oc')  {x")\,  est  du  second  degré, 
et  que  ses  deux  racines  sont  f[(x')  {oc")]  et  f[(x")  (x' )].  En  effet, 
comme  les  racines  x  et  x"  sont  déterminées  de  la  même  manière  par 
l'équation  x2 -\- mx -\- n  =  o,  il  est  clair  que  les  deux  fonctions  ./[(a?')  [x")) 
etf[{x")  (x')\,  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  l'échange  mutuel  des 
racines  a?',  x",  devront  être  aussi  déterminées  par  une  même  équation. 

Si  la  fonction  /[{x')  {x")]  était  de  la  forme/[(#',  x")],  en  sorte  que 

l'on  eût  (88  j 

f[(x')(x")]=f[(x")(x')], 

alors  on  aurait 

©  =  D-/[(*\  <)]]' ; 

par  conséquent  l'équation  0  =  o  deviendra  simplement 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction  dont  il  s'agit  sera  déterminée  dans  ce  cas 
par  une  équation  linéaire;  par  conséquent  elle  sera  donnée  par  une 
expression  rationnelle  en  m  et  n. 

92.  Qu'on  demande  maintenant  l'équation  par  laquelle  devra  être  dé- 
terminée la  fonction  f[{x')  {x")  (x'")\,  en  supposant  que  x',  x",  se'"  soient 
les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

x3  +  mx'  -+-  nx  -4-  y?  =  o . 

Prenant,  comme  ci-dessus,  t  pour  l'inconnue  de  cette  équation,  el 
mettant  x,  y,  z  à  la  place  de  x',  x",  x'",  j'aurai  l'équation 

t  —  f[{x)(y){z)]  =  o, 

d'où  il  s'agira  d'éliminer  successivement  x,  y,  z  par  le  moyen  des  trois 
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équations 

x3  -+-  mx2  +  nx  +  p  =  o, 

y'6  -+-  my2  -\-  ny  -+-  p  =  o, 

z3  -+-  mz2  -t-  «z  -t-  p  =  o. 

Soit 

t-f[<x)(y)(z)]  =  X; 

qu'on  élimine  d'abord  de  l'équation  X  =  o  la  quantité  x  par  le  moyen 
de  l'équation  en  x,  on  aura  une  seconde  équation  que  je  désignerai  par 
Y=o,  et  où  Y  sera  une  fonction  rationnelle  de  t,  y,  z,  et  des  coeffi- 
cients m,  n,  p.  Qu'on  élimine  ensuite  y  de  l'équation  Y  =  o  par  le  moyen 
de  l'équation  en  y,  on  aura  une  troisième  équation,  que  je  désignerai  par 
Z  =  o,  et  où  Z  sera  une  fonction  rationnelle  de  t,  z  et  des  coefficients  m, 
w,  p.  Qu'on  élimine  enfin  de  cette  équation  Z  =  o  la  quantité  z,  par  le 
moyen  de  l'équation  en  z,  on  aura  une  équation  finale,  qu'on  pourra  dé- 
signer par  T  =  o,  et  où  T  sera  une  fonction  rationnelle  de  /,  m,  /*,  />. 

Or,  puisque  les  racines  de  l'équation  en  x  sont;r',  x",  x "',  si  l'on  dé- 
signe par  Y,  X",  X'"  les  valeurs  de  X  qui  résultent  des  substitutions  de 
ces  racines  à  la  place  de  x,  on  aura,  par  le  n"  13, 

Y  =  X  X "Y 

De  même,  puisque  les  racines  de  l'équation  en  y  sont  aussi  x',  x",  x"',  si 
l'on  dénote  par  V,  Y",  Y"  les  valeurs  de  Y  qui  résultent  des  substitutions 

de  ces  racines  à  la  place  de, y,  on  aura  par  la  même  raison 

Z^  Y  Y   Y 

Enfin,  comme  l'équation  en  z  a  aussi  les  mêmes  racines  x',  x",  x'",  dé- 
notant par  Z',  Z",  Z"  les  valeurs  de  Z  qui  résultent  de  leurs  substitutions 
à  la  place  de  z,  on  aura 

T=Z'Z  / 

Mais  il  est  clair  qu'on  aura 

X' =  /-/[(*'      r 

X"=t-f     ■        r     :     . 

\      i     r   ,  ■    y 

46. 
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De  là  on  aura 


Y'  =  [f -/[(*' K*' )(*)]]    x 

Y"':=  [*-/[(*')(#'")(  s)]]     X 
Donc 

Z  =  [*-/[(;*')(*")(*)]]     X 

x[t-f[(x")(x')(z)}]     X 
X  [<-/[(*')'(*)]] 

Donc 

Z'  =  [*-/[(*')  (*")(*')]]    X 

x|> -/[(*")  (*7]] 

x[/ -/[(*')*]] 

Z"=  [*-/[(*')  (*")*]] 

x  [*-/[(*'')  (*')(*''')]]  x 
x  [*-/[(*' )3(*'")]] 

Donc  enfin,  si  l'on  multiplie 


t  -f  [i.  x"  )[x')(z  )]]  X  [t  -/[  .r"  l  .r'  I  z  >]], 
t-f[(x")(x»)(z)]]    x  [*-/[(**) (*")(*)]], 

<  -/  [(  *"  )  (*'"  )  (  s  )]]    x  [/  -/  [i  x'"  (*»  r  ^  ]  | . 

t  -f  [(  x'  )  (#"')(*)]]  X  [/  -/  [I  x"  )  i  x'"  .  •  z  )]] 
/-/[(*'")  (*')(*)]]  x  [/-/[(*'")(*")  z]] 
*-/[(*")' (*)]]  X  [<-/[(*")»(*)]]• 

(  -f[(x')  (*'")(*')]]  X  [/  -f[(x"  ,  («*)(«')]] 
I  _/[(*'")  (x'r}]         X  [*  -/[(*"')  (**)  (*' ]] 

f  -f[(x')(x>")  (x"  )]]  X  [/  -f[{x"  )  (x'"  )  |  x"  |]] 
<-/[(*")  00  (**)]]  X  [*-/[(*")(.**)*]] 

*-/[(*')(*"')>]]  X  [*-/[(*")  (*V]] 

t-f[(x"Y-{x'")]]        x  [*-/[(**)»]]. 

ces  trois  quantités  ensemble,  et  qu'on  fasse. 
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pour  abréger, 

@=[t~f[{x'){x")[x'")]]x 
X  [t-f[(x')(x'")ix")}]  X 

0  =[*-/[(*')»]] 


X 


B,  =  [t-f[{x')*{x")]] 

x[f  —  /[(*' )*(«")]]  X 

x[*  —  /[(a/)  (*'")']]  X 

0,  =  [/-/[(^.|.r" )(■*')]]  X 

x[*-/[  *'     x"'){x')}]  X 


[*-/[(*") (a?')  (a?'")]]  X 

[t  -f[(x"  y  (*')]] 
[t-f[(x»y(x>)}] 

[t-f[{x"){x'Y]]         x 
[t-f[(x"')(x'Y]]         X 

['-/[(**    *'  (*")]]  x 

[*—/[(**)   .r'     .r'";]]x 


3G5 

t-f[(x"'     x"){x')}] 
t—f[{x"      x       .v'  ]], 

'-  /[  x"  ■■'  *")]]» 

t-f[ix'")  {x"f]\ 
t-f[(x"      X'"  ']], 

'-/[(*'"  *    ■'•"'  I 


ou  aura 


T  =  00  0,0..  5.. 
Maintenant  je  remarque  que,  si  l'on  suppose 

«-/[(*)»]  =  o, 
et  qu'on  élimine  x  par  le  moyen  de  l'équation  en  x, 

xs  -4-  m.r2  -4-  //.r       ji    =  o, 

on  trouvera,  comme  dans  le  numéro  précèdent,  l'équation  finale  0  =  o, 
de  sorte  que  S  sera  nécessairement  une  fonction  rationnelle  de  /  et  des 
coefficients  m,  n,  p. 

On  trouvera,  par  les  mêmes  principes,  que  si  l'on  l'ail 

t  —f[  x  '    )■  !  =  o, 

et  qu'on  élimine  successivement  x  et  v  par  le  moyen  îles  deux  équations 

en  X  et  en   v,  savoir 

x'  -+-  m.rJ  -+-  n.)       ji       o, 

j-3  -4  -  />M  //)         />        o, 
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on  aura,  pour  équation  finale,  00,  =  o,  où  la  quantité  0  0,  sera  par  con- 
séquent une  fonction  rationnelle  de  /,  m,  n,  p;  et  comme  0  en  est  une 
aussi,  il  s'ensuit  que  0,  sera  de  même  une  fonction  rationnelle  de  /  et 
de  m,  n,  p. 

Pareillement,  si  l'on  fait 

t-f[[x)  y?]  =  o 

et  qu'on  élimine  x  et  y  par  les  mêmes  équations,  on  trouvera  cette  équa- 
tion finale  0  62  =  o,  dans  laquelle  la  quantité  0  02  sera  donc  une  fonction 
rationnelle  de  t,  m,  n,  p\  de  sorte  que  la  quantité  02  en  sera  une  aussi. 
Enfin,  si  l'on  fait 

t-f[{x){y)   a?)]=o, 

et  qu'on  élimine  de  même  x  et  y,  on  trouvera  pour-  équation  finale 
0  03  =  o;  de  sorte  que  la  quantité  0  63  sera  une  fonction  rationnelle  de  t, 
m,  n,  p,  et  par  conséquent  la  quantité  63  en  sera  aussi  une. 

Donc,  puisque  les  quantités  6,  6,,  02,  63  sont  chacune  des  fonctions 
rationnelles  de  t  et  des  coefficients  m,  n,  p,  il  s'ensuit  que  l'équation 

T  =  o,     savoir     06  0,  &203  =  o. 

pourra  se  décomposer  en  celles-ci 

6  —  o,     0,-0,     62  =  o,     63—0     et     Q  =  o; 

de  sorte  que  la  quantité  0  sera  aussi  une  fonction  rationnelle  de/, m,  n,  p. 
Or  il  est  facile  de  voir  que  les  équations 

9  =z  o,      6,r=o,      0,  =  o,      0i=^O 

sont  toutes  étrangères  à  la  question  proposée,  c'est-à-dire  a  la  détermi- 
nation de  la  fonction  f[{x')  (x" )  (x'")]  ;  car  ces  équations,  comme  il  pa- 
rait par  les  expressions  des  quantités  6,  0,,  62,  63,  ont  pour  racines  des 
fonctions  de  x',  x",  x'"  d'une  forme  différente  de  la  proposée;  ainsi  il  ne 
restera  que  l'équation  0  =  o,  qui  renfermera  par  conséquent  toutes  les 
racines  utiles  à  la  solution  du  Problème. 
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93.   Pour  trouver  donc  cette  équation  0  =  o,  il  n'y  aura  qu'à  éliminer 
des  cinq  équations 

-/[(#)  (T)(z)]  =  o, 

-/[(*)»]  =  <>, 
les  inconnues  a?,  v,  ;  par  le  moyen  des  équations 

x3  +  m.r2  -+-  «^c  +  p  =  o, 

y%  +  my2 -h  ny  +/)  =  o, 
z3  +  mz2  -+-  nz  -h  p  =  o  ; 

et,  désignant  les  équations  finales  résultantes  par 

T  =  o,     T,  =  o,     ï2=o,     T3--o,     9=zo, 
on  aura 

T,  =  8  9,,     T,=  Q6„     T,  =  0  0*     T  =  0  S  0,  0,  $3  ; 

par  conséquent 


(-) 


Te» 

ITT 


Cette  méthode  au  reste  serait  extrêmement  longue  el  pénible  dans  la 
pratique,  et  elle  le  deviendrait  de  plus  en  plus,  a  mesure  que  l'équation 
proposée  serait  d'un  degré  plus  haut;  aussi  ne  l'ai-je  donnée  ici  que 
parce  qu'elle  sert  à  faire  connaître,  d'une  manière  directe  et  indépen- 
dante de  toute  considération  étrangère,  la  nature  de  l'équation  cherchée 
0=  o. 

94.  En  effet  il  esl  visible,  par  l'expression  de  ©  donner  ci-dessus  '92;. 
que  la  réduite  (-)  o  sera  à\\  sixième  degré,  ayant  pour  racines  les  fonc- 
tions 

/>>>./,,,.     f     ,       ,       ,      . 
f  y    x-    x"  ],   /[(4      «     .     .    r    .      1      •     . 


lesquelles  sont  toutes  semblables,  et  dérivenl  l'une  de  l'autre  par  de 
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simples  permutations  entre  les  quantités  x',  x",  x"\  il  est  clair  en  effel 
que,  comme  ces  quantités  sont  toutes  déterminées  de  la  même  manière 

par  l'équation 

x3  -4-  mx*  -+-  nx  -+-,p  =  o, 

dont  elles  sont  les  racines,  l'équation  qui  donnera  la  valeur  d'une  fonc- 
tion quelconque  des  mêmes  quantités  devra  donner  également  les  autres 
fonctions  qui  viendront  de  toutes  les  permutations  possibles  entre  elles. 
Cette  proposition  parait  même  assez  évidente  par  elle-même  pour  n'avoir 
pas  besoin  de  démonstration;  mais  on  ne  voit  pas  aussi  évidemment,  ce 
me  semble,  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  devra  contenir  d'autres  ra- 
cines que  les  différentes  fonctions  qui  viendront  des  permutations  entre 
les  racines  de  la  proposée;  c'est-à-dire  qu'en  supposant  cette  équation 
formée  du  produit  des  facteurs  simples 

t—  f[{x'){x"){x'")],      t—f[{x"    <  x'     x1"  ;],..., 

chacun  des  coefficients  pourra  toujours  s'exprimer  par  une  fonction  ra- 
tionnelle des  coefficients  m,  «,...  de  l'équation  proposée;  or  c'est  sur 
quoi  notre  démonstration  ne  laisse  aucun  doute,  puisque  l'on  a  vu  que  la 
quantité  0,  qui  est  égale  à  ce  produit,  est  toujours  nécessairement  une 
fonction  rationnelle  de  /,  m,  n, — 

95.  Si  l'équation  proposée  était  d'un  degré  plus  haut,  en  sorte  qu'elle 
eût  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines  x ■'■,  x",  x'",  xlv,...,  on 
pourrait  trouver  de  même  l'équation  0  =  o,  qui  servirait  à  déterminer  la 
fonction/ [(x')  (x")  (x'")  (xlv)...]  ;  et  l'on  verrait  que  la  quantité  0  serait 
le  produit  d'autant  de  facteurs  simples  tels  que 

t-f[{x'){x"){x'"){x")...}, 
t—f[{x"){x'){xm){xt"  ...}, 

t  —f[{x'")  <x"  \  (x!  !  (X,v  ;...], 
t  —f[[x")  [x'"  \{x'    {x"  ,.  .  .], 


qu'il  y  a  de  permutations  possibles  entre  les  racines  x',  x",  x'",  x",...; 
de  sorte  que,  si  l'équation  proposée  est  du  degré  u.,  le  nombre  des  fac- 
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leurs  simples  de  la  quantité  0,  et  par  conséquent  le  nombre  des  racines 
de  l'équation  0  =  o  sera  marqué  par  1.2. 3. ..a,  puisque  ce  nombre  est 
celui  de  toutes  les  permutations  dont  a  choses  sont  susceptibles;  et  les 
racines  de  celte  équation  seront  les  différentes  fonctions  dans  lesquelles 
la  fonction  proposée  /[f,r'j  (x")  (x'")...]  pourra  se  changer  parles  permu- 
tations des  racines  x ',  x",  x'",...  entre  elles. 

96.  Or,  pour  trouver  toutes  ces  différentes  fonctions  par  ordre  el  sans 
en  omettre  aucune,  on  échangera  d'abord,  dans  la  fonction  proposée, 
x"  en  x'  et  vice  versa;  on  aura  ainsi  deux  fonctions;  ensuite  on  échangera 
successivement  dans  ces  deux-ci  x'"  en  x',  en  x",  et  l'on  aura  six  fonc- 
tions; puis  dans  ces  six  on  échangera  successivement  xlv  en  x',  en  x", 
en  x'"  et  l'on  aura  vingt-quatre  fonctions,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  l'on  ail  épuisé  toutes  les  racines  a;',  x",  x"\ 

D'où  l'on  voil  clairement  que  le  nombre  des  fonctions  différentes  doit 
croître  suivant  les  produits  des  nombres  naturels 

1,     1.2,     1.2.3,     1.2.3.4,     ■••'     1 .2.3.4.5. .  .ju. 

Ayant  toutes  ces  fonctions  on  aura  donc  les  racines  de  l'équation 
0  =  0;  de  sorte  que,  si  on  la  représente  par 

r  —  Mr  '  +  Nr!-  Pr-3  +  . . .     o, 

on  aura  -n  =  1 .  2.  3.  \. . .  a;  et  le  coefficient  .M  sera  égal  a  la  somme  de 
toutes  les  fonctions  trouvées,  le  coefficient  N  égal  à  la  somme  de  tous  les 
produits  de  ces  fondions  multipliées  (\r\\\  à  (\vu\,  le  coefficient  P  égal  a 
la  somme  de  Ions  les  produits  des  mêmes  fonctions  multipliées  trois  a 
trois,  el  ainsi  de  suite. 

Kl  comme  nous  avons  démontré  ci-dessus  que  l'expression  de  0  doit 
être  nécessairement  une  fonction  rationnelle  de  /  et  des  coefficients  ///. 

//,/;,...  de  l'équation  proposée,  il  s'ensuit  que  les  quantités  M,  \.  P 

seront   nécessairement   des  fonctions  rationnelles  de  m.  n .  /> qu'on 

pourra  trouver  directement,  comme  nous  l'avons  pratiqué  dans  les  Sec- 
tions précédentes.  Voyez  là-dessus,  outre  l'Ouvrage  île  M.  Cramer  que 
nous  avons  déjà  cité,  encore  celui  de  M.  Waring,  qui  a  pour  titre  Medi~ 
m.  [7 
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tationes  algebraïcœ ,  Ouvrage  rempli  d'excellentes  recherches  sur  les 
équations. 

97.  Quoique  l'équation  0  =  o  doive  être,  eu  général,  du  degré 
i .  2. 3 . . . p.  =  zs,  qui  est  égal  au  nombre  des  permutations  dont  les  u.  ra- 
cines x ',  x",  x'",...  sont  susceptibles,  cependant  s'il  arrive  que  la  fonc- 
tion soit  telle,  qu'elle  ne  reçoive  aucun  changement  par  quelqu'une  ou 
quelques-unes  de  ces  permutations,  alors  l'équation  dont  il  s'agit  s'abais- 
sera nécessairement  à  un  degré  moindre. 

Car  supposons,  par  exemple,  que  la  fonction/[(a?')  {x")  [x"')  f;rIvj...j 
soit  telle,  qu'elle  conserve  la  même  valeur  en  échangeant  x'  en  x", 
x"  en  x'",  et  x'"  en  x',  en  sorte  que  l'on  ait 

f[{x')  [x")  (x'")(x">)..  .]  =  f[(x")(x'")  [x')\  X"  >...}, 

il  est  clair  que  l'équation  0  =  o  aura  déjà  deux  racines  égales;  mais  je 
vais  prouver  que  dans  cette  hypothèse  toutes  les  autres  racines  seront 
aussi  égales  deux  à  deux.  En  effet,  considérons  une  racine  quelconque 
de  la  même  équation,  laquelle  soit  représentée  par  la  fonction 

comme  celle-ci  dérive  de  la  fonction 

en  échangeant  x'  en  xlv,  x"  en  x'",  x'"  en  x',  x"  en  x",  il  s'ensuit  qu'elle 
devra  garder  aussi  la  même  valeur  en  y  changeant  xlv  en  x'\  .r"  en  x'  et 
x  en  rIV;  de  sorte  qu'on  aura  aussi 

f\_[X"  )  [x'")  (x'  )  (x").  .  .]  =f  [{x'")    x')    xxy)  [x").  .  .]. 

Donc,  dans  ce  cas,  la  quantité  0  sera  égale  à  un  carré  j-,  et  par  consé- 
quent l'équation  0  =  o  se  réduira  à  celle-ci  5  =  o,  dont  la  dimension 

sera  —  • 

2 

On  démontrera  de  la  même  manière  que,  si  la  fonction 

f[(x')'x"\  (x'")  {x").  .  .] 
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est  de  sa  propre  nature  telle,  qu'elle  conserve  la  même  valeur  en  faisant 
deux,  ou  trois,  ou  un  plus  grand  nombre  de  permutations  différentes 
entre  les  racines  x' ,  x" ,  x" ',  xlv,...,  les  racines  de  l'équation  0  =  o  seront 
égales  trois  à  trois,  ou  quatre  à  quatre,  ou,  etc.;  en  sorte  que  la  quantité© 
sera  égale  à  un  cube  03 ,  ou  à  un  carré-carré  5*,  ou,  etc.,  et  que  par  con- 
séquent l'équation  0  —  o  se  réduira  à  celle-ci  6  =  o,  dont  le  degré  sera 


;- 


égal  à  -^î  ou  égal  à  -p  ou,  etc. 

98.   Donc,  si  la  fonction  proposée  est  de  la  forme 
/[  x',  x")   xT     x"    ...] 

qui  a  la  propriété  de  demeurer  la  même  en  échangeant  x'  en  x"  :  88  . 
toutes  les  racines  de  l'équation  0  =  o  seront  égales  deux  a  deux;  de 

sorte  que  cette  équation  s'abaissera  au  degré  — -■ 

De  même  la  fonction 

f[(x',  x",  **)(*")(*7)...] 

devant  demeurer  la  même,  quelque  permutation  qu'on  \  fasse  entre  les 
trois  racines  r  ,  x ",  x  ,  il  s'ensuit  que  l'équation  0  =  o  aura  toutes  ses 
racines   égales   [.2.3  à    1.2.3;    de  sorte   qu'elle    s'abaissera    au    degré 

1.9.3...'./. 
1.2.3 

Kt  la  fonction 

f[{x',  x"     Xm,  x"      .rv    .... 

qui  doit  demeurer  la  même,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les 
deux  racines  x',  x",  ainsi  qu'entre  les  deux  .r",  a?,v,  donnera  une  équa- 
tion 8  =  0  où  les  racines  seront   tontes  égales   r.2       [.2  à    i  .  ).   -    1.2; 

•  le  sorte  qu'elle  s'abaissera  au  degré    '— '-  '  '  '• 
En  général,  la  Fonction 

/     >\  >  .  >  .      .  >  ■     >  ■  -     .  ,  ■     .  ,  ■     .      .  /  ■        -  


donnera  un<    équation  9      <>,  où  la  quantité  0  sera  une  puissance  qui 

i: 
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aura  pour  exposant  le  nombre  i.2.3...axi.2.3...j3x  1.2. 3...,  de  manière 

,  ,    .  ,       ,  i .  2 . 3 . 4  •  ■  ■  M 

nue  celle  équation  s  abaissera  au  degré      —5 — —     „       &—     — =- 

On  voit  par  là  que  toute  fonction  de  la  forme 

flix',x",x",...,x^'  J, 

qui  aura  la  propriété  de  demeurer  la  même,  quelque  permutation  qu'on 
lasse  entre  les  racines  x ,  x",  x'",...,  xw  de  l'équation  proposée,  devra 

dépendre  seulement  d'une  équation  du  degré  — -,  V  "^  =  '  >  c'est-à-dire 

t\u  premier  degré;  de  sorte  qu'elle  devra  être  déterminable  algébrique- 
ment et  rationnellement  par  les  coefficients  m,  n,  p,...  de  la  proposée; 
théorème  que  nous  avons  déjà  supposé  dans  les  Sections  précédentes 
comme  évident  par  soi-même,  mais  dont  la  démonstration  rigoureuse 
dépend  des  principes  établis  ci-dessus. 

On  peut  aussi  conclure  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  a  une  fonction 
quelconque  qui  ne  contienne  qu'un  nombre  X  des  y.  racines  x',  x",  x'",..., 
en  sorte  qu'elle  soit  représentée  par 

f[(x')(x")(x'")...ixO-)]], 

elle  conduira  simplement  à  une  équation  du  deffré  -    • 2 •    •  4 •  •  •  y-       car 
1  n  D      1.2.3. ..(fi  —  A 

il  est  clair  qu'on  peut  regarder  la  fonction  proposée  comme  étant  de  la 

forme 

f[(x')(x")(x'").  ..  (*M)  («P*»),  *(*«>,  ...  ,  XM  }, 

en  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  les  racines  x(l+'},  x{}+2), r  " 

y  soient  multipliées  par  des  coefficients  égaux  à  zéro  ou  élevées  à  des 
exposants  égaux  à  zéro. 
Donc  la  fonction 


/[  x\  x"     x'",  x",  x\  .  .  .  ,  xO    ] 

1  .  ?..  3  ...  y. 
I.2XI.  2.3. ..(//.—  /! 


conduira  à  une  équation  du  degré  — , "  '  ^ — =-,  et  ainsi  des  autres. 


El  la  fonction 

/     x',  >■  .  x'",  .    .  ,  xO- 


DES  ÉQUATIONS.  373 

conduira  à  une  équation  du  degré 

1.2.3...//  a  !  \j.  —  i  )  (  [j.  —  2  ) . . .  !  u.  —  /  -4-  i 

I.2.3...XXl.2.3...(jUt  —  ~k)~  1.2.3.  .  .1 

Ainsi,  si  l'on  voulait  abaisser,  en  général,  l'équation  proposée  i\u  de- 
gré [j.  à  une  équation  d'un  degré  inférieur  ).,  telle  que 


>,_i 


x"  -+-  ax 

laquelle  eût  toutes  ses  racines  communes  avec  la  proposée,  c'est-à-dire 
dont  les  racines  fussent  x',  x",  x'", . . . ,  x0),  on  tomberait  nécessairement 
dans  une  équation  du  degré 

•j.    a  -l)(fi-2).,.((i-i  +  l) 

1^2.  3...  1 

pour  la  détermination  de  chaque  coefficient  a,  h,  c, . . .  ;  car  ces  coeffi- 
cients seraient  nécessairement  des  fonctions  de  la  forme 

/'      x',  x",  x'",  ...,  *(*>)], 

comme  on  l'a  fait  remarquer  dans  le  n"  89.  C'est  aussi  une  proposition 
connue  depuis  longtemps,  mais  qu'on  n'avait  pas  encore,  ce  me  semble, 
démontrée  en  toute  rigueur. 

Or,  comme  en  prenant  X  moindre  que  ;;.  le  nombre 

■j    ■).  -  i    {p.—  2    ...    y.  —  /.        i 
1.2.3. . ./ 

ne  peni  jamais  être  plus  petit  que  ;x,  il  s'ensuit  que  l'on  ne  peut  rien  se 
promettre  de  ces  sortes  de  réductions  pour  la  résolution  générale  des 
équations. 

99.    De  tout  ce  tpie  nous  venons  de  démontrer  il  s'ensuit  donc,  en  gé- 
néral :  i"  «pie  toutes  les  fonctions  semblables  des  racines.»  ,    i  ',    r  ,  .  .  . 
d'une  même  équation  sonl  nécessairement  données  par  des  équations  du 
même  degré;  a°  que  ce  degré  sera  toujours  égal  au  nombre  i.a.3.*..fx 
■i  «tant  le  degré  de  l'équation  donnée  .  ou  a  nu  sous-multiple  de  ce 
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nombre;  3°  que  pour  trouver  directement  l'équation  la  plus  simple  $  =  <> 
par  laquelle  devra  être  déterminée  une  fonction  quelconque  donnée  de 
x',  x",  x" ',...,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  toutes  les  différentes  valeurs  que 
«•cite  fonction  peut  recevoir  par  les  permutations  des  quantités  x',  x", 

x  entre  elles,  et,  prenant  ces  valeurs  pour  les  racines  de  l'équation 

cherchée,  on  déterminera  par  leur  moyen  les  coetïicients  de  cette  équa- 
tion suivant  les  méthodes  connues  et  employées  déjà  plusieurs  fois  dans 
ce  .Mémoire. 

100.  Or,  dès  qu'on  aura  trouve,  soit  par  la  résolution  de  l'équation 
0  —  o  ou  autrement,  la  valeur  d'une  fonction  donnée  des  racines  x',  x", 
x'", . . . ,  je  dis  qu'on  pourra  trouver  aussi  la  valeur  d'une  autre  fonction 
quelconque  des  mêmes  racines,  et  cela,  généralement  parlant,  par  le 
moyen  d'une  équation  simplement  linéaire,  a  l'exception  de  quelques 
cas  particuliers  qui  exigent  une  équation  du  second  degré,  ou  du  troi- 
sième, etc.  Ce  Problème  me  parait  un  des  plus  importants  de  la  théorie 
des  équations,  et  la  Solution  générale  que  nous  allons  en  donner  servira 
à  jeter  un  nouveau  jour  sur  cette  partie  de  l'Algèbre. 

Nous  commencerons  par  supposer,  pour  plus  de  simplicité,  que  les 
deux  fonctions  proposées,  dont  les  valeurs  sont  l'une  connue  et  l'autre 
inconnue,  soient  semblables,  suivant  la  définition  que  nous  avons  donnée 
île  ce  terme  dans  le  n°  88,  et  nous  désignerons,  en  général,  par  t  la  pre- 
mière de  ces  deux  fonctions  et  par  y  la  seconde;  nous  désignerons  de 
plus  par  /',  t",  t"\  .  . . ,  t  m  les  différentes  valeurs  de  t  qui  proviennent  de 
toutes  les  permutations  possibles  entre  les  racines  x',  x ",  x", . . . ,  et  pa- 
reillement par  y',  y",  v" , . . . ,  v  n  les  différentes  valeurs  de  la  fonction  y 
provenantes  des  mêmes  permutations:  car,  les  deux  fonctions  t  et  v  étant 
supposées  semblables,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  valeurs  différentes 
dont  elles  seront  susceptibles  par  toutes  les  permutations  possibles  entre 
x',  x",  x'",...  sera  le  même  pour  l'une  et  pour  l'autre,  et  que  ces  valeurs 
seront  dues  aux  mêmes  permutations  dans  les  deux  fonctions. 

Ainsi  les  quantités  /',  /  ,  /,...,  tm  seront  les  racines  de  l'équation 
en  t,  qui  sera  par  conséquent  du  degré  »,  et  les  quantités  y',  y", y  . . . . , 
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y™  seront  pareillement  les  racines  de  l'équation  en  y,  laquelle  sein  du 
même  degré  rs.  On  pourra  donc  trouver  ces  équations  en  t  et  en  v  par  les 
méthodes  exposées  plus  haut;  mais  nous  n'aurons  besoin  que  d'avoir 
l'équation  en  /,  que  nous  représenterons,  en  général,  par 

i  -t-  M  +  Bf2  +  Cfs  +  .  .  .-,   K/H      o, 

ou  plus  simplement  par  0  =  o,  en  supposant 

9  =  i  +  A/+B/;  +  C/i4,..+  K/", 

où  les  coefficients  A,  B,  C,...  seront  des  fonctions  connues  des  coeffi- 
cients/72, n,  p, . . .  de  l'équation  proposée  en  x  dont  les  racines  sont  x  , 

x",  x'" 

Cela  posé,  qu'on  considère  en  général  la  fonction  /'  y,  il  est  visible  que 
les  différentes  valeurs  de  celle  fonction  résultantes  de  toutes  les  permu- 
tations possibles  entre  les  racines  ,r',  x",  x  ....  seront  t"  y ',  t"'y", 
l'"yy'" ,...,  t'™)'-y"™);  de  sorte  qu'en  prenant  la  somme  de  toutes  ces  valeurs 
on  aura  la  fonction 

laquelle  aura  la  propriété  de  demeurer  invariable,  quelque  permutation 

qu'on  y  fasse  entre  les  racines  .r,  x",  x'" et  par  conséquent   pourra 

s'exprimer  algébriquement  el  rationnellement  parles  coefficients  m,  //, 
p,...    08  . 

Qu'on  cherche  donc  les  valeurs  de  celle  fonction  pour  les  exposants 
À  ^  o,  i ,  2,  3, . . . ,  tar  — i,  et  qu'on  les  dénote  par  les  quantités  M.  M, . 
Mj,  M., M  a  ,  .  on  aura  les  u  équations  suivantes 

r'       i  ) •'"  -*-...       r   '        M  . 

/'  )•'-.    t"  y"  +  /'")'"      ...       t        i     '        M,, 

t'\y  '         I      ;  /      r  .  .    ■     /  M    . 

/  /     >  /     i    ■  i        i  M   , 


t"    ')  •'   •    /        't  /  i  l'y  M    .       : 
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où  les  termes  M,  M,,  M2,,..,  M(0-t]  seront  des  quantités  connues  en  m, 
n,  p, 

Il  s'agit  maintenant  de  tirer  de  ces  zs  équations,  par  la  voie  de  l'élimi- 
nation, les  valeurs  des  tz  inconnues  y',  y",  y", . . . ,  j(CT)  ;  or,  si  l'on  suivait 
pour  cela  la  méthode  ordinaire,  on  tomberait  dans  des  expressions  fort 
compliquées  et  qui  auraient  d'ailleurs  l'inconvénient  de  renfermer  à  la 
fois  toutes  les  quantités  t',  t"',  t'", ...  ;  il  faudra  donc  employer  une  antre 
méthode,  et  voici  celle  qui  m'a  paru  la  plus  propre. 

Je  prends  un  nombre  tx  —  i  de  quantités  indéterminées  que  je  désigne 
par  N4,  N2,  N3,...,  N(BJ_f),  et  je  multiplie  respectivement  par  ces  quan- 
tités toutes  les  équations  précédentes,  excepté  la  première;  après  quoi 
je  les  ajoute  ensemble,  ce  qui  me  donne  cette  équation  unique 

M  +  M,N,  +M2N2  +M3N,  +•. . .  +  M^-o^-, 

=  (i-t-IM'  +Na/'2  -)-N,  t"  +...-4-N(Br_1)*"ir-,)r' 

-f-(i  +  N,  /"  -+-N2*"2  -+-N:)/":'  -+-...  + N(ra_,)f"!!'_')j" 

-f-  (  i  +  N,  t'"  -+-  Ns  t""-  -i-  N3 1'"-  +...-)-  N(CT_, ,  t"'a-  '    )  ■'" 

H-  (I  -4-N,  tw  +NafWJ+  Na/C»)»  +  . .  .  H-  N(B_,)<c''"-1  \y  ° 
Supposons,  en  général, 

T  =  i  -+-  N,  /  h-  N2  V-  -+-  N3 1'  +  .  . .  -+-  N(B_0  /— ', 

et  désignons  par  T',  T",  T", . . . ,  T(CT  les  valeurs  particulières  de  T,  que 
l'on  aura  en  faisant  successivement  t  =  t',  t",  t'",...,  t(m)\  il  est  clair  que 
l'équation  précédente  se  réduira  à  cette  forme  très-simple 

Yy'-hT'y"+  T"y'"+  .  .  .  -t-  T(n)r(ral 

=  M  +  M,  N-,  -+-  M,  N, .+  M,  N,  + . . .  +  M(_,j  N(„-,  • 

Maintenant,  pour  trouver  la  valeur  d'une  quelconque  des  inconnues 

y', y", y'" comme  dey(p),  il  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  faire  évanouir 

les  coefficients  de  toutes  les  autres  inconnues,  à  l'exception  de  celle-ci, 
et  l'on  aura  sur-le-champ 

M  -t-  M,  N,  +  MaN3+  M3N... -t-.  •  .  4-  M(g-g  N(w-o 
r   .  —  ~  T  f 
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Et  les  équations 

T'=o,     T"=o,     T"=o, ..,,     T(«0  =  o, 

à  l'exception  de  T(p)  =  o,  serviront  à  déterminer  les  ^  —  i  indéterminées 

n„n„n n;w). 

En  effet,  pour  que  toutes  ces  équations  particulières  aient  lieu  a  la 
fois,  il  est  visible  qu'il  faudra  que  l'équation  générale  T=o  ait  pour 
racines  les  quantités  t' ,  t",  t'",...,  t[™\  à  l'exception  seulement  de  t{V; 
donc,  si  l'on  multiplie  le  polynôme  T,  dont  le  terme  tout  connu  est 

l'unité,  par  le  facteur  i  —  --,?  on  aura  le  polynôme  T(i--  -—}u  qui 

étant  égalé  à  zéro  aura  pour  racines  toutes  les  quantités  / ',  t",  /'",...,  t{TS); 
mais  ces  racines  sont  déjà  celles  de  l'équation  0—jy,  donc,  puisque  le 

terme  tout  connu,  tant  du  polynôme  T  (  i  —  -— ,  )  que  du  polynôme  0,  est 

égal  à  l'unité,  il  s'ensuit  qu'on  aura  l'équation 


oïl    tni'ii 


(„._£)■,.(*.-»),+  (»■.-«.), 


-+-...=  i  -4-  A/    •    \M     |   C/'-f  ..., 


d'où,  a  cause  que  celle  équation  doit  être  identique,  on  tire 


*>-i       *•    N>~^=B'    *>-%- 


,   .   .   .   , 


et  de  là 


N,=  A-f-/    • 

HT  I.  ^  ' 

m  __  r         '*  ^  ' 


Maintenant,  pour  trouver  la  valeur  de  la  quantité  T(w,  on  remarquera 

m.  48 
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que  l'on  a,  en  général, 

u 

T  = 


t 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  faire  dans  cette  expression  /  =  t®;  mais, 
comme  cette  supposition  fait  évanouir  en  même  temps  le  numérateur  0, 
parce  que  £(p)  est  une  des  racines  de  l'équation  0  =  o,  et  le  dénomina- 
teur i  —  — ,  il  faudra,  suivant  la  règle  connue,  prendre  à  la  place  de 
ces  quantités  leurs  différences;  ainsi  l'on  aura,  en  faisant  varier  /,  la 
fraction —  :  —  ;  ainsi,  la  valeur  de  T(p)  sera  égale  à  ce  que  devient 

la  quantité  —  t  -r-  lorsqu'on  y  met  Û]  à  la  place  de  t,  ce  qu'on  peut 
désigner  ainsi 

TW=\-tdF)    ' 

ou  bien,  en  substituant  la  valeur  de  0  et  changeant,  après  la  différentia- 

tion,  t  en  t®\ 

T(fJ  —  —  ktM  —  2B*(f)2  —  3C<(e)3  — 

Il  n'y  aura  donc  plus  qu'à  substituer  cette  valeur  de  T(p),  ainsi  que 
celles  de  N,,  N2,  N3,...,  trouvées  ci-dessus,  dans  l'expression  générale 
de  y(p;,  donnée  plus  haut,  et  l'on  aura  la  valeur  de  la  fonction  y(f0  expri- 
mée uniquement  par  celle  de  la  fonction  correspondante  donnée  0  et 
par  les  coefficients  m,  n,  p,...  de  l'équation  proposée. 

Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  trouver  tant  les  coefficients  A,  B, 
C,...  de  l'équation  en  t 

que  les  quantités  M,  M,,  M2,  M3,...;  c'est  à  quoi  l'on  peut  parvenir  par 
différentes  méthodes,  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  l'essentiel  consiste  à 
remarquer  que  toutes  ces  quantités  seront  toujours  exprimables  algébri- 
quement par  les  seuls  coefficients  m,  n,  p,...  de  l'équation  proposée;  ce 
que  nous  avons  démontré  à  priori  avec  toute  la  rigueur  passible. 
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Os  quantités  étant  donc  trouvées,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

P  =  M  -t-  AM,  +  BM  -+-  CM3  -4- .  •  • , 
Q  =  M,  +  AM, +  BM3  +  ..., 

R  =  M2  +  AM3  -4 -  •  •  ■ , 


on  aura,  pour  la  valeur  d'une  y  quelconque, 


P        Q        H         S 

7  +  ?  +  ?  +  ? 

r  =  - 


A  +  7.Bt-h  3C^  +  4D/3  +  .  .  . 
en  prenant  pour  t  la  fonction  correspondante  à  la  fonction  y. 

101 .  Il  est  évident  que  cette  solution  servira  toujours,  quelle  que  soit 
la  valeur  donnée  de  /,  pourvu  qu'elle  ne  rende  pas  nul  le  dénominateur 

iIO 
A  -T   2B/-+-  3Cf  +  .  .  .=  -r-; 

<lt 

or,  comme  la  valeur  de  /  doit  déjà  être  une  racine  de  l'équation  S  =  o, 

il  s'ensuit  que  le  cas  de  -=-  —  o  n'aura  lieu  que  lorsque  cette  valeur  sera 

une  racine  multiple  de  la  même  équation  S       o. 

Pour  trouver  ce  qui  doit  arriver  dans  ce  cas-là,  supposons  que  /  soit 
la  valeur  donnée  de  /,  laquelle  répond  à  la  valeur  cherchée  y  de  r,  et 
que  dans  la  suite  des  valeurs  t',  l" ,  /,...,  /"',  il  s'en  trouve  une  autre 
comme  t  qui  soit  égale  à  l  ,  en  sorte  que  la  valeur  donnée  /  soit  une 
racine  double  de  l'équation  5  =  o;  considérant  d'abord  les  valeurs  /' 
«■I  r  comme  inégales,  on  aura 

P        Q        R 

h  .  .  . 


p      0       u 

-■     ■■■ 


1 


\      iBr-i  u:i    »  ji>/ ■' 
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et,  comme 

■  +  A«  +  B*+C!.  +  ...=  »=(,-îr)(.-£,)(,-^)... 

on  aura,  en  (fiflerentiant  et  faisant  successivement  t  —  t',  t  =  t", 


A  +  2B/'  +  3GV2  +  , 
A  +  2Br'+3C/"2  + 


-*(-«(-£)-£ 


0-5 


où  l'on  voit  que  dans  le  cas  de  t'  =  t"  ces  deux  quantités  seront  nulles. 

Supposons  pour  un  moment  que  t"  =  t' 4-  w,  ta  étant  une  quantité 
infiniment  petite,  on  aura,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre, 

i  +  llf  +  îW+...=  -ï(,4)(,4r, 

A  +  .1W+SC.-  +  .. .=  +  £(.-£)(«-£ 

Donc  faisant,  pour  abréger, 


=  &• 


'--> 


on  aura 


mais 


r  = 


P       Q        R 

1-  —  H 

/'  *'a  f'3 


»n 


'    y  =  — 


P        0        R 

h  —  H 

ï*         f"'  *"3 


.>n 


P        Q        R 

1-  —  + h  . , 

r      r/2     r3 

P       Q        R 

•—  f  +  */J  +  r3  H  ' 

"V*   '   f"  7   /'3"    •■ 

dt' 

P       Q         R 

—  t'  +  t"  +  t1*  +  '  " 

/  P        2Q       3R             \ 

\t"       t'3       t"           J 

donc  on  aura 

r 


et  de  là 


r  = 


P        2Q        3R 

n 


P        2Q        3R_ 

777  +  yr  ■+■  777 

li 
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Mais,  puisque 

-f)('-|)(-^)(-^)-=(-i)'(-?)(-^ 

il  est  facile  de  voir  qu'on  aura,  lorsque  t  =  t, 
i  d>6        i    /        t'\  (         t'\ 


par  conséquent 


Donc 


?.B  +  2.3Cr-t-  3.4DP 


P        2Q       3K 

1 —  -+- h  . . . 

r'  +-r"  _        *"       ?'3       f" 
~2        ~  2B  +  2.3C/'+3.4D/'î  +  ..  .  ' 

Ainsi,  dans  ce  cas,  la  formule  ne  donnera  pas  la  valeur  de  chacune 
des  inconnues  y',  y",  qui  répondent  aux  racines  égales  t',  l",  mais  seu- 
lement celle  de  leur  somme  y' '  -\-y",  et  l'on  voit,  tant  par  l'expression 
précédente  que  par  l'analyse  d'où  elle  résulte,  que  la  valeur  de  la  moitié 
de  cette  somme  résultera  de  l'expression  générale  de  y  du  numéro  pré- 
cédent, en  prenant,  à  la  place  du  numérateur  et  du  dénominateur,  leurs 
différentielles  divisées  par  dt. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que,  lorsque  la  valeur  donnée  de  / 
sera  une  racine  triple  de  l'équation  rj  =  o,  en  sorte  que  l'on  ait,  par 
exemple,  1'  =  t"  =  t'",  alors  on  ne  pourra  pas  avoir  en  particulier  cha- 
cune des  fonctions  correspondantes  y\  y",  y'",  mais  seulement  leur 
somme  y'  +  .)'" -Hj'";  et  l'expression  générale  de  y  donnera  le  tiers  de 
cette  somme  en  prenant,  à  la  place  du  numérateur  el  du  dénominateur 
de  cette  expression,  leurs  différentielles  secondes  divisées  par  c//2,  et 
;iiiisi  de  suite. 

102.  En  général,  si  en  substituant  la  valeur  connue  de  /  dans  le  déno- 
minateur de  l'expression  générale  de  y  du  n°  101 ,  on  trouve  que  ce  dé- 
nominateur devienl  nul ,  alors  on  le  différentiera  autant  de  fois  de  suite 
qu'il  sera  nécessaire  pour  qu'il  ne  devienne  plus  zéro  par  la  même  sub- 
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stitution,  en  traitant  toujours  les  différences  premières  dt  comme  con- 
stantes; on  différentiera  ensuite  un  pareil  nombre  de  fois  le  numérateur, 
et  la  nouvelle  fraction  qu'on  aura  de  cette  manière  exprimera  la  somme 
d'autant  de  valeurs  particulières  de  y  qu'il  y  aura  d'unités  dans  le 
nombre  des  différentiations  augmenté  de  l'unité,  cette  somme  étant 
divisée  par  le  nombre  des  valeurs  de  y;  et  ces  valeurs  seront  celles  qui 
répondent  aux  valeurs  égales  de  t,  dont  le  nombre,  comme  on  sait,  est 
toujours  égal  à  celui  des  différentielles  successives  de  0  qui  s'évanouissent 
en  même  temps,  augmenté  de  l'unité. 

On  connaîtra  donc  ainsi  la  somme  de  ces  différentes  valeurs  de  y;  or, 
on  pourra  trouver  de  même  la  somme  de  leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc., 
car  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  faire  un  nouveau  calcul  en  prenant,  à  la 
place  de  la  fonction  y,  son  carré  y2,  et  ensuite  le  cube  y3,  etc.;  de  là  on 
tirera,  par  les  formules  connues,  les  valeurs  des  produits  deux  à  deux, 
trois  ;i  trois,  etc.,  des  valeurs  de  y,  de  sorte  qu'on  connaîtra  tous  les 
coefficients  de  l'équation  dont  ces  valeurs  seront  les  racines;  et  il  faudra 
ensuite  résoudre  cette  équation  pour  avoir  chacune  des  valeurs  cherchées 
en  particulier. 

D'où  il  s'ensuit  que  lorsque,  parmi  les  valeurs  /',  /",  t",...  de  la  fonc- 
tion t,  il  s'en  trouve  deux  ou  plusieurs  qui  sont  égales  entre  elles,  celles 
des  valeurs  y',  y",  y'",...  qui  répondent  aux  valeurs  égales  de  t  ne 
pourront  pas  être  données  simplement  par  une  fonction  rationnelle  de  / 
et  des  coefficients  m,  n,p,,..  de  l'équation  proposée;  mais  elles  le  seront 
par  une  équation  d'un  degré  égal  au  nombre  de  ces  valeurs  égales,  et 
dont  tous  les  coefficients  seront  eux-mêmes  exprimés  rationnellement 
en  /  et  en  m,  n,p, 

C'est  ce  qui  est  d'ailleurs  bien  naturel  et  conforme  aux  principes  de 
l'Analyse.  Car,  puisqu'il  y  a  différentes  valeurs  de  y  qui  répondent  à  une 
même  valeur  de  /,  il  est  clair  que  chacune  de  ces  valeurs  de  y  dépendra 
de  la  même  manière  de  la  valeur  correspondante  de  t,  et  qu'ainsi  ces 
valeurs  ne  pourront  être  que  les  racines  d'une  même  équation,  dont  les 
coefficients  seront  donnés  en  t  par  des  expressions  rationnelles. 

Supposons,  par  exemple,   qu'ayant  une  équation   d'un  degré  quel- 
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conque  a,  telle  que 

x*  -t-  W.T11-'  -+-  nx'-'—2  -f-  px^  -f- .  .  .  =  o, 

on  veuille  en  trouver  une  autre  d'un  degré  moindre  X,  telle  que 

xk  -)-  ax'"1  -i-  bxx~2  -+-  cxl~3  ■+- . . .  =  o, 

(fui  ait  toutes  ses  racines  communes  avec  celle-là,  c'est-à-dire  qui  en  soit 
un  diviseur;  on  sait  que  les  coefficients  a,  b,  c,...  seront  tous  des  (onc- 
tions semblables  des  racines  de  la  proposée,  et  qui  seront  susceptibles 
d'un  nombre 

y    ix  —  i)  ( '  [X.  —  2 ) .  .  .  (  (x  —  1  -+-  i  ) 
i .  ?.. 3 ...  À 

de  variations,  en  sorte  que  chacun  de  ces  coefficients  sera  nécessairement 
donné  en  m,  n,  />,...  par  une  équation  d'un  degré  égal  à  ce  même 
nombre  fnos  89  et  98).  Or,  dès  qu'on  connaîtra  la  valeur  d'un  quel- 
conque de  ces  coefficients,  on  pourra,  à  l'aide  du  Problème  que  nous 
venons  de  résoudre,  trouver  la  valeur  de  chacun  des  autres  coefficients; 
il  il  s'ensuit  de  notre  solution  que  si  la  valeur  du  coefficient  suppose 
connu  est  une  racine  simple  de  l'équation  d'où  dépend  la  détermination 
de  ce  coefficient,  tous  les  autres  pourront  être  exprimes  rationnellement 
par  celui-là;  mais  si  la  valeur  du  coefficient  connu  est  une  racine  double, 
ou  triple,  ou,  etc.,  de  la  même  équation,  alors  chacun  des  autres  coeffi- 
cients ne  pourra  être  donné  par  celui-là  que  par  le  moyen  d'une  équation 
du  second,  ou  du  troisième,  ou,  etc.,  degré. 

Pour  confirmer  à  posteriori  ce  que  nous  venons  de  trouver  a  priori, 
prenons  l'équation  du  quatrième  degré 

X*  ■+   mx*  -t-  nx'  -4-  p.r    -    q       o, 

et  supposons,  comme  dans  le  n"  35  Section  II  ),  qu'elle  soit  divisible  par 
celle-ci  du  second  degré 

**-+-/*  -*-  g      o; 
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on  parviendra,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu,  aux  deux  équations  de  conditions 

p-g(m-f)—  f\n  —  g—f{m—f)]  =  o, 

q- -g[n~g ~f  m -/)]  =  °» 

donl  la  première  donne  d'abord 

b  m  —  if 

ainsi,  ayant  g- exprimé  rationnellement  en/,  il  suffira  de  trouver  la  valeur 
de  /pour  avoir  celle  de  g  sans  aucune  extraction  de  racines.  Cependant, 

s'il  arrive  que  la  valeur  de  y  soit  égale  à  —  et  qu'on  ait  en  même  temps 


p  =  — ■  — TT-5  cette  valeur  de/" donnera  g  =  -;  et  il  faudra  alors,  pour 

connaître  la  valeur  de  g,  avoir  recours  à  l'autre  équation  où  g  monte  au 
second  degré,  et  qui  est 

g2-  (»  —  mf+f*)g-*-Ç  =  °i 

de  sorte  qu'en  mettant  —  à  la  place  de /on  aura  celle-ci 


m2 

par  la  résolution  de  laquelle  il  faudra  donc  déterminer  g.  Or  je  dis  que 

le  cas  dont  il  s'agit  est  celui  où  la  valeur  —  de  /sera  une  racine  double 
de  l'équation  en  / 

Pour  le  prouver  nous  remarquerons  que  cette  équation  en /doit  venir 
de  la  substitution  de  la  valeur  de  g  tirée  de  la  première  équation,  dans 
la  seconde;  ainsi  faisant,  pour  abréger, 

p  —  nf-h  mf-  —f3  —  P,     m  —  if—  Q, 

p 

en  sorte  que  g  —  —,  on  aura,  pour  l'équation  en/,  celle-ci 

P2-  {n  —  mf-i-f1)PQ  +  qQ2=o, 
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laquelle  étant  développée  montera  au  sixième  degré  et  se  trouvera  la 

même  que  celle   du   numéro  cité   35;   or  il    est   visible   que,   lorsque 

mn       m3  ,  ,  ,  ,     ,    m 

/>  = h-?  une  des  racines  de  cette  équation  sera  égale  a  —  >  parce 

(ju'en  faisant/=  —  on  aura  en  même  temps  P  =  o  et  Q  =  o;  et  comme 
ces  deux  conditions  détruisent,  non-seulement  tous  les  termes  de  l'équa- 
tion dont  il  s'agit,  mais  aussi  ceux  de  sa  différentielle  qui  sera 

>P</P  —  {ifdf-  mdf)  PQ  -  (n  -  mf-hf1)  (PdQ  -+  Qf/Pi  -+-  ?^Qf/Q  =  o, 


m 

i 
tion. 


il  s'ensuit  que  la  racine /=  —  sera  une  racine  double  de  la  même  équa- 


103.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  deux  fonctions  /  et  y 
étaient  semblables;  considérons  maintenant  le  Problème  dans  toute  sa 
généralité  en  supposant  que  ces  fonctions  soient  d'une  forme  quelconque. 

Qu'on  fasse  successivement  dans  l'une  et  l'autre  fonction  toutes  les 
permutations  possibles  entre  les  racines  x\  oc",  oc'",...  dont  elles  sont 
composées,  en  n'ayant  cependant  aucun  égard  a  celles  de  ces  permuta- 
lions  qui  redonneraient  à  la  fois  les  mêmes  valeurs  de  /  et  de  v,  et  il  en 
résultera  un  égal  nombre  ^  de  valeurs  correspondantes  de  /  ci  de  y,  que 
l'on  désignera,  comme  dans  le  n°  100,  par  /'.  /",  /,...,  t[73),  et  par  y', 
y",  y'",-.-,  J(CÏ).  Dans  le  cas  où  les  deux  fonctions  /  et  v  sont  semblables, 
les  valeurs  /',  t",  t",...,  tm  seront  toutes  exprimées  d'une  manière  diffé- 
rente, et  seront  les  racines  de  l'équation  la  plus  simple  0  =  o  qui  servira 
a  déterminer  la  fonction  /  en  m,  //,  />,....  et  il  en  scia  de  même  des  va- 
leurs y',  v  ,y  y  a  ;  ce  qui  n'empêche  cependant  pas  que  quelques- 
unes  des  valeurs  de  t  OU  de  y  ne  puissent  être  égales  entre  elles,  comme 

dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  dans  le  n"  102;  il  s'agit  ici  unique- 
ment  de   la  forme  de  ces  valeurs  et  non  de   leur  quantité  absolue.  Au 

contraire,  lorsque  les  fonctions  t  el  y  ne  seronl  pas  semblables,  il  arri- 
vera nécessairement  que  parmi  les  valeurs  /',  /".  1  i~  ,  ou  v.  y  . 

Y    v  ^   il  v  en  aura  qui  seronl  les  mêmes,  en  sorte  que  le  nombre  des 

valeurs  différentes  '\*'  l  OU  de  v  sera   moindre  que  GT,  et  il  est  facile  de 
conclure  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n"  <)7  que  ce  nombre 

III. 
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ne  pourra  être  qu'un  sous-multiple  de  ts.  Or  il  y  a  ici  deux  cas  a  consi- 
dérer, suivant  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  la  fonction 
donnée  t  sera  égal  à  ts  ou  à  un  sous-multiple  de  ts. 

i°  Supposons  que  les  valeurs  /',  t",  t'",...,  tm  de  la  fonction  t  soient 
toutes  différentes,  c'est-à-dire  représentées  d'une  manière  différente;  en 
ce  cas  il  est  clair  que  l'équation  (5  =  o  aura  nécessairement  pour  racines 
toutes  ces  différentes  valeurs,  en  sorte  qu'elle  sera  essentiellement  du 
degré  ts,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  valeurs  de  la  fonction  cher- 
chée y;  ainsi  la  solution  du  n°  100  s'appliquera  également  a  ce  cas. 

20  Supposons  que  parmi  les  valeurs  t ' ,  t",  t'",...,  t{vl)  il  n'y  en  ait  qu'un 
nombre  p  de  différentes,  p  étant  un  facteur  de  ts,  en  sorte  que  ts  =  pn\ 
en  ce  cas,  si  0  =  o  est  l'équation  dont  ces  différentes  valeurs  sont  les  ra- 
cines, il  s'ensuit  de  ce  qu'on  a  démontré  dans  le  n°  97  que  l'équation 
qui  aura  toutes  les  valeurs  /',  t",  t'",...,  t^'  pour  racines  sera  0'  =  o;  en 
sorte  que  chacune  de  ses  racines  en  aura  a  —  1  autres  qui  lui  seront 
égales.  On  pourra  donc  encore  appliquer  à  ce  cas  la  solution  générale  du 
n°  100,  pourvu  qu'on  prenne  0"  —  o  pour  l'équation  en  t,  c'est-à-dire 
qu'on  fasse 

1  -+-  A  t  +  B  t2  +  C  t3  +  .  .  .  —  ¥  ; 

mais,  à  cause  que  chaque  racine  de  cette  équation  est  une  racine  égale, 
il  faudra  modifier  la  solution  par  les  règles  données  dans  le  n°  102  pour 
le  cas  des  racines  égales;  et  au  lieu  de  trouver  la  valeur  de  chaque  y  ré- 
pondante à  chaque  /,  on  ne  trouvera  plus  que  la  valeur  de  la  somme  de 
toutes  les  y  qui  répondront  aux  valeurs  égales  de  t;  or,  comme  chacune 
des  valeurs  différentes  de  t  se  trouve  répétée  a  fois  dans  la  série  t',  t", 
t'",...,  t{rn),  et  que  d'ailleurs  à  chacune  des  valeurs  de  cette  série  il  répond, 
une  valeur  de  la  série  y',  y",  y  '",...,  y  ■r7),  en  sorte  que  les  mêmes  valeurs 
de  t  et  de  y  ne  se  trouvent  pas  deux  fois  dans  les  mêmes  séries  à  des 
places  correspondantes,  il  s'ensuit  qu'à  chaque  valeur  différente  de  /  il 
répondra  -7  valeurs  différentes  y,  et  qu'ainsi  en  connaissant  une  valeur 
de  /  on  ne  pourra  connaître  que  la  somme  des  t  valeurs  différentes  de  y 
qui  y  répondent. 
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De  là  et  du  n°  103  on  conclura  donc  que,  dans  ce  cas,  chaque  valeur 
de  y  ne  pourra  être  donnée  en  t  qu'au  moyen  d'une  équation  du  degré  a 
laquelle  renfermera  à  la  fois  toutes  les  valeurs  de  y  répondantes  à  une 
même  valeur  de  t. 

Au  reste  on  peut  simplifier  beaucoup  la  solution  du  cas  dont  il  s'agit 
en  le  ramenant  à  celui  des  fonctions  semblables;  car  il  est  visible  que  si 
à  la  valeur^',  par  exemple,  répondent  les  valeurs  y',  y",  y"',...,  j(T),  toute 
fonction  delà  forme /[(j',  y",  y  '",...,  y  7JjJ  sera  telle,  qu'elle  n'admettra 
plus  que  (0  valeurs  différentes  comme  la  fonction  t',  et  qu'ainsi  ces  deux 
fonctions  seront  des  fonctions  semblables  des  racines  x',  x",  x'", —  Par 
conséquent,  en  prenant  à  la  place  de  la  fonction  y  une  fonction  quel- 
conque de  la  {orme  f\(y' ,  y" ,  y'",...,  y{"])],  on  trouvera  directement  la 
valeur  de  cette  fonction  en  t  par  la  solution  du  n"  100,  en  employant 
simplement  l'équation  0  =  o,  qui  n'aura  pour  racines  que  les  p  diffé- 
rentes valeurs  de  /.  Ainsi  l'on  pourra  connaître  par  ce  moyen  tous  les 
coefficients  de  l'équation  dont  les  valeurs  y',  y",  y'",...,  yw  seront  les 
racines,  puisque  chacun  de  ces  coefficients  est  nécessairement  une  fonc- 
tion de  la  même  forme /T  (  y',  y",  y'",...,  J(7,)j  (89). 

104.   Donc  : 

i"  Si  l'on  a  deux  fonctions  quelconques  /  et  y  des  racines  .r  .  x", 
>    ....  de  l'équation 

x''1-  -+-  m.z1 --'       n  x*    •'  +  ...=_  o, 

et  que  ces  fonctions  soient  telles,  que  toutes  les  permutations  entre  les 
racines  a/,  af,  x'",...,  qui  feront  varier  la  fonction  y,  fassent  varier  aussi 
en  même  temps  la  fonction  /,  on  pourra,  généralemenl  parlant,  avoir  la 
valeur  de  y  en  t  et  en  m,  n,  p,...,  par  une  expression  rationnelle,  de  ma- 
nière que  connaissant  une  valeur  de  /  on  connaîtra  aussi  immédiatement 
la  valeur  correspondante  «1er;  nous  disons  généralement  parlant ,  car 
^'il  arrive  que  la  valeur  connue  de  /  soi I  une  racine  double,  on  triple,  etc., 
de  l'équation  en  t,  alors  lu  valeur  correspondante  de  y  dépendra  d'une 
équation  carrée,  ou  cubique,  etc.,  dont  tons  les  coefficients  seront  «les 

fonctions  rationnelles  de  /  et  de  ///.  //.  /' 

49- 
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■ju  Si  les  fonctions  t  et  y  sont  telles,  que  la  fonction  t  conserve  la  même 
valeur  par  des  permutations  qui  font  varier  la  fonction  y,  alors  on  ne 
pourra  trouver  la  valeur  de  y  en  t  et  en  m,  n,  />,,..  qu'au  moyen  d'une 
équation  du  second  degré,  si  a  une  même  valeur  de  t  répondent  deux 
valeurs  différentes  de  y,  ou  du  troisième  degré,  si  à  une  même  valeur 
de  /  répondent  trois  valeurs  différentes  de  y,  et  ainsi  de  suite.  Les  coeffi- 
cients de  ces  équations  en  y  seront,  généralement  parlant,  des  fonctions 
rationnelles  de  t  et  de  m,  n,  /?,...,  en  sorte  qu'étant  donnée  une  valeur 
de  t,  on  aura  y  par  la  simple  résolution  d'une  équation  du  second  ou  du 
troisième  degré,  etc.;  mais  s'il  arrive  que  la  valeur  connue  de  t  soit  une 
racine  double  ou  triple,  etc.,  de  l'équation  en  t,  alors  les  coefficients 
des  équations  dont  il  s'agit  dépendront  encore  eux-mêmes  d'une  équa- 
tion du  second  ou  du  troisième  degré,  etc. 

De  là  on  peut  déduire  les  conditions  nécessaires  pour  pouvoir  déter- 
miner les  valeurs  mêmes  des  racines  x  ,  x",  x'",...,  au  moyen  de  celles 
d'une  fonction  quelconque  de  ces  racines;  car  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à 
prendre  la  simple  racine  a?  à  la  place  de  la  fonction  y,  et  appliquer  à  ce 
cas  les  conclusions  précédentes. 

105.  Voyons  maintenant  l'application  qu'on  peut  faire  des  principes 
établis  jusqu'ici,  à  la  résolution  générale  des  équations;  nous  commen- 
cerons par  examiner  le  cas  où  il  n'y  a  que  trois  racines  x' ,  x",  x",  c'est- 
à-dire  où  l'équation  proposée  est  du  troisième  degré. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  considère  la  fonction  générale  f[{x)  (x")  (x '"jj, 
on  trouvera  qu'elle  doit  dépendre  d'une  équation  du  degré  1.2.  3,  dont 
les  six  racines  seront 

f[Xx')yX")[x'")},       /[(*")(*')(*'")], 

f[{x'")lx")[x')],     f[(x"){x'")ix')}, 
f[(x'){x"')(x")},     f[[xm)[x'){x")}. 

Maintenant,  pour  pouvoir  abaisser  cette  équation  à  un  degré  moindre 
que  celui  de  la  proposée,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  d'autre  moyen  que  de 
faire  en  sorte  que  ses  racines  soient  égales,  trois  à  trois;  auquel  cas  elle 
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se  réduira  au  second  degré.  Pour  cela  on  supposera  que  la  fonction  pro- 
posée soit  telle,  que  l'on  ait 

indépendamment  de  toute  relation  entre  les  racines  x',  x",  x'",  c'est-à- 
dire  que  cette  fonction  demeure  la  même  en  y  changeant  x'  en  x",  x"  en 
x'",  et  x'"  en  x';  et  l'on  aura  par  la  même  raison 

f[[x"){x"'){x')}=f[{x"'){x'){x")}, 

et  ensuite 

f[{x"'){x'){x")]    /!>')«)(*'")]; 

d'où  l'on  voit  que  ces  trois  fonctions 

f[{x'     x")  x'")],     f[{x"     x"')  x'   ],     f[(x"     X'     X")] 

seront  nécessairement  égales,  et  qu'il  n'y  aura  que  ces  trois-ci  qui 
puissent  l'être  en  vertu  de  la  condition  supposée;  par  conséquent  les 
trois  autres  fonctions 

f[(x")(x'   (*'")],     f[(x'     x'"  (x")],     /(>'")  x")(x')] 

seront  aussi  égales;  de  sorte  que  (98)  l'équation  dont  il  s'agit  s'abaissera 

,  .1.2.3 

;in  degré  — ^ —  =  2. 

Or,  pour  trouver,  en  gênerai,  la  forme  de  la  fonction  proposée,  qu'on 
prenne  une  autre  fonction  quelconque  représentée  par  ?[(#')  (x")  (x'")\; 
qu'on  désigne,  pour  abréger,  par  v  ,  y",  y"  les  trois  fonctions 

p[(j         F*)  (**)],      f[(x"      x'"     x')],      <?[{X'")    x'    i.r 

qui  repondenl  aux  trois  premières  fonctions  égales  ci-dessus,  et  par  s  . 
.  -,  les  trois  fonctions  K 

t     i        '       i       .     p  [(  a      .>       x"  i],     f  [(a        i        -      . 

<|ui  répondent  aux  trois  autres  fonctions  égales;  il  est  clair  qu'on  pourra 
exprimer  toute  fonction  de  x',x",x"  par  une  fonction  quelconque  de  \ 
y",  y '",  ou  de  r  ,  ;  ,  z  ,  puisque  la  caractéristique  f  dénote  une  fonction 
indéterminée  quelconque.  Ainsi  l'on  pourra  représenter,  en  gênerai,  la 
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fonction  /[(#')  (a?")  {x'")  ]  par  celle-ci  /[(y')  (y")  (y'  ")];  or  il  faut,  par 
les  conditions  du  Problème,  que  cette  fonction  demeure  la  même  en  y 
échangeant  x'  en  x",  x"  en  x'"  et  x"  en  x'\  donc,  puisque  par  ces  échanges 
les  trois  quantités  y',  y",  y'"  ne  font  que  se  changer  l'une  dans  l'autre,  il 
s'ensuit  que  la  fonction/ [( y')  (y")  (y"")]  doit  être  telle  qu'elle  demeure 
la  même,  quelque  permutation  qu'on  y  fasse  entre  les  trois  quantités  y', 
y",  y'",  et  par  conséquent  qu'elle  soit  de  la  forme  f\( y',  y",  y'")]. 
Toute  fonction  donc  de  la  forme 

fi'.r',  )■",.)'" 

aura  les  propriétés  requises,  et  ne  dépendra  par  conséquent  que  d'une 
équation  du  second  degré.  En  effet,  il  est  facile  de  voir  que,  quelques 
permutations  qu'on  fasse  entre  les  trois  racines  x',  x",  x'",  les  trois  quan- 
tités y',  y",  y'"  ne  peuvent  que  s'échanger  entre  elles,  ou  dans  les  trois 
quantités  analogues  z',  z",  z'";  d'où  il  s'ensuit  que  la  fonction 

f[(r',  r">  r'")} 

ne  peut  que  demeurer  la  même  ou  se  changer  dans  la  fonction 

et  qu'ainsi  ces  deux  fonctions  ne  peuvent  qu'être  les  racines  d'une  même 
équation  du  second  degré. 

Regardons  maintenant  ces  fonctions  comme  connues,  et  la  difficulté 
se  réduira  à  trouver  par  leur  moyen  les  valeurs  de  chacune  des  quantités 
y',  y",  y'"  et  z',  z",  z'".  Or,  comme  les  fonctions  dont  il  s'agit  sont  de  na- 
ture a  demeurer  les  mêmes,  quelque  échange  qu'on  fasse  entre  les  quan- 
tités y',  y",  y'",  ainsi  qu'entre  les  quantités  z',  z",  z'",  il  s'ensuit  de  ce 
qui  a  été  démontré  ci-dessus,  que  les  trois  quantités  y',  y",  y'"  seront  les 
racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  et  les  trois  quantités  z',  z",  z 
les  racines  d'une  autre  équation  du  troisième  degré.  Qu'on  représente 
ces  équations  par  celles-ci 

r3  —  ay2  -+-  by  —  c  =  o, 
z3  —  fz2  +  gz  —  h  =  o , 
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et,  comme  les  coefficients  a,  b,  c  sont  des  fonctions  de  la  forme 
f[iy >  j"> y '")]■>  et  'es  coefficients/,  g-,  h  des  fonctions  analogues  de  la 
forme /[(z',  2",  s'")],  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  coefficients  cor- 
respondants a  et/ seront  les  racines  d'une  même  équation  du  second 
degré,  dont  les  coelficients  seront  donnés  en  m,  n,  p,  et  il  en  sera  de 
même  des  coefficients  b,  g  et  c,  A;  sur  quoi  il  est  bon  de  remarquer  que 
dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  a  et/  on  pourra,  par  leur  moyen, 
trouver  immédiatement  celles  de  b,  gei  c,  h,  par  la  méthode  du  n"  100. 

Puis  donc  que  les  équations  en  y  et  z  sont  l'une  et  l'autre  du  troisième 
degré,  il  faut  tâcher  de  les  ramener  a  une  forme  qui  en  permette  la  réso- 
lution; car,  d'un  côté,  on  ne  saurait  les  résoudre,  en  général,  au  moins 
on  est  censé  ne  savoir  pas  les- résoudre,  puisque  la  résolution  des  équa- 
tions de  ce  degré  est  précisément  ce  qui  fait  l'objet  de  cette  recherche: 
de  l'autre,  on  ne  peut  pas  employer  la  méthode  du  n"  99  pour  abaisser 
ces  équations  à  un  degré  inférieur,  a  cause  que  l'exposant  J>  est  un 
nombre  premier  qui  n'a  point  de  diviseur. 

Or,  comme  la  résolution  des  équations  à  deux  termes  est  toujours  pos- 
sible, il  conviendra  de  réduire  les  équations  donl  il  s'agit  à  cet  état;  ainsi 
nous  supposerons  que  l'équation  en  v  devienne 


ou,  plus  généralement,  de  la  forme 

y  -+-  /c  j3—  /=  o; 

et,  pour  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  re- 
marquer qu'en  prenant  1,  7,  y.1  pour  dénoter  les  racines  cubiques  de 
l'unité,  on  aura 

/         .  /.       »  h        xft,      }■"■   |    I,         xi  /. 

d'où  l'on  lire,  à  cause  de  «•=  1  , 

r'+/<       y.7    r    W,         -j.   )  '      I,   . 

Ainsi,  il  faudra  que  la  fonction  <lr  .r  .  ,      /  .  qu'on  a  désignée  par  la 
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caractéristique  9,  soit  telle  qu'on  ait,  indépendamment  de  toute  relation 
entre  les  racines  x' ,  ce",  ce'", 

9  [{x' )  ( x")  (  x'" )]  +  k  =  x>  [  ?  [ (  x"     **   (a?')]  +  k]  =  a [?  |   a?'"     a?'  )  ( x"  }  +  h] ■ 

Et  alors  on  aura  aussi ,  en  échangeant  x'  en  ce" , 

^[{x"){x'){x'")]-hk  =  <xi[(f[{x'){x,"){x")]  +  ff]=a[^[{x"')  x"     x'    \  +  k\\ 

c'est-à-dire 

z'-hk  =  a?  (z"  4-  k  :  =  a  (*'"  4-  k  , 

moyennant  quoi  l'équation  en  z  se  réduira  aussi  à  la  forme 

(z  -+-  ky—  r  =  b. 

Or,  en  comparant  l'équation 

(  y  -h  k  13  —  /  -    o 

avec  l'équation 

y3  —  ay-  -+-  ôy  —  c  =  o, 

on  a 

c  —  l—  k3  ; 

et  par  conséquent,  à  cause  de 

l=(y-t-k)3  =  (y'-h  k)3 

(puisqu'on  est  maître  de  substituer,  à  la  place  de  y,  une  quelconque  de 

ses  racines), 

c  =  1  y'  -t-  A-  ï3  —  kz  ; 

on  trouvera  de  même 

A  =  (z'  +  k  )3  —  A-3. 

De  sorte  que  ces  deux  quantités 

\y[{x'){x"){x'")]-^k\%  —  k3     et     [?[(*'     *')(**)]  H- Àr]1  — A* 

seront  les  racines  d'une  équation  du  second  degré,  qu'on  pourra  par 
conséquent  regarder  comme  la  réduite  générale  du  troisième  degré. 
Par  la  résolution  de  cette  équation  on  connaîtra  donc  les  valeurs  des 
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deux  fonctions  y  [(x'  )  (x")  (oc'")]  et  o  [(oc")  (x  )  (oc'")],  et  l'on  aura  celles 
•  les  quatre  autres  fonctions  dérivées  de  celles-ci,  par  le  moyen  des  équa- 
tions de  condition  ci-dessus.  Or,  ces  fonctions  étant  connues,  on  pourra 
en  déduire  les  valeurs  de  chacune  des  trois  racines  x',  x",  x'"  (104J. 

106.  Voilà  donc  le  principe  de  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré  présenté  de  la  manière  la  plus  directe  et  la  plus  générale;  il 
est  facile  d'en  faire  des  applications  particulières  et  d'en  déduire  les  dif- 
férentes théories  que  nous  avons  données  dans  la  Section  I. 

La  forme  la  plus  simple  qu'on  puisse  donner  à  la  fonction 

?[  x')(x"  ){&'")} 

est  celle-ci 

\x'  -+-  Bj"  +  Cx"'  4-  D, 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes;  ainsi  l'équation  de  condition  sera 

Ax'  -4-  bx"  +  Cx'" -+-  D  -+-/,-  =  a?  (A x'  +  bx"  +  Cx'  +  D  -+-  i 

-  x  {Ax'"  +  Bx1  -+  Cx'       D  -+-  /,'  ; 
d'où  l'on  tire  ces  équations 

A      a2C  ^«B, 

B^fA       aC, 

C       a2B  =    a  A,  • 

D  +  h  =  a»  (D  +  k )  =  a  ( D  -4  /,  . 


I..i  seconde  donne 


H       y\,     C       a  A, 


et  ces  valeurs  satisfont  aussi  en  même  temps  à  la  première  et  à  la  troi- 
sième, ;i  cause  de  «'=  i  ;  quant  à  la  quatrième,  elle  donnera 

l»      /.      <>,     et  pnr  conséquent    1)      -  I,  ; 
ainsi  la  fonction  proposée  sera  de  la  forme 

\    x'  -h  oi? x1'  -f-  cr.x"    —  /. , 

qui,  en  faisant  /•     o,  est  précisément  la  même  à  laquelle  nous  avons  été 
conduits  à  posteriori  dans  la  Section  citée  (5  . 
III 
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107.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  quatre  racines,  x' ,  x",  x"',  xlv, 
ce  qui  est  le  cas  des  équations  du  quatrième  degré;  et,  considérant  la 
l'onction  générale  f[{x')  (x")  {x'")  (VV)J ,  on  trouvera  qu'elle  devra  dé- 
pendre d'une  équation  du  degré  1.2.3.4  dont  les  vingt-quatre  racines 
seront (96) 


/{(*'    ■  x"    {xa)(x" 
f[<x'"  ){x"  )(x'   ){x" 
f[{x'    i   x1"  ,:x"      x" 
f[ix")(x"  )(x'"  )(x' 
f[(x'"  ){x"  )\x'--)<x' 
f[{x")   x'"    {x"  ){x' 
f[(x'  )(*")(«•     x" 
f[\x'"  )  (.r'M  [x'  ){x" 
f[(x'  ){x"'){x"     x" 
f[(x'   ){x"  ){x'-){x'"  \ 
f[(x")(x"){x'     IX'" 
f[(x'       ,rM    {x"  ){x'") 


f[(x"  'x'  \{x'")  x"  ], 
f[{x"  )'x'")'x'  )(*»)], 
f[{x"'  'x'  )<  x"  ){x")], 
f[(x"  \(x")(x"  x'  |], 
f[(x"  )  x'"  \{x"  x'  )], 
f[(x'"  \{x")  x"  [x'  )], 
/[  xIV)(x'  ){x'")(x")], 
f[(xl*){x'"  •  x'  |  {x"  i], 
f[{x'"  ){x'  ){x"){x"  j], 
f[ix"  ){x'  x"  x"'  }, 
f[(x")[x"  x'  x"')], 
f[{x"){x'  ){x"  ){x'")]. 


11  faudra  donc  tacher  d'abaisser  cette  équation  à  un  degré  moindre  que 
le  quatrième,  c'est-à-dire  au  second  ou  au  troisième  degré,  et  il  convien- 
dra de  choisir  ce  dernier,  comme  étant  le  plus  haut  qu'on  puisse  admettre 
dans  cette  recherche.  Pour  cela,  il  faudra  donc  faire  en  sorte  que  les 
vingt-quatre  racines  que  nous  venons  de  trouver  soient  égales  huit  à  huit, 
et  l'on  y  parviendra  en  comparant  ces  racines  les  unes  avec  les  autres  de 
toutes  les  manières  possibles,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  une  combinaison 
qui  donne  justement  huit  racines  égales,  car  alors  les  seize  autres  seront 
aussi  égales  huit  à  huit  (97). 

Supposons  d'abord 

f[{x'){x"){x"'){x")]^f[{x"     x'     x       x-)}, 

en  sorte  que  la  fonction  proposée  soit  de  la  forme/ [(x,  x      x     [a?"j\,  et 
lotîtes  les  racines  deviendront  égales  deux  à  deux,  de  manière  que  l'équa- 
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lion  ne  montera  plus  qu'au  douzième  degré  (98).  Supposons  ensuite 
qu'on  ait  aussi 

f[  x',  x")  x"' )  {#")]=  f[{x',  x"){x"){x"')}, 

rYst-à-dire  que  la  forme  de  la  fonction  soit /[(#',  x")  {x'",  xlv)],  l'équa- 
tion se  réduira  par  là  au  sixième  degré.  Enfin,  si  l'on  suppose  encore 
qu'on  ail 

f[\  x',  x"  |  [x'",  x")}  =f[{x'",  x'-)\x',  X")], 

c'est-à-dire  que  la  fonction  proposée  soit  telle,  qu'elle  ne  change  point 
lorsqu'on  y  échange  à  la  fois  .r'et  .r"en  x'"  et  xxv,  elle  se  trouvera  réduite 
à  l'état  demandé,  puisqu'elle  n'admettra  plus  que  ces  trois  variations 

f[(x',  x"  <x'",  *»)],    f[(x',  x'"  ii",  *«)],    f[(x',  a?"    x' ,  x'")], 

de  sorte  qu'elle  ne  pourra  dépendre  que  d'une  équation  du  troisième 
degré,  dont  ces  trois  fonctions  seront  les  racines. 

Pour  trouver  la  forme  générale  de  la  l'onction  dont  il  s'agit,  je  prends, 
comme  dans  le  n"  105,  une  autre  fonction  quelconque,  désignée  par 
?[(.x' j(x")(x'")(x'v)\,  et  je  la  réduis  d'abord  à  la  forme  f[(x',  x")  (x'", a?,v)] , 
pour  qu'elle  demeure  la  même  en  y,  changeant  x'  en  x'  ou  a?"' en  a?,v;  sup- 
posant maintenant,  pour  plus  de  simplicité, 

y'  =  o['.r',    x"      .r",  x"   ], 
r"      <p[  *",  r'y    *',    ''"    |» 

il  est  clair  que  toute  fonction  de  la  forme  /[{&',  x")  (x'",  r'\  pourra 
s'exprimer  par  une  fonction  dey'  et  y-,  de  sorte  qu'on  pourra  représen- 
ter, en  généra] ,  la  fonction  cherchée  par/|  (y' ,  y" '  )  ]  ;  mais  il  faut ,  par 
l'hypothèse,  que  cette  fonction  demeure  aussi  la  même  en  y  changeant  à 
la  fois  .r  et  .r"  en  .r"  et  .r'v;  donc,  puisque  par  ces  permutations  les  deux 

quantités  y'  et  y"  se  changent  l'une  dans  l'autre,  il  faudra  que  la  fonc- 
tion /[{y')  {y")]  soit  de  la  l'orme  J"\  'y',  y")  J . 

Ainsi  l'expression  générale  de  la  fonction  cherchée  sera 

5o. 
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en  effet,  si  l'on  fait 

z'  =  cp  [{x1,  x'"  )  {x",  X"j], 
z"=<?[{x",x"){x',  x"')], 

et  ensuite 

iï  =- v?[{x' ,  x")  (x",  x'"  )}, 

u"=  çp  [(x",  x'"  )  f  x',  x'v i], 

il  est  facile  de  voir  qu'en  faisant  telle  permutation  qu'on  voudra  entre  les 
quatre  racines  x',  x",  x'",  xlv,  il  n'en  résultera  jamais  que  ces  trois  fonc- 
tions différentes 

de  sorte  qu'elles  seront  nécessairement  racines  d'une  même  équation  du 

troisième  degré. 

On  pourra  donc  par  la  résolution  d'une  équation  du  troisième  degré 

déterminer  la  valeur  de  toute  fonction  telle  que  f[(y', y")]-  Ainsi,  si 

l'on  suppose  que  les  quantités  y'  et  y"  soient  les  racines  de  cette  équation 

du  second  degré 

y2  —  ay  -\-  b  =  o, 

chacun  des  coefficients  a  et  b  sera  donné  par  une  équation  du  troisième 
degré,  puisqu'il  sera  de  la  forme/ [(j',j")j  ;  de  sorte  que  par  là  on  con- 
naîtra les  deux  quantités  y'  et  y".  Or  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis, 
<jue  la  fonction  f  [{x  ,  x"  )  (x'",  xlv)]  ne  renferme  que  les  deux  racines  x' 
etx",  en  sorte  qu'elle  soit  simplement  de  la  forme  <p  [(x' ',  x")],  on  aura 

y' =  <p  [{x',  x"  i]     et     y"  =  ®[[x'",  x'*  )]; 
donc,  si  l'on  prend  x'  et  x"  pour  les  racines  de  l'équation 

x1  —  fx  -+-  g—   o, 

et  x'",  xlv  pour  celles  de  l'équation 

x2  —  hx  -t- 1  =  6, 

les  valeurs  des  coefficients  y,  g,  h,  l  ne  dépendront  que  d'équations  du 
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troisième  et  du  second  degré;  et  ces  valeurs  étant  connues  on  aura  celles 
des  quatre  racines  cherchées  par  la  résolution  des  deux  équations  précé- 
dentes du  second  degré. 

Tel  est  le  principe  général  auquel  se  rapportent  la  plupart  des  méthodes 
pour  la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré,  comme  on  peut  le 
voir  par  l'analyse  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  Section  II. 

En  effet,  si  l'on  fait 

9[{x',x")]  =  x'  +  x"   ei  f[(r',r")]  =  {r'-r")*> 

il  en  résultera  la  solution  du  n°  32,  et  faisant 

<?[{x',x")]  =  x'x"  et  /[(r',r")]=r'+r"' 

il  en  résultera  celle  du  n°  31,  et  ainsi  des  autres. 

108.  On  peut  encore  dériver  la  résolution  des  équations  du  quatrième 
degré  d'un  autre  principe,  en  faisant  une  combinaison  différente  des 
vingt-quatre  fonctions  du  n°  106.  Car,  si  l'on  suppose  d'abord 

f[(x')(x")   x"')   x")]=f[{x")(x'»)(x")(x')], 

c'est-à-dire  que  la  fonction  demeure  la  même  en  y  changeant  ii  la  fois  x 
en  x",  x"  en  x'",  x"  en   rlv  el  .rlv  en  .r',  on  trouvera  ensuite 

f[(a       a        >■      x'  ]=/|   *'"     x"){x'){x"    , 
et  de  là 

et  enfin 

/     *»     .r       r       x»)]=f[(x'      y       >         r")]; 

de  sorte  que  les  fonctions 

/    *•      .        **)(*")].    /[(j        i        C       • 

/['■'       ,',,,/,        -,        ,      . 

seront  égales,  el  qu'il  n'y  aura  que  ces  quatre  qui  le  seront  ;  d'où  il  s'en- 
suit tpie  les  quatre  fonctions  dont  il  s'agit  seront  égales  quatre  à  quatre, 
if  qui  conduira  d'abord  à  une  équation  du  sixième  degré. 
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Maintenant,  si  l'on  suppose  encore  cette  égalité 

f[(x'  )  !  x"  )  ix'" r  *1V)]  =/[{*")  fx'")  (*"  i  '  x')}, 

c'est-à-dire  que  la  même  fonction  reste  aussi  invariable  en  y  changeant  à 
la  fois  x'  en  xlv  et  x"  en  x'",  et  vice  versa,  il  en  résultera  encore  quatre 
autres  fonctions  égales  aux  précédentes,  savoir 

f[{x^){xm){x"  ){xJ  )],      f[{x"'){ûS"  ){x'  )(*"}], 
f[(x"  )(x')(x")(x'")],     f[ix'  \{x"  [x'"     ,r";], 

moyennant  quoi  les  vingt-quatre  fonctions  du  numéro  cité  se  trouveront 
égales  huit  à  huit,  et  ne  dépendront  plus  que  d'une  équation  du  troi- 
sième degré. 

Or,  en  prenant  une  autre  fonction  quelconque  des  racines  a;',  x",  x'", 
x"',  qu'on  désignera  par  la  caractéristique  o,  et  désignant  par  y',  y",  y'", 
rIV,  yy,  y",  JVI1>  JV1"  les  huit  fonctions  suivantes 

<f[{x'  ){x"  )[x'"  )(x1")],  <p[(x"  ){xr"){x"){x'  )■], 

o[(x'"  )\xiy)ix'  ){x"  )],  f[{x'v){x'  ){x")(x"')], 

9  [(x>")(x'")(x"  )(x'  )],  (d[{x'"  ){x"  ){x'  )(x")], 

<ç[{x"){x'  ){x")(xm)],  <p[(jr'   )(x")(x"'){x")], 

qui  répondent,  comme  on  voit,  aux  huit  fonctions  égales  ci-dessus,  on 
pourra  représenter  toute  fonction,  qui  doit  demeurer  la  même  soit  en 
changeant  x'  en  x",  x'  en  x'",  x'"  en  ^rIV  et  ^r,v  en  x',  soit  en  changeant  x' 
en  xlv  et  x"  en  x'",  par  celle-ci 

/[> r'> r"> r'">  >"v>  r,ri,  r",  jviii)]j 

car  il  est  facile  de  voir  que  par  ces  échanges  les  quantités/',  y",  y'",... 
ne  feront  que  s'échanger  les  unes  dans  les  autres. 

Cette  fonction  aura  donc  la  propriété  de  ne  conduire  qu'à  une  équa- 
tion du  troisième  degré;  en  effet,  si  l'on  désigne  par  z' ,  z",  z'",  z,v,  zv, 
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zVI,  zv",  zVIU  ces  huit  fonctions-ci 

o     x"  )  (x'  ){x'"  )  :  a?"  ],  9  [(  x'"  |  I  x"    I  .r"  ;  ;  .r'   |], 

tp[  xIV)(x"')(x'  ){x"  )},  <?[{x'  ){x'v){x"){x'"   }, 

<?[{x"'  i'x'-}<  x"  ){x'  )},  <o[{x"      x"'      y      .r"  ■], 

y[{x'  )  [x")  (x")  [x"')]f  o[\x'")(x'   \{x'"  ){x"    J, 

et  par  u,  u",  u'",  un ,  uw,  uvl,  uvn,  uy"1  ces  huit  autres-ci 

y[{x'"  ){x'  )(xlv)(x"  i],  vi  ■'",  #'  •*''      •'"    l> 

y     .r'   |  (x'"  1 1  x"  )  (a?"  |],  9  [  .r"  .r1"  *'  )  (  x'"  )], 

?[(.r"  ]ix"r.r'   )(*'")],  v  [  ■*''  '  •r'"  .*"v)  (*")], 

s>[  .r-ji.r"  \{x"'     x'    ],  <p[  .r'"  (*'  )  x*v)  (ar*  )], 

on  verra  aisément  que,  quelques  permutations  que  l'on  fasse  entre  les 
quatre  racines  x',  x",  x'",  x1*,  on  n'aura  jamais  que  ces  trois  fonctions 
différentes 

/[  .>■'>.>'  ..>..>"v>'v.r',r".r"')]. 

f\    z',  z",  a'",  z'v,  z\  z"',  z"\  z"'"  )], 

f      U1,    II    ,    U'",    H'"',    ll\    II"  ' ,   II"  " ,    Il    "  ' 

qui  seront  par  conséquent  racines  d'une  équation  du  troisième  degré. 

Ainsi,  la  résolution  générale  de  ce  degré  étant  supposée,  on  pourra 
déterminer  toutes   les  fonctions  de   la  forme  des  précédentes;  mais, 

comme  les  quantités  y1,  y", ... ,  z',  z  //',  ?/",...  entrent  de  la  même 

manière  dans  ces  sortes  de  fonctions,  il  est  clair  que  leur  détermination 

dépendra  enrôle  de  trois  équations,  chacune  du  huitième  degré. 

Il  Faudra  donc  tâcher  de  nouveau  de  rabaisser  ces  équations  au-dessous 
du  quatrième  degré:  c'est  ce  qu'on  obtiendra  en  supposant  que  la  fonc- 
tion représentée  par  la  caractéristique  v  s0'1  telle,  qu'elle  demeure  la 
même  en  j  changeant  x  en  x",  -r'  en  *  .  x  en  a»"  et  •»■'  en  x  :  car  alors 
les  quatre  quantités  y',  y  .  y  ,  v'  deviendront  égales,  et  les  quatre 
autres  J    ,  »",>-v",yv'"  aussi  égales;  et  il  en  sera  de  même  des  quantités 

correspondantes  s',  z  et  u',  u  , 
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De  celle  manière  les  trois  fonctions  précédentes  pourront  s'exprimer 
simplement  par  les  formules 


/[(r'.r)]»  /[(«',  *v)]>  /[«'.  »v 


• 


et  les  quantités  y',  yy\  z',  zy;  u! ',  mv  seront  les  racines  de  trois  équations 
du  second  degré  telles  que 

y*  —  ay  -t- 6  =  o, 

z-  —  cz  -+-  d  =  o, 
"2  — /"  "+■  g  =  o» 

où  les  coefficients  a,  c,  y  seront  racines  d'une  équation  du  troisième  de- 
gré,  ainsi  que  les  trois  autres  coefficients  b,  cl,  g. 

11  ne  reste  donc  qu'à  trouver  la  forme  que  doit  avoir  la  fonction  f 
pour  que  les  conditions  prescrites  aient  lieu.  Pour  y  parvenir  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  on  prendra  une  autre  fonction  quelconque  de  x', 
x",  x'",  xlv,  qu'on  désignera  parla  caractéristique  <I>  :  on  formera,  comme 
ci-dessus,  les  vingt-quatre  fonctions  qui  répondent  aux  vingt-quatre  per- 
mutations qu'on  peut  faire  entre  les  racines  x',  x",  x"',  xlv;  et  l'on  dési- 
gnera ces  fonctions  par  les  quantités  Y',  Y",...,  YVUi,  Z',  Z",...,  ZVI", 
U',  U",...,  Uv,n;  c'est-à-dire  qu'on  changera  dans  les  formules  ci-dessus 
la  caractéristique  o  en  <[>,  et  les  petites  lettres  y,  z,  u  dans  les  grandes 
lettres  Y,  Z,  U.  Ensuite,  en  prenant  de  nouveau  la  caractéristique  ç  pour 
désigner  une  fonction  quelconque,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura,  en  gé- 
néral, 

r'=--cp[(Y',Y",Y'",Y")],  r  =  ?l<Y\Y',Y"',Y— )], 
z' =<?[iZ',Z",  Z'",  Z")],  zv  =  <p[(ZT,  Z",  Z"',  Z""  |], 
«'  =  <p[(U',  U",U'",  U")],     «'  =  <p[(Uv,U:x,  UT",U*»'     . 

De  la  il  est  aisé  de  conclure  que  la  détermination  des  fonctions  Y',  Y", 
Y'",  Ylv  dépendra  maintenant  d'une  équation  du  quatrième  degré,  ainsi 
que  celle  des  fonctions  Yv,  YVI,  YVI1,  Yvm,  et  il  en  sera  de  même  des 
autres  fonctions  Z',  Z",...,  ZVI"  et  U',  U",...,  lvni,  qui  dépendront  aussi 
quatre  à  quatre  d'équations  du  quatrième  degré. 
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Soit  donc 

Y4  —  AY3  +  BY2  -  CY  +  D  =  o 

l'équation  dont  les  racines  seraient  Y',  Y",  Y'",  YIV;  il  est  clair  qu'on 

pourra  la  résoudre  de  deux  manières  : 

i°  En  faisant  disparaître  ses  puissances  impaires  pour  la  réduire  à  la 

forme 

Y*  +  BYJ+D  =  o. 

qui  est  résoluble  à  la  manière  de  celles  du  second  degré;  or  pour  cela  il 
faudra  que  les  racines  Y',  Y",  Y  ",  YIV  soient  deux  a  deux  égales  et  de 
signes  différents,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

Y'=-Y"     et    Y*=— Y". 

Ainsi  il  faudra,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  <I>  soit  telle,  que  l'on  ait 

$[l  x>     x"  |  !  x'"  |  (*")]  =  —  <I>  [;  x"  ;  (  x'"  1 1  .r'v  i  ;  x'  )], 

et 

<\>[(x'"     a?"   (*')(«*)]  =  — *[(***)  («*)(«*)(**)]ï 

c'est-à-dire  qu'elle  ait  la  propriété  de  devenir  négative  en  y  changeant  x' 
en  x",  x"  en  x'",  x'"  en  xxv  et  xlv  en  x';  auquel  cas  on  aura  aussi 

$[(x"  )(«■  1 1  a?"  |  (  x'  j]  =  -  $[(#"'  1 1  .r'v  i  (  x'  ,    .r"  )]  ; 

d'où  l'on  voit  qu'on  aura  en  même  temps 

Y'  =  —  Y",     Y"  =  -  Y"',     Y"  =  —  Y'T  ; 

c'est-à-dire 

Y'  =  YW=  —  Y"=—  Y": 

ce  qui  rendra  l'équation  en  Y  de  celte  l'orme 

(Y2— E)'=o,     c'est-à-dire     Y3  —  E      o. 

Et  il  est  facile  de  voir  que  les  antres  équations  dont  les  racines  seront 
les  quantités  Y\  Y",  YT",  Yv"\  OU  Z  ,  Z",  Z"',  Z'\  OU,  etc..  se  trouveront 

;nissi  par  la  réduites  ;•  la  même  forme,  puisque  ces  racines  ont  entre  elles 

III.  5l 
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la  même  relation  (ju'ont  les  racines  Y',  Y",  Y",  Y1V,  laquelle  consiste  en 
ce  que  l'une  dérive  de  l'autre  par  les  échanges  de  x  en  x",  x"  en  x'", 
x"  en  x"  eixïy  en  x '. 
Les  fonctions 

-y       |       />»"    •>*     -v  ' v  •y    /y*''' <>"     "V*  '  ' 

■A*      I     iA/  «A-  t//     «       tAs      JLr  tAs        \As  a 

et  d'autres  semblables,  auront  la  propriété  dont  il  s'agit. 
20  On  peut  aussi  rendre  résoluble  l'équation  générale 

Y«  -  AY3  +  BY2  -  CY  +  D  =  o, 

en  la  réduisant  à  deux  seuls  termes 

Y'  +  D  =  o; 

auquel  cas  les  quatre  racines  Y',  Y",  Y",  Y1V  seront  exprimées  ainsi 

^=T),     asJ/-^D,      a2^/~D,    .a^^T), 

en  prenant  i,  a,  a2,  a3  pour  les  quatre  racines  quatrièmes  de  l'unité;  de 
sorte  que  la  condition  pour  ce  cas  sera,  à  cause  de  a4  =  i , 

Y'=:«Y"=a2Y'"=a3Y'% 

c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  la  fonction  $  soit  telle,  qu'on  ait 

$>[{x'  )lx"  )(x'")(x,y)]  =  a  $[(x"  )  [x'" }  {  x'"  )  { x'  )] 
=  a.2<&[(x'")(x"){x'  ){x"  )] 
=  a*$[(x")(x'  )(x"  )(x'"  )}. 

Hit  alors  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  d'où  dépendent  les 
autres  quantités  Yv,  YVI,  Yvn,  Yvm,  Z\  Z",...  se  trouveront  aussi  réduites 
au  môme  état,  par  la  raison  énoncée  ci-dessus. 

Il  est  facile  de  trouver  que  la  fonction 

x'  ■+-  xx"  +  ofx'"  -+-  a?x,y 

aura  la  propriété  requise;  d'où  l'on  peut  conclure  que  l'analyse  précé- 
dente contient  le  fondement  de  la  méthode  du  n°  47. 
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109.  Voilà,  si  je  ne  me  trompe,  les  vrais  principes  de  la  résolution  des 
équations  et  l'analyse  la  plus  propre  à  y  conduire;  tout  se  réduit,  comme 
on  voit,  à  une  espèce  de  calcul  des  combinaisons,  par  lequel  on  trouve 
à  priori  les  résultats  auxquels  on  doit  s'attendre.  11  serait  à  propos  d'eu 
faire  l'application  aux  équations  du  cinquième  degré  et  des  degrés  supé- 
rieurs, dont  la  résolution  est  jusqu'à  présent  inconnue;  mais  cette  appli- 
cation demande  un  trop  grand  nombre  de  recherches  et  de  combinaisons, 
dont  le  succès  est  encore  d'ailleurs  fort  douteux,  pour  que  nous  puissions 
quant  à  présent  nous  livrer  à  ce  travail;  nous  espérons  cependant  pouvoir 
y  revenir  dans  un  autre  temps,  et  nous  nous  contenterons  ici  d'avoir  posé 
les  fondements  d'une  théorie  qui  nous  parait  nouvelle  et  générale. 

110.  Avant  de  terminer  celte  Section,  nous  croyons  devoir  encore 
traiter  en  peu  de  mots  de  la  réduction  ou  abaissement  des  équations  à 
un  moindre  degré,  qui  a  lieu  lorsqu'il  y  a  entre  quelques-unes  des  racines 
de  l'équation  proposée  quelque  relation  donnée.  Car,  quand  toutes  1rs 
racines  d'une  équation  ont  entre  elles  les  mêmes  rapports,  l'équation  est 
alors  nécessairement  et  essentiellement  d'un  degré  égal  au  nombre  des 
racines,  et  il  est  impossible,  généralement  parlant,  qu'elle  puisse  s'abais- 
ser à  un  moindre  degré.  C'est  ainsi,  par  exemple,  (pie  le  Problème  de  la  tri- 
section de  l'angle,  considéré  eu  général,  est  nécessairement  du  troisième 
degré,  puisqu'il  va  trois  différentes  manières  d'y  satisfaire,  lesquelles 
conduisent  toutes  à  une  même  équation,  où  les  trois  solutions  sont  éga- 
lement renfermées.  Cependant  il  y  a,  comme  un  sait,  des  cas  particuliers 
OÙ  l'on  réussit  il  rabaisser  ce  Problème  au  second  degré,  parce  qu'il  y  a 
alors  un  rapport  particulier  entre  deux  des  racines  de  l'équation. 

Il  eu  est  de  même  de  tous  les  Problèmes  et  de  toutes  les  équations,  S'il 

\  a  une  relation  particulière  entre  quelques-unes  des  racines  d'une  équa- 
tion quelconque,  on  est  assuré  qu'elle  peut  s'abaisser  à  un  moindre  de- 
gré; et  si  l'on  connaît  à  priori  cette  relation,  OU  par  la  l'orme  même  de 
l'équation,  on  par  la  nature  du  Problème  qui  J  a  conduit,  on  pourra  tou- 
jours trouver  la  réduction  dont  elle  est  susceptible. 

M.  Ilndde  est  ,  je  «rois .  le  premier  qui  ail  traite  (elle   matière  dans  la 
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Lettre  De  reductione  equationum  qui  est  imprimée  à  la  suite  de  la  Géomé- 
trie de  Descartes.  Il  y  fait  voir  comment  une  équation  peut  être  abaissée 
a  un  moindre  degré  lorsqu'il  y  a  entre  quelques-unes  de  ses  racines  une 
relation  telle,  que  leur  somme,  ou  la  somme  des  produits  deux  à  deux, 
ou  des  produits  trois  à  trois,  ou,  etc.,  est  nulle  ou  égale  à  une  quantité 
donnée;  comme  aussi  lorsqu'elle  renferme  des  racines  égales  ou  des  divi- 
seurs commensurables  quelconques.  D'autres  Géomètres  se  sont  ensuite 
exercés  sur  cette  matière  et  ont  perfectionné  et  étendu  plus  loin  les  règles 
et  les  méthodes  de  M.  Hudde  {voyez  surtout  l'excellent  Ouvrage  de 
M.  Waring  cité  ci-dessus);  mais  on  peut  encore  envisager  ce  sujet  d'une 
manière  plus  générale  d'après  les  principes  établis  dans  les  nos  100  et 
suivants. 

111.   Si,  dans  l'équation  du  degré  p. 

X'1-  -+-  mx'f  -+-  nx*~2  -h  px^~3  -+- . . .  =  o, 

dont  les  racines  sont  ce',  x",  x "',...,  xw,  on  suppose  qu'il  y  ait  une  rela- 
tion connue  entre  quelques-unes  de  ces  racines,  comme  entre  celles-ci  x', 
x",x'",...,  xa>,  X  étant  plus  petit  que  /x;  il  est  d'abord  clair  que  cette 
relation  pourra  toujours  s'exprimer  par  une  équation  dont  le  premier 
membre  sera  une  fonction  algébrique  de  x',  x",  x'",...,  x'l);  de  sorte 
qu'on  connaîtra  par  ce  moyen  la  valeur  d'une  fonction  telle  que 

f[(x'){x")(x"')...{xO-))]. 

Or  : 

i°  Si  l'équation  dont  nous  parlons  est  telle,  qu'elle  n'ait  lieu  qu'entre 
les  racines  x',  x",  x'",...,  x{)\  et  même  d'une  seule  manière,  en  sorte 
qu'elle  cesse  d'être  vraie  si  l'on  fait  une  permutation  quelconque  entre 
ces  racines,  alors  on  pourra,  généralement  parlant,  déterminer  la  valeur 
de  chacune  des  racines  x',  x",  x'",...,  x{l]  en  particulier  sans  la  résolution 
d'aucune  équation,  de  sorte  que  dans  ce  cas  ces  racines  seront  nécessai- 
rement toutes  commensurables  (104).    . 

2°  Si  l'équation  qui  renferme  la  relation  donnée  entre  les  racines  x', 
x",  x'",...,  x'l)  n'a  lieu  à  la  vérité  qu'entre  ces  racines,  mais  qu'elle  sub- 
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siste  cependant  en  y  changeant,  par  exemple,  x  en  x",  alors  on  verra 
par  le  numéro  cité  que  les  deux  racines  x',  x"  dépendront  nécessaire- 
ment d'une  équation  du  second  degré,  telle  que 

x2  —  ax  -+-  h  =  o, 

dont  les  coefficients  a  et  b  seront  commensurables. 

3°  De  même,  si  l'équation  en  question  est  telle,  qu'elle  soit  vraie  aussi 
lorsqu'on  y  change  x'  en  x"  et  en  x'",  les  trois  racines  x',  x",  x'"  dépen- 
dront alors  d'une  équation  du  troisième  degré,  telle  que 

.r1  —  ax2  +  bx  —  c  =  o, 

où  les  coefficients  a,  b,  c  seront  commensurables,  et  ainsi  de  suite. 

4°  Si  l'équation  qui  n'a  lieu  que  d'une  seule  manière  entre  les  racines 
x ',  x",  x'",...,  x°!,  comme  dans  le  premier  cas,  a  lieu  aussi  en  même 
temps  entre  les  racines  a?(W,),  x<l+'2),  a?(X+3),...,  a?(2)°,  alors,  comme  la 
fonction /[(a?')  {x")  (x'") ...  (x{1))]  demeure  la  même  en  y  changeant  x' 
en  a7(*rM),  x"  en  .r()+2\...,  il  est  clair  que  les  racines  x',  a?()i~t",)  dépendront 
d'une  équation  du  second  degré,  comme 

x2—  oex  -+-  (3  =  o, 

où  y.  el  /3  seront  commensurables;  et  il  en  sera  de  même  des  racines  a?", 
x(1+2>,  des  racines  x'",  .r  /+:l  ,  et  ainsi  des  autres. 

De  même,  si  l'équation  a  lieu  également  entre  les  racines  .r  .  x",  x  

/  .  entre  les  racines  .//t,),  x{l+2),  a?(X+8),...,  a?2"  et  entre  les  racines 
/  -  '  ,.r  '>'■■  ,.r  2)+:,1,...,a-3>  ,  alors  les  racines  x' ,  x  "'  '  '  ,  x  '-'  '  '  dépen- 
dront (l'une  équation  du  troisième  degré,  telle  que 

.r-1  —  a. x2  -+-  £>x  —  •/  =  o, 

OÙ  ?,  |3,  y  seront  commensurables;  cl  il  en  sera  de  même  des  racines  a?  , 
-  ,  ./  J'    -'  ,  des  racine-  >    .  a         .   '  !U8),  et  ainsi  de  suite. 

5°  Mais  si  l'équation  qui,  comme  dans  le  deuxième  cas.  a  lieu  de  deux 
manières  différentes  entre  les  racines   i  .  i  .  i   .....  .>■  '  ,  avait  lieu  de 
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même  entre  les  racines  xa+,),  x{l^2),  x{''^],...,  a?(aX),  alors  on  aurait  pa- 
reillemenl  pour  les  racines  x',  x"  l'équation  du  second  degré 

x2  —  a!  x  -t-  b'  =  o, 

et  de  même  pour  les  racines  x &+*),  xll+2)  l'équation  du  second  degré 

x2  —  a"  x  -f-  b"  ==  o, 

où  les  coefficients  analogues  a',  a"  seraient  racines  d'une  autre  équation 
ilu  second  degré,  telle  que 

a-  —  a«4-|3  =  o, 

y  et  (i>  étant  commensurables;  et  il  en  serait  de  même  des  coefficients  b 
et  b". 

Et,  si   la  même  équation  avait   lieu  aussi   parmi  les  racines  x  -'"", 

x  2Vt~2),  x{2U "3),...,  x{3",  alors  on  aurait  pour  les  racines  x',  x"  l'équation 

x'1  —  a!  x  -t-  //  =  o, 
pour  les  racines  xc'+i>,  xc'-+2>  l'équation 

x-  —  a " x  -+-  b"  —  o, 
et  pour  les  racines  x{2l+,),  xt2X^2}  l'équation 

x2  —  a'"x  -f-  b'"  =  o, 

où  les  coefficients  a',  a",  a"  seraient  eux-mêmes  racines  de  l'équation 

a3  —  a  a2  4-  (3  a  —  y  =  o, 

a,  |3,  y  étant  commensurables;  et  il  en  serait  de  même  des  coefficients  b  . 
b",  b". 

Et  ainsi  de  suite. 

6°  On  fera  le  même  raisonnement  sur  le  troisième  cas,  où  l'on  suppose 
que  la  même  équation  ait  lieu  entre  les  racines  x',  x",  x'",...,  x (X)  en  y 
changeant  x'  en  x",  en  xm\  car,  si  cette  équation  subsiste  également 
entre  les  racines  .r  )"Ml,  x"^2],  .r""*"3',...,  x{-'] ,  alors  les  racines  x' ,  x" ,  x 
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dépendront  de  l'équation  du  troisième  degré 

x3  —  a!  x2  -+-  b'x  —  c'  =  o, 
et  les  racines  œa+v ,  xiXjr2\  x0+v  (|e  l'équation  analogue 

x3  —  a!'  x2  -4-  b'x  —  c"  =  o, 
où  les  coefficients  a'  et  a"  seront  donnés  par  l'équation  du  second  degré 

a2  —  xa  -T-  j3  =  o, 

a  et  |5  étant  rationnels;  et  il  en  sera  ainsi  des  coefficients  //,  6"  et  c',  c". 
Par  la  même  raison,  si  l'équation  dont  il  s'agit  subsistait  aussi  entre 
les  racines  a?(2VM),  x(2l+2},  a?(aXrl~8),...,  ,rr3)),  on  aurait  de  plus  pour  les 
trois  racines  ^(2)+,),  ■r!2)'~H2),  xl2l+3)  l'équation 

x'  —  a'"^2  +  b"'x  —  c'"  =  o, 
ef  les  coefficients  a  ,  a",  a'"  seraient  dans  ce  cas  les  racines  de  l'équation 

a3  —  xa2  -+-  (3a  —  y  =  o, 


du  troisième  degré 


«,  |3,  y  étant  rationnels;  il  en  serait  de  même  des  coefficients  b',  b",  h 
et  c',  c",  c'". 

On  voit  assez  par  là  les  conséquences  analogues  que  l'on  peut  tirer 
pour  les  autres  cas;  on  doit  seulement  se  souvenir  que  ces  conclusions 
peuvent  souffrir  quelques  exceptions  dans  les  cas  particuliers  des  racines 
égales   104  . 

112.  Pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire  par  quelques  exemples, 
considérons  d'abord  les  équations  qu'on  appelle  réciproques,  et  qui  sonl 
telles,  que  les  coefficients  des  tenues  èquidistants  des  extrêmes  sonl 
égaux,  de  cette  manière 

m  ,  h  i        t  .  .  .  i   n  >     •    dix  4-  i  -.    o; 

il  est  visible,  par   la    l'urine  de  celle  équation,  qu'elle  demeure  la   inenie 
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en  y  mettant  -  à  la  place  de  x;  d'où  il  s'ensuit  que  si  x'  en  est  une  ra- 
cine, —  en  sera  une  aussi,  de  sorte  qu'on  aura  x'x"—i,  c'est-à-dire 

x'x"  —  i  =  o  ;  par  la  même  raison  on  aura  x'"xlv—  i  =  o,  xyxvl  —  i  —  o, 

On  a  donc,  dans  ce  cas,  une  équation  entre  les  racines  x',  x",  qui 
subsiste  aussi  en  changeant  x  en  x",  et  qui  a  lieu  de  même  entre  les  ra- 
cines x'",  xlv-,  entre  xv,  xVI, Donc,  ces  racines  seront  renfermées  deux 

à  deux  dans  les  équations  suivantes,  dont  le  nombre  sera  —  ou  - —  > 

x-  —  a!  x  -+- 1  =  o, 
x2  —  a"x  -+- 1  =  o, 
x2  —  a'"x  -+- 1  =  o, 


les  coefficients  a  ,  a",  a",...  étant  racines  d'une  même  équation  du  de- 

gré  —  ou 5  suivant  que  jjl  sera  pair  ou  impair,  comme  nous  l'avons 

déjà  démontré  par  une  méthode  particulière  (22).  Voyez  aussi  sur  ce 
sujet,  outre  les  Miscellanea  analytica  de  M.  Moivre,  le  tome  Ier  des  Com- 
mentaires de  Bologne,  et  le  tome  VI  des  anciens  Commentaires.de  Péters- 
bourg. 

Au  reste  on  peut,  par  les  principes  établis  ci-dessus,  rendre  raison 

pourquoi  la  substitution  de  y  =  x  -\ —  que  nous  avons  employée  dans  le 

numéro  cité  doit  conduire  à  une  réduite  du  degré  —  lorsque  /ut.  est  pair. 

Car  il  est  clair  que  les  valeurs  de  y,  c'est-à-dire  les  racines  de  l'équation 
en  y  seront 

x'  H p       x"  H t.,       X1"  H -.,       X"  H — j  •  •  •  ? 

x  x"  X  x" 

mais  on  a  x'  =  —:,  xIV  =  — ■•>  ■  ■  ■ ,  donc  ces  racines  seront 

X  X 

JH ;•)        —  -\-  X  ,        X    ■+•  — ^  J        — -jf    -1-  X    ,...  , 
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et  par  conséquent  égales  deux  à  deux;  de  sorte  que  l'équation  en  y,  qui 
devrait  être  naturellement  du  degré  \j.,  s'abaissera  d'elle-même  au  de- 

,    a 

gre  f- 

On  pourrait  aussi  employer  une  autre  substitution  qui  abaisserait  de 
même  l'équation,  mais  en  faisant  disparaître  toutes  les  puissances  im- 

paires  de  l'inconnue;  c'est  celle-ci  x  = — »  laquelle  donne  y= ; 

'  i  +  y        ^  i  +  x 

car  alors  les  racines  de  la  transformée  en  v  seraient 

i  —  x'       I  —  x"       \  —  x'"       i  —  x1* 


14  X'  I  -f-  x"  I  -I-  x'"  I 


c'est-à-dire  (à  cause  de  x"  =  -^>  xiv  =  —■> 

\  X  X 


I  —  X  X    —  I  I  —  -  X  X 


I-4-X  X   -\-  \  1  A-  x  x    -\-  \ 


et  par1  conséquent  égales  deux  à  deux,  et  de  signes  contraires. 

113.  Dans  l'exemple  précédent,  c'est  par  la  forme  même  de  l'équation 
qu'on  a  reconnu  la  relation  qu'il  doit  y  avoir  entre  ses  racines,  et  qui  la 
rend  susceptible  de  réduction;  mais  on  peut  aussi  déduire  cette  connais- 
sance de  la  nature  même  du  Problême  qu'on  a  à  résoudre;  c'est  ce  qu'il 
est  bon  de  (aire  voir  par  quelques  exemples. 

Soit  proposé  de  trouver  quatre  quantités  en  proportion  continue,  dont 
la  somme  soit  donnée  ainsi  que  celle  de  leurs  carrés. 

Nommant  ces  quantités  inconnues  .r,  y,  r,  u,  on  aura  par  les  condi- 
tions du  Problème  ces  quatre  équations 

xz  =  r2,    yu  =  z2, 
x-hjr+z-hu      a,     x7  -t-  r2  4  z'  |   //       /»  . 

a  et  h  étanl  des  quantités  connues. 

Pour  éliminer  plus  facilement  les  trois  inconnues  y,  z,  u.  el  avoir  une 
équation  finale  en  x,  je  fais  v  rx,  et  j'aurai,  par  les  deux  premières 
équations,  z      /■-'.».  u      /'».  valeurs  qui,  étant  substituées  dans  les 

III.  r)7 


MO  SUR   LA   RÉSOLUTION    ALGÉBRIQUE 

deux  dernières,  donnent  celles-ci 

x  (  i  -i-  r  -+-  r2  -f-  r3  )  =  a,     x*  |  r  -+-  r2  -f-  r*  -+-  r"    =  b', 

d'où  il  ne  s'agira  plus  que  d'éliminer  r. 

Pour  faciliter  cette  élimination  je  multiplie  la  première  par  i  —  r,  et 
la  seconde  par  i  —  r2,  j'ai  ainsi 

x(i  —  r4)  =  rt(i  —  /■),     x2(i  —  r*)  =  62(i—  /-'  , 

et,  divisant  cette  dernière  par  l'autre,  j'aurai 

#  (  i  -f-  r4  )  =  ; 


de  sorte  qu'on  aura  maintenant  ces  deux-ci 


x  (i  —  r4)  =  «(i  —  r),     x  (i  -+-  r4)  =  —  (i  +  r), 


d'où  il  est  facile  de  tirer 


a2  +  b2 —  2«.r 
r  —'       a2-b2 

iab2  —  (a2  ■+-  b2  )  x 


\a 


2—b2) 


x 


Si  l'on  substitue  maintenant  la  valeur  de  /•,  que  donne  la  première  de  ces 
équations,  dans  la  seconde,  on  aura  une  équation  finale  en  x  qui,  étant 
développée,  montera  au  cinquième  degré;  mais  si  l'on  substitue  la  même 
valeur  de  r  dans  l'équation  primitive 

x  (n-  r  ■+■  r%  -t-  r3  )  =  a, 

on  en  aura  une  en  x  qui  ne  montera  qu'au  quatrième,  et  qui  sera  l'équa- 
tion la  plus  simple  qu'on  puisse  avoir  pour  la  détermination  de  l'incon- 
nue x. 

Je  vais  prouver  maintenant,  sans  connaître  même  la  forme  de  cette 
équation,  qu'elle  doit  être  décomposable  en  deux  équations  du  second 
degi'é,  moyennant  une  autre  équation  du  second  degré  aussi. 

Pour  cela,  je  remarque  que  si,  au  lieu  de  chercher  l'inconnue  .r,  on 
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eût  cherché  l'inconnue  u,  on  serait  tombé  dans  une  équation  semblable; 
car,  faisant  z  =  su,  on  aurait  y  =  s2u  et  x  =  s[iu;  de  sorte  que  les  équa- 
tions en  s  et  u  seraient 

u  i  -+-  s  +  s2  -+•  s3  i  =  -  rt,    «-  (  i  -+-  s2  -+-  s*  -+-  *e  )  =  b2, 

c'est-à-dire  entièrement  semblables  aux  équations  en  x  et  r.  D'où  je  con- 
clus d'abord  que  la  valeur  de  l'inconnue  usera  nécessairement  aussi  une 
des  racines  de  l'équation  en  x  trouvée  ci-dessus. 

Or,  on  a  u  =  r'x,  et,  divisant  la  valeur  de  /'',  trouvée  ci-dessus,  par 
celle  de  r,  on  a 

iab2  —  <a2  -h  l>2)x 

;.3  _—    i '__  • 

>    a2  -f-  b2 —  ?.ax 
par  conséquent, 

iab2  —  (  cï  -\-  (P  i  x  ' 

U  =   ; -• 

a-  -+-  b-  —  ?.ax 

Ainsi,  si  l'on  dénote  par  x  ,  x",x'",xlv  les  quatre  racines  de  l'équation 
en  x  dont  il  s'agit,  ces  racines  seront  telles,  qu'on  aura 

2  ab2  —  (  a1  -+-  b1)  x' 

x  — :, r~- ; — ' 

a2  -h  b2  —  lax 

c'est-à-dire 

iax' x'  —    a2  +  b'  )   x'  -f-  x"  )  -h  2ttb2  =  o; 

or,  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  que  cette  équation  subsiste  entre  les 
deux  racines  a;',  a?"  qu'entre  1rs  deux  autres  x'",  xlv;  par  conséquent  on 
aura  aussi 

'tll'"x,v  (l      I     Ir  .     x'"-i     X'-      ■+-2<lbt  =  0. 

Voilà  donc  deux  équations  semblables  qui  ont  lieu  entre  les  racines 
x  ,  a  et  X  .  •/■",  el  qui  sont  de  plus  telles,  qu'elles  ne  changent  point  eu 
changeant  a?'  en  r  et  r  en  .rIV;  donc,  par  le  n°  1 1 1 ,  on  pourra  sûrement 
décomposer  l'équation  en  questionsdu  quatrième  degré  en  deux  autres 
du  second  degré,  telles  que 

'       f'x~^~  s  ~  °> 

'  I     >     h  g*         O, 

52. 
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où  les  coefficients/'  et/"  seront  racines  d'une  équation  du  second  degré 
ainsi  que  les  coefficients  g'  et  g". 

El  comme  ces  deux  équations  doivent  renfermer,  l'une  les  deux  ra- 
cines x ',  x",  et  l'autre  les  deux  autres  racines  x'",  xlv,  on  aura 

f  =  x'  -f-  x",     g'  =  x'x" ,    f"  —  x'"  4-  x'%     g"  =  x'"xx"  ; 

donc  on  aura 

zag'  —  (a2 H-  b2)f  -+-  i ab2  —  o, 

2  ag"  —  f  a2  -+-  b2  )  f"  -+-  7ab2  =  o, 

d'où 

(aJ+  b2)  f'—zab2 
g  = — » 

{a2+  b2)  f"  —  7ab2 

a-'  = ^ —  • 

b  ?.a 

De  sorte  que  les  deux  facteurs  de  l'équation  proposée  seront 

.        _  {a2+b2)f'-2ab2 

x2  —  f  x  -f- '-^ =  o, 

2  a 

\       -      ,    {a2  +  b2)  f" -  7ab2 

x2  —  f  x  + — =  o. 

7  7.(1 

Pour  le  faire  voir  et  trouver  en  même  temps  l'équation  dont  les  ra- 
cines seront/'  et/",  il  faut  chercher  d'abord  l'équation  du  Problème 
en  x.  Or  faisant,  pour  abréger, 

a2  -+-  b2  7a 

on  aura  r~c  —  ex,  et  cette  valeur,  étant  substituée  dans  l'équation 

x  (i  +  r  -f-  r* -+-  r3  )  =  a, 

donnera,  en  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  x,  celle-ci 

i  +  3c      .        i+îc  +  3c2     „       i  -l-  c  -+-  c2  +  c3  a 

X*  - X3  H x2 -  x  -\ —  o. 

e  e2  e*  e3 
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Maintenant,  à  cause  de 

fl!+è!        c  ,         c2—i 

=  -      et     62  =  — —  , 

ia  e  e1 

les  deux  facteurs  de  cette  équation  seront 

J  e  e1 

cf"        i  —  c- 

qui,  étant  multipliés  l'un  par  l'autre,  donnent 

x*  -  (/'+/"  i  *>  +  [/'/"  +  ~  [f+r  ) + ^^  J  *2 

La  comparaison  des  trois  premiers  termes  de  cette  équation  avec  ceux 
de  la  précédente  donne  d'abord 

/'+/"  = 
el  par  conséquent 


e 

2  (  I  —  C2  i  I  H-   2  C  H-   3  r.'-' 


Et  l'on  trouvera  que  ces  valeurs  de/'  ■+-/"  el  de/'/"  satisferont  aussi  à 
la  comparaison  des  autres  termes. 

Ainsi,  les  quantités /'  cl/"  seront  les  racines  de  cette  équation 

j,.         1+  3c    -  l-t-  C  -f-  2C' 

/ 2  — /  =  o. 

J'avoue  qu'on  peut  résoudre  le  Problème  précèdent  «rnne  manière 
plus  simple,  comme  Newton  l'a  fait  dans  son  Arithmétique  universel!* 
où,  ii  l'aide  d'un  certain  choix  entre  les  inconnues,  il  parvient  d'abord  à 
deux  équations  du  second  degré;  mais,  d'un  côté,  il  me  semble  que  la 
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solution  que  je  viens  de  donner  est  en  quelque  façon  plus  directe  et  plus 
lumineuse,  puisqu'elle  fait  voir  la  raison  pourquoi  l'équation  du  qua- 
trième degré,  à  laquelle  on  est  naturellement  conduit,  doit  être  résoluble 
au  moyen  de  deux  du  second;  et,  de  l'autre,  la  règle  que  Newton  établit 
pour  le  choix  des  inconnues  n'a  point  été  démontrée  par  cet  Auteur  et 
ne  peut  l'être,  si  je  ne  me  trompe,  que  par  les  principes  généraux  que 
nous  avons  établis  ci-dessus.  Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  nous  étendre 
sur  ce  sujet. 

114.  On  pourrait  aussi,  par  la  méthode  précédente,  résoudre  avec  la 
même  facilité  le  Problème  où  l'on  demanderait  un  nombre  quelconque  u. 
de  quantités  en  proportion  continue,  dont  la  somme  et  celle  de  leurs 
carrés  seraient  données. 

Car,  nommant  x  le  premier  terme  de  la  progression,  et  rx  le  second, 
on  aura  d'abord  ces  deux  équations 

x  (  i  -+-  r  -4-  r2  -+-  ;-3  -+- .  .  .  -+-    /'^-'   ]  =  a. 
xl  (  i  +  r2  -+-  rA  -+-  re  -+- .  .  .  -+-  r2^0)  =  b\ 

qui  se  changent  en  ces  deux-ci 

i(i-fi*)  =  a(i-r   , 
x2(i—  r2*)  =  bHi  —  r!  ; 

d'où  l'on  tire,  comme  plus  haut, 

à1  -+-  b2  —  iax 


r-  = 


rn_ 


iab'' -+-  {a1  -4-  b- \  x 


(a2—  b~   x 
La  valeur  de  r,  qu'on  peut  mettre,  comme  ci-devant,  sous  la  forme 

;•=  c  —  ex, 
étant  substituée  dans  la  première  équation,  donnera  celle-ci 

x  [ï  -+-  ( c  —  ex)  -h  (c  —  exf  -+-  ( c  —  ex)3  +  ....+  ( c  —  ex  :a_l  ]  —  a  = 
laquelle  sera,  comme  on  voit,  du  degré  (X. 
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On  prouvera  maintenant,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qu'on 
a  fait  plus  haut,  que  le  premier  terme  x  et  le  dernier  r^~{x  de  la  pro- 
gression continue  devront  être  également  racines  de  l'équation  précé- 
dente; mais  en  divisant  la  valeur  de  H*  par  celle  de  r,  on  a 

■?.ab2  —  ia2-+-  b2)  x 

r^"'  =  -. —  5 

x  (a2+  b2  —  ■zax) 

donc 

i  ab2—  (as+  b2)x 


;•*   'x  = 


a2-\-  b2  —  nax 


De  là,  en  nommant  x',  x" ,  x'",...,  a?(W  les  racines  de  l'équation  précé- 
dente, on  aura  cette  condition,  entre  les  deux  racines  a?',  x", 

i  ax'x"  —  [a1  -Y-  b2)  {x'  -+-  x"  )  4  ?-  ab2  =  o, 

el  comme  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour  qu'une  telle  relation  ait  lieu 
entre  les  racines  x',  x"  qu'entre  les  racines  a?'",  rIV,  ou  ,rv,  ,rVI,  ou,  etc.. 
on  aura  de  même 

2ax'"x,v  —    a2  -4-  b2 1  (x"'  -+-  xlv)  +  7.ab2  =  o, 
7.axvx"'  —  \a2  -+-  b2)  {xr  -+-  x"')  -+•  iab2  =  o, 


le  nombre  des  équations  étant  "  ou   —  —  >  suivant  que  p.  sera  pair  ou 
impair. 

D'où,  et  de  ce  qu'on  a  démontre  dans  le  n°  1 1 1 ,  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion du  \)}eme  degré  doit  être  décomposable  en  ou  équations  du 
second  degré,  telles  que 

x'—f'x  +  g'       0, 

x2  -  f    l     '    g"  :=  o, 
'         f'"x    1    g'"        °» 


dans  lesquelles  les  coefficients/"',  /  .  /   seront  racines  (l'une  même 

Il  ■    '>■  VI..  .  ....  , 

équation  ou  degré      ou  •  ainsi  que  les  roetiieients  e  ,  g  ,  g  , . . . 
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Et  comme,  à  cause  de 

f'  —  x'  +  x",       /"=  X™ -\-  XiV,  .  .  .,       g'—x'x'',       g":=X"xxv, 

on  a 

iag'  —  (a2  h-  b2)f  -+-  ?.ab2  =  o, 

2ag"—  (a2 -h  b2)f"  ■+-  <zab2  =  o, 
on  aura 


gr'  = 

(a2+b2)f'—iab2 

(a2-hb2)f"—iab2 

s   — 

ia 

de  sorte  que  les  —  ou  -•- facteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit  seront 


,       „,  {a2+bi)f'—iabi 

x1  —  f'x  -+■  - '■*■ =  o, 

,       ...         (a'-hb1)  f"—iab2 
x2  —  /  x  -4- ^ =  o, 

',       ,.„         {a2-+-b2)f'"—iab2 

x2  —  f'x  -+-  - —    '-± =  o, 

J  ia 


Dans  le  cas  où  i).  est  un  nombre  pair,  le  produit  de  toutes  ces  équations 
devra  donner  l'équation  du  degré  fx  trouvée  ci-devant;  mais,  dans  le  cas 
où  p.  est  un  nombre  impair,  il  faudra  y  ajouter  encore  un  facteur  simple, 
tel  que  oc  —  h=  o. 

La  multiplication  faite,  il  n'y  aura  plus  qu'à  comparer  les  premiers 
termes  de  l'équation  résultante  avec  ceux  de  l'équation  dont  nous  venons 
de  parler,  et  cette  comparaison  donnera  les  valeurs  des  quantités 

/'+/"+/'"+•••,  fT+fr+rr-*---  ■■■■ 

qui  seront  les  coefficients  de  l'équation  en  f\  et  quant  au  coefficient  h, 
dans  le  cas  où  u.  est  impair,  il  se  trouvera  donné  par  une  équation 
linéaire. 
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De  là  il  s'ensuit  que  le  Problème  proposé  peut  toujours  se  réduire  à  la 

résolution  d'une  équation  du  degré  —  ou  — 

Au  reste  si,  au  lieu  de  déterminer  l'inconnue  as,  on  voulait  déterminer 
l'inconnue  r,  on  parviendrait  à  une  équation  du  genre  des  réciproques; 
car  les  deux  équations 

x    \  —  r*)  —  a{\  —  r),     x2  (i  —  r2*)  =  b2  (i  —  r2 

donnant 

b2 

x(i  -+-  r*)  =  —  (i  -t-  r), 
a 

on  aura,  en  chassant  ce, 

i  —  r*       a2  i  —  r 


i  +  r*  ~~  b2  i  -+-  r 
ou  bien,  en  divisant  par  i  —  r, 

n-  r  +  r2  -i-  r3  -h  .  .  .  -4-  r""-1        a-       i 


i  -+-  r*  b2  1  -h  r' 

b2 
d'où,  en  multipliant  en  croix  el  faisant,  pour  plus  de  simplicité,       -  c\ 

on  aura 

(c2  —  i)  r*  +  ic2(  r*—x  +  r*~2 -h  .  .  .   I    r     ■   c2  —  1  =  0, 


c'est-à-dire 


2  C 

r'    >    — (^l1-,  4-  r*-*-t- ...  -u  /■)  -4-  i  —  o. 


C—  I 


équation  réductible  au  degré  "  ou  '-■     -  par  les  méthodes  connues. 

Ce  qu'il  y  aura  de  plus  simple  pour  cela ,  ce  sera  d'employer  la  substi- 
tution de  r—  — *-,  laquelle  changera  l'équation 

i       /•'        a2  i       / 


H-  r<*        b2  i    •    r 

en  celle-ci 

i      »  ■  '       i     .»  •/'      a\r 

i        i  i        y  ■  b2  ' 

où  toutes  les  puissances  impaires  de  r  disparaîtront  d'elles-mêmes 
III. 
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115.  Ajoutons  encore  un  Exemple  tiré  de  la  Géométrie.  Proposons- 
nous  ce  Problème  très-connu,  où  il  s'agit  de  mener  par  le  point  D  du 
carré  ACDB  une  ligne  droite  MN  telle,  que  la  partie  MN  de  cette  ligne, 
qui  sera  comprise  entre  les  deux  côtés  opposés  AC,  AB  du  carré,  prolon- 
gés en  M,  N,  soit  d'une  grandeur  donnée. 


Nommant  a  le  côté  du  carré  et  b  la  longueur  donnée  de  la  ligne  MN, 
prenons,  pour  déterminer  la  position  de  cette  ligne,  l'inconnue  CM  =  a?; 
on  aura  donc  MD  =  \Jx'2 -f-  a2 ,  et  les  deux  triangles  semblables  MCD, 
M  AN  donneront  sur-le-champ 

x:  nja2  +  x2  =  {a  -+-  x)  :  MN  =(a-+x):b; 
d'où  l'on  tire  l'équation 


bx  =  (a  +  x)  y/a2 -4-  x1; 
laquelle,  étant  dégagée  du  radical  et  ordonnée  par  rapport  à  x,  deviendra 

b2)xï  -+-  ia3x  -+-  a'  =  o, 


,ia' 


qui  est,  comme  on  voit,  du  quatrième  degré. 

Voyons  maintenant  si,  par  la  nature  même  du  Problème,  on  ne  pourra 
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p.is  trouver  quelque  relation  entre  les  racines  de  cette  équation,  qui  la 
rende  décomposable  en  des  équations  d'un  degré  moindre. 

Pour  y  parvenir  je  remarque  qu'on  peut  en  effet  mener  par  le  point  D 
quatre  lignes  qui  remplissent  la  condition  du  Problème;  ce  sont  les  lignes 
MN,  MN',  M"N"  et  M'"N'";  de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  précé- 
dente seront  les  lignes  CM,  CM',  CM",  CM",  dont  les  deux  dernières  sont, 
comme  on  voit,  négatives. 

Dénotons  donc  ces  lignes  par  x' ,  x'I,  x" ',  xlv;  et,  à  cause  des  triangles 
semblables  MDC,  DNB,  on  aura 

MC:CD  =  DB:BN; 

mais,  puisque  M'N'  doit  être  égal  à  MN,  que  CD=DB,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  aura  aussi  M'C  =  BN;  donc  on  aura  cette  proportion 

x'  :  a  =  a;  x", 

c'est-à-dire 

x'  x"  —  a2z=  o. 

On  pourrait  d'abord  conclure,  parle  principe  de  la  raison  suffisante, 
qu'une  pareille  relation  doit  aussi  avoir  lieu  entre  les  deux  autres  racines 
a  .  r'v;  niais,  si  l'on  voulait  s'en  convaincre  à  posteriori,  il  n'y  aurait  qu'à 
considérer  qu'à  cause  de  M"N"  =  N"'M"'  on  aura  nécessairement  aussi 
CM  =BN";  et  qu'ensuite,  à  cause  des  triangles  semblables  DCM",  DBN", 

on  aura  CM":  Cl)        DlUiN         DBlCM",  c'esl-a-dire 

i  '"  :  a  -----  a  :  x  '  \ 

ei  par  conséquent 

a  '  r"       a1  =  o. 

Puis  donc  qu'on  a  deux  équations  semblables,  l'une  entre  .»•  .  x", 
l'autre  en  x'",  x" ,  et  que  ces  équations  subsistent  également  en  changeant 

'  en  /  .  a  en  x",  il  s'ensuit  des  principes  établis  plus  haut  que  l'équa- 
tion du  quatrième  degré,  trouvée  ci-dessus,  sera  nécessairement  décom- 
posable en  deux  équations  du  second  degré,  telles  que 

/  i    \-  g'      <», 
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où/'  et/"  seront  racines  d'une  équation  du  second  degré,  ainsi  que  g' 
et  g";  mais,  puisque  g'=x'x"  et  g""—  a?  xlv,  on  aura  #•'=#"=  a2;  par 
conséquent  les  deux  facteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit  seront 

x-  — f'x  -1  a2:=  o, 

x2  — f'x  -f-  a}  =  o. 

Qu'on  en  fasse  donc  le  produit,  on  aura 

xi  -  (/'+/")**-+-  (/'/"  i-'afl'j-r2—  «'(/'+/"  :  x  --  a'^o; 
f  -+-/"  =  —  ?.a,     /'/"  -+-  2<z2  =  ia?  -   b2; 

de  sorte  que  l'équation  qui  aura  pour  racines  les  quantités/'  et/"  sera 

/'+  2fl/-  62=  o. 

Au  reste,  il  est  clair  que  si,  dans  l'équation  en  x  du  quatrième  degré, 
on  fait  x  =  az,  on  aura  une  équation  en  c  du  genre  des  réciproques,  et 
dans  laquelle  on  pourra,  par  conséquent,  faire  disparaître  toutes  les  puis- 


donc 

par  conséquent 


sances  impaires  de  l'inconnue  en  faisant  s 


i  —  y 

i  -~  y 


;  de  sorte  que  la  sub- 


stitution propre  pour  cet  effet  sera  de  faire  d'abord  x  =  - 
Si  l'on  tire  la  valeur  de  y  de  cette  équation,  on  a 


a  —  x                 a  x 
a       x              a  -     < 

mais  on  a 

x            s,  o2  -+-  <  ~        Ml* 

a  -t  x              h              \i  \ 

donc  on  aura 

-MI)        MN-     -MI»       iDR 

tDR 

.'•      > 

MN                Mv                \l\ 

b 

supposant  que  R  soit  le  point  du  milieu  de  la  ligne  MN.  De  là  on  voit 
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qu'on  serait  parvenu  d'abord  à  une  équation  du  quatrième  degré  sans 
puissances  impaires  de  l'inconnue,  si  l'on  eût  pris  pour  inconnue  la 
ligne  DR.  C'est  ce  qu'a  fait  Newton  dans  la  solution  qu'il  a  donnée  de  ce 


M      C 


Problème  dans  son  Arithmétique  universelle  ;  mais  on  doit  avouer,  ce  me 
semble,  qu'un  tel  choix  de  l'inconnue  est  assez  peu  naturel,  et  que  ce 
n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'après  coup  qu'on  peut  le  taire;  du  moins  il  me 
parait  que  le  principe  d'où  Newton  le  fait  dépendre  n'a  pas  toute  l'évi- 
dence qu'on  est  en  droit  d'exiger  dans  ces  sortes  de  matières. 


-  -  — - - 
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DÉMONSTRATION 

D'UN  THÉORÈME  NOUVEAU 

CONCERNANT  LES  NOMBRES  PREMIERS  (*  . 


'  Non  l'eau. r  Mémoires  de  l' Académie  royale  des  Sciences  et   Belles- Lettres 
de  Berlin,  année  1771.) 


1 .  Je  viens  de  trouver,  dans  un  excellent  Ouvrage  de  M.  Waring  que 
j'ai  reçu  depuis  peu  (**),  un  très-beau  Théorème  d'Arithmétique,  que 
voici  : 

Si  f  est  un  nombre  premier  quelconque,  le  nombre 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . .  ■:  «  • —  1  )  ■+■  1 

sera  toujours  divisible  par  n  : 

c'est-à-dire  que  le  produit  continuel  des  nombres  i ,  ■?.,  3,.. .  jusqu'à  n  —  j 
inclusivement,  étanl  augmenté  de  l'unité,  sera  divisible  par//,  ou  bien, 
que  si  l'on  divise  ce  même  produit  par  le  nombre  premier  //.  on  aura 

—  1,  OU,  ce  qui  est  la  même  chose,  //        i  pour  reste. 

*    Lu  .1  I  académie  le  1  J  juin  1771. 

(•*]    Meditationet  algebraïcœ  ab  Eduardo  II  aring,  Matheseos  Professons  Lucasiano,  etc. 
Cantabrigise,  1770:  voyez  page  218. 

III.  54 
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Par  exemple, 

soit       n  =  3,  on  aura       1.2  +  1==  3, 

n  =  5,  1.2.3.4  +  1  =  25, 

«  =  7,  1.2.3.4.5.6  +  1  =  721  =  7.103, 

«  =  ii,  1.2. 3.. .10-1-1  —  3628801  =  1 1. 32g8gi, 

n  =  1 3,  1 . 2 . 3 .  .  .  1 2  +  1  =  479  00 1 60 1  =  1 3 .  36  846  277, 


M.  Waring  fait  honneur  de  ce  Théorème  à  M.  Jean  Wilson,  mais  il  n'en 
donne  point  la  démonstration,  et  il  parait  même  insinuer  que  personne 
ne  l'a  encore  trouvée;  du  moins  il  semble  qu'il  la  regarde  comme  extrê- 
mement difficile;  car,  après  avoir  rapporté  ce  Théorème  avec  quelques 
autres  qui  en  dépendent,  il  ajoute  :  Demonstrationes  vero  hujusmodi  pro- 
positionum  eo  magis  difficiles  erunt,  quod  nulla  fingi  potest  notatio,  quœ 
primum  numerum  exprimât. 

Cette  raison,  jointe  à  l'élégance  et  à  l'utilité  du  Théorème  dont  il  s'agit, 
m'a  engagé  à  en  chercher  une  démonstration,  et  celle  que  j'ai  trouvée 
m'a  paru  mériter  l'attention  des  Géomètres,  tant  par  elle-même  que  parce 
qu'elle  fait  connaître  en  même  temps  quelques  autres  propriétés  des 
nombres  premiers,  qui  n'avaient  pas  encore,  ce  me  semble,  été  re- 
marquées. 

Lemmï:. 
2.   Etant  donné  le  produit  continuel 

(  x  -+-  1  )  (  x  -+-  2  )  (  x  ■+  3  )  (  x  +  4  !  •  •  •  *  ■ v  ■+-  n  —  '  !  > 
on  propose  de  le  développer  suivant  les  puissances  de  x. 

Il  est  visible  qu'on  aura 

[x  -+-  1)  (x  H-  2)  (x-h  3)(.a?  +  4)«  •  •  (*  4*  »  —  1) 

=  x"~'  -+-  X'x"-*  +  \"x"-3  +  A"'.r"-'  +...-+-  A("-n, 

et  pour  déterminer  facilement  les  coefficients  A',  A",  A  on  remar- 
quera que  l'équation  précédente  devant  être  identique  subsistera  égale- 
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ment  en  y  mettant  x  -h  i  à  la  place  de  x;  c'est  pourquoi  on  aura  aussi 

(ar  +  2)  (jr -f-  3)  (#  +  4)  (■»  H- 5). .  .{x  -+-  n) 

—  (x  -h  1)"-'  +  \'(x  -4-  i)"---f-  A"(#-t-  i  ,"->  -4-  A'" #  -4-  i)"-4-f-.  .  .+A(*^'J; 

donc,  multipliant  toute  cette  équation  para;  -+- 1,  et  la  comparant  ensuite 
à  la  précédente  multipliée  par  x  -t-  n,  on  en  tirera  celle-ci 

( x  -+-  n  1 1  x"  '  +  A'^""2  -+-  \"x" -3  +  A^x"-4  +...-+-  Af-1  ' 

=  (jf-m)»  +  A.'{x  ■+- 1  )"-'  -+-  k"{x  -h  i)"-2 -h  A'" ( x  +  i)"-3  -4- . . .  -+-  A'"-"  (x  +  i  i, 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  et  les  ordonnant  par  rapport  à  x, 

x" -{- <  n  ■+-  k'  ;  x"-*  +  («A'  -4-  A"  )  x"'2  -+-  (  «A"  -t-  A'"  )  x'"6  -+- .  .  . 
== 'x"  4-  (»  -f-  A')  x"-'  -4-     — H  —  -  -4--  (  n  —  i  )  A'  -+-  A"    x"~2 

f  n  n  —  i  )  ( n  —  ?. )       (n  —  l)  in  —  2  )  ~] 

-f-  ;^ h  ! '  A  -f-  (  «  —  2  j  A   -t-  A      ar"-1  -4- 

2.3  2 

Donc,  puisque  cette  équation  est  identique,  on  aura,  en  comparant 
terme  à  terme, 

n  -+-  A'=  n  -f-  A', 

n\'-h\"=  ntn~  '-'  4-(«-!)A'4-A', 

2 

à  «      a  ,„      «  (  «  —  i  ;  f  n  —  2  j        (  n  —  i  )  (  n  —  2 i   . , 
n  V  -t-  h"'=z ';       — !  -4-  K—  \.'  h-  (n  —  a)  A"  -4-  A"', 

2.3                                         2 
» 

d'où  l'on  tire 

n(n  —  11 


A' 

2 

.  „      nin  —  t)(n—  2          //  1     //      a    . , 

2 A'  =  -        — 5 h  -  A', 

2.3  2 

,.„,      /'  "      1    n-    a    «  —  3  //      1    »  —  2)(it  —  3).,      (»—»)(»— 3 

">A    —                         -■     ,  — =—— A  -4-                                    \    . 

7.3.4  2 • 3                                       2 

et  ainsi  de  suite. 

54. 
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Corollaire. 

3.  Il  est  clair,  par  la  théorie  des  équations,  que  les  coefficients  A',  A", 
A",...  ne  sont  autre  chose  que  les  sommes  des  nombres  naturels  i,  2, 
3, . . .  jusqu'à  n  —  1  inclusivement,  des  produits  de  ces  nombres  multipliés 
deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.;  en  sorte  que  le  dernier  coefficient  A(/i~'] 
sera  égal  au  produit  1.  2.3.4-  ..(n—i);  ainsi  tous  les  nombres  A  ,  A", 
A'",...  seront  nécessairement  entiers. 

Théorème. 

4.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  Lemme  précédent,  je  dis 
que,  si  n  est  un  nombre  premier,  les  nombres  A',  A",  A'  ",...  jusqu'à  A'"_2) 
inclusivement,  sont  tous  divisibles  par  n,  et  que  le  dernier  nombre  A(n~,} 
sera  divisible  par  n,  étant  augmenté  de  l'unité. 

On  sait  que  les  expressions 

n  (  n  —  1  )       n  (  n  —  1  )  (  n  —  1  )  n  —  i)(n  —  2  )         n  —  1  )  (  »  —  2  )  (  n  —  3  ) 


, , . . . , , 


3*       >  /  ~  i 

2  i.5 

dénotent  toujours  des  nombres  entiers,  tant  que  n  est  un  nombre  entier; 
puisque  ce  sont  les  coefficients  du  binôme  élevé  à  la  puissance  n,  ou 
n  —  1,  ou,  etc.  De  plus  il  est  clair  que,  si  n  est  un  nombre  premier,  les 

nombres 

n  (  n  —  1  )       n  { n  —  1  )  (  n  —  2  ) 
, —   _   , .  .  . 

1.2  1.1.5 

seront  tous  divisibles  par  n,  à  l'exception  seulement  du  dernier  nombre 

n  n  —  1  )  (  n  —  2  ) ...  1 
i .  2 . 3 . . .  n 

qui  est  égal  à  l'unité;  car  il  est  visible  que  le  numérateur  de  chacun  de 
ces  nombres  est  divisible  par  n,  et  que  le  dénominateur  ne  l'est  pas,  tant 
que  n  est  premier;  d'où  il  s'ensuit  qu'après  avoir  divisé  le  numérateur 
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par  le  dénominateur,  il  restera  nécessairement  clans  le  quotient  le  fac- 
teur n. 

De  la  et  des  formules  du  Lemme  précédent  il  est  facile  de  conclure  : 
i°  Que  A'  sera  divisible  par  n,  que  2A"  le  sera  aussi,  et  de  même  3A'", 
4A1V,...  jusqu'à  (n—  2)A'"~2);  et  que  par  conséquent  les  nombres  A', 
A",  A'",...  ,  A("~2)  que  nous  avons  vu  devoir  être  toujours  entiers  (3j, 
seront  eux-mêmes  toujours  divisibles  par  n,  au  moins  tant  que  n  sera 
premier; 

20  Que  le  nombre  A"~"  étant  augmenté  de  l'unité  sera  divisible  par  //: 
car  la  formule  qui  servira  à  déterminer  sa  valeur  sera 

.  .     , ,       n  n  —  1  )  (  n  —  2  ) .  .  .  1 

n —  1  )  A'""1'  =  — '-\ '- 

1 . 2 .  o . . .  n 

m  —  1   (  /i  —  2  ; ...  i  [n  —  2  )  (  n  —  3  1 .  .  .  1 

»    -+-    ; A    -I-  .  .  .  , 


1 . 2 .  .  .  (  n  —  1  )  1 . 2 . . .  (  n  —  2  ) 

c'est-à-dire 

n  —  1  )  A<"-'>  =  1  +  A'  -4-  A"  ■+-  A'"  +  .  .  .  -+-  V"-2>  ; 

donc 

A("-')+  i=r»AC—  )  —  A'—  A"—  A'"  —  .  .  .-     V"-;>; 

donc,  puisque  A',  A",...,  A("~2)  sont  tous  divisibles  par  n,  il  s'ensuil  que 
\("-o  _|_  ,  9era  toujours  divisible  par  n. 

COROLLAIRK    I. 

5.  Donc  (3)  le  nombre 

1 .2.3.4«  •  ■  n  —  '   _t_  ' 

sera  toujours  divisible  parn,  lorsque  n  sera  un  nombre  premier,  ce  qui 
est  le  Théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

En  général,  il  s'ensuil  de  la  formule  ^\\\  n"  1  que,  quel  que  soi  1  l< 
nombre  entier  > .  on  aura  toujours 

1     1       •     /       \  .  . .  1      a  —  1  ;  ■     1     •  + 1 

divisible  par  n,  tant  que  n  sera  un  nombre  premier. 
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Donc  : 

i°  Si  af~l  est  divisible  par  n,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  lorsque  x  es! 
égal  à  zéro  ou  égal  à  un  multiple  de  n,  le  nombre 

■.  x  -+-  i  |  |  x  -+-  2  1 1  x  -+-  3  j . .  .  (  a?  +  n  —  \  )  -t-  i 

sera  toujours  divisible  par  n;  ce  qui  donne  le  Théorème  de  M.  Wilson  en 
taisant  x  =  o. 

2"  Si  x  n'est  ni  nul  ni  divisible  par  n,  ce  qui  arrive  lorsque  .r  =  [xn  -+-  p, 
p  étant  un  nombre  quelconque  entier  moindre  que  n,  il  est  clair  que 
quelqu'un  des  nombres 

X-ï-l,       X  -4-    2,       X  +  3,...,       X  -+-  «  —  I 

sera  nécessairement  divisible  par  n,  et  que  le  produit 

(x  +  i)(x  -\-  i)(x  -^  Z). .  .\x  -\-  n  —  i 

sera  par  conséquent  toujours  divisible  par  n;  donc  —  x"~{  -+- 1,  ou  bien 
x"~*  —  i  sera  dans  ce  cas  toujours  divisible  par  n-,  ce  qui  est  le  fameux 
Théorème  de  Fermât  dont  M.  Euler  a  donné  plusieurs  démonstrations 
dans  les  Commentaires  de  Pétersbourg.  La  nôtre  a,  comme  on  voit,  l'avan- 
tage de  faire  voir  la  liaison  et  la  dépendance  mutuelle  des  deux  Théo- 
rèmes dont  il  s'agit. 

Corollaire  II. 

6.   Puisque 

n  —  i ,      n  —  2 ,     n  —  3 , .  .  . 

étant  divisés  par  n  donnent  pour  restes 

—  I,     —  2,     —  3,. . ., 

on  pourra  mettre  ces  restes  à  la  place  des  nombres  n  —  i ,  n  —  2,...  dans 
la  formule 

1.2. 3.. .in  —  1; 
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et  l'on  aura  les  formules  suivantes 

1.2.3.  .  .{n—  i  | -f- 1 , 
i . 3. . 3  .  .  An  —  2  —  i , 
i  .22.3.  .  .  (n  —  3  )  +  i, 

i.2j.3».4...(«  —  4)  —  i, 


qui  seront  toutes  divisibles  par  n;  donc  aussi 


,  n—  i 

1.2.3. . . 


sera  divisible  par  n,  le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  est  un 

nombre  pair,  et  l'inférieur  lorsque est  impair. 


i°  Soit =  im,   et  par  conséquent   n  =  \m  -f-  i  ;    dans  ce  cas 

1 1 .  2 .  3  . . .  2  m  i 2  -f-  r  sera  divisible  par  n. 

Ainsi  l'on  aura  une  somme  de  deux  carres  qui  sera  divisible  par  4  m  +  î 
lorsque  ce  nombre  sera  premier;  c'est  ce  qu'on  n'avait  pu  trouver  jus- 
qu'à présent  d'une  manière  générale;  seulement  on  avait  pu  prouver, 
d'une  manière  même  assez  indirecte,  qu'il  existait  toujours  une  pareille 
somme  divisible  parn  lorsque  n  était  de  la  forme  \m  i  voyez  le  tome  "V 
des  Nouveaux  Mémoires  de  Pétersbourg  . 

2    Soit  - =  2m  -  1  ,  et  par  conséquent  n        \m        i  ;   dans  ce  cas 

[  i  .  2  .  3 .  .  .    2  m   —  l)]a  —  l  sera  divisible  par  n . 

Hais 

[  i .  ■>. .  3 . . .  ■>  m      i  i        i ,  2 . 3 . . .  (  2  m      i        i    1 1 .  ■ .  '. .       >  //;      i        i  j  : 

donc,  puisque  /'  est  un  nombre  premier,  il  faudra  que  l'un  ou  l'autre  des 
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deux  facteurs 

i.2.3...  2 m  —  i    -    i     ou     i.2.3...  2m-  i    —  i, 

soit  divisible  par  n;  donc 

r .  2 . 3 . . .  (  2  m  —  i  ±  i 

sera  nécessairement  divisible  par  n. 

Remarque  I. 

7.  Les  propositions  des  Corollaires  précédents  sont  d'autant  plus  re- 
marquables que,  si  n  n'était  pas  premier,  les  nombres  que  nous  avons  vu 
devoir  être  divisibles  par  n,  dans  l'hypothèse  de  n  premier,  ne  le  seraient 
plus.  Car,  si  n  n'est  pas  un  nombre  premier,  il  sera  donc  divisible  par 
quelqu'un  des  nombres  2,  3,...,  n  —  1  moindres  que  n:  donc,  si 

1  . 2 . 3 ...  !  n  —  1  )  -+- 1 

était  divisible  par  n,  il  faudrait  qu'il  le  fût  aussi  par  quelqu'un  des 
nombres  2,  3,  4»--->  n  —  I-'  or  c'est  ce  qui  ne  se  peut;  car  le  nombre 
r.2.3. .  .{n  —  1)  étant  divisible  par  chacun  de  ces  nombres,  il  est  clair 
qu'en  divisant  par  un  quelconque  d'eux  le  nombre 

1 . 1. .  3 ...  1  n  —  1  1-4-  1 

on  aura  toujours  l'unité  pour  reste. 

On  peut  donc  tirer  de  là  une  méthode  directe  pour  reconnaître  si  un 
nombre  quelconque  impair  n  est  premier  ou  non;  il  n'y  aura  qu'à  voir  si 
le  produit  continuel  des  nombres  2,  3,  l\,...,  n  —  2,  étant  divisé  par  n. 
donne  1  pour  reste,  alors  le  nombre  sera  premier;  sinon,  il  ne  le  sera 
pas.  On  peut  encore  simplifier  cette  règle  en  distinguant  les  deux  cas 
où  n  est  de  la  forme  l\m  -h  1  ou  de  la  forme  l\m  —  1  ;  dans  le  premier  cas, 
le  nombre  n  sera  premier,  si  le  carré  du  produit  continuel  des  nombres  2, 
3,  4»--->  2m  étant  divisé  par  n  donne  —  1  ou  n  —  1  pour  reste;  et  dans 
le  second,  si  le  produit  continuel  des  nombres  2,  3,  4»---<  2 m  —  1  étant 
divisé  par  n  donne  1  ou  —  1  pour  reste:  sinon,  n  ne  sera  pas  premier. 
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J'avoue  au  reste  que  cette  méthode  devient  extrêmement  laborieuse, 
et  presque  impraticable,  lorsque  n  est  un  très-grand  nombre;  mais  il 
peut  y  avoir  des  moyens  d'en  simplifier  la  pratique,  et  c'est  une  recherche 
à  laquelle  nous  invitons  les  Géomètres. 

Remarque  II. 

8.  On  pourrait  déduire  du  théorème  de  M.  Fermât  une  autre  démons- 
tration de  celui  de  M.  Wilson  beaucoup  plus  simple  que  celle  que  nous 
en  avons  donnée  ci-dessus. 

Car,  si  l'on  considère  la  suite  des  nombres  naturels  i,  2,  3...,  n,  élevés 
à  la  puissance  (n  —\)iè,"c,  cl  qu'on  cherche  la  différence  (n  —  i)"ime  des 
termes  de  cette  suite,  il  est  facile  de  voir,  par  la  théorie  des  différences, 
qu'elle  sera 

[n  —  ï    [n—  .'    in  —  3) 

»—  (n  —  3, ,"-'+...+  1; 

2  .0 

d'autre  part,  comme  la  série 

est  une  série  algébrique  de  l'ordre  (n  —  \feme,  on  sait  que  la  différence 
du  même  ordre  sera  exprimée  par  le  produit  continuel  des  nombres  1,  ■>., 
},...,  n  —  1;  ainsi  l'on  aura  l'équation 

1.2.3.4.  ..(»  —  i   =»—•—   n  —  1     « -1."-'+  (w~l)U~l}(,t_2y-. 
n  -    1     //       2     n  —  3 


2.3 


(n-3 


n  1 


Supposons  maintenant  qu'on  divise  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion par  //,  et  qu'on  ne  veuille  tenir  compte  que  du  reste  qui  en  provien- 
dra; il  est  d'abord  clair  que  le  terme  n"-1  donnera  pour  reste  o,  et  que 
les  termes  n  —  i  "  \  [n  a  "  ',...  donneront  tous  l'unité  pour  reste. 
par  le  théorème  de  M.  Fermât;  donc,  mettant  à  la  place  de  ces  termes 
III. 
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leurs  pestes  o,  i,  r,...,  on  aura  le  reste  total 

n  —  i  )  (  n  —  2  )        i  [n  —  i   '  n  —  2  )  (»  —  3  ) 

—     »  —  I  )  +  — r—  -    +  .  .  .  , 

2  2.3 

OU  bien 

1 1  —  1  )"-'  —  1 ,     c'est-à-dire     —  1  ; 

ainsi  le  reste  de  la  division  de  i.2.3...(n  —  1)  par  n  sera  --  1,  et  par 
conséquent 

1 . 2 .  3 .  .  .  (  n  —  1  )  -l-  1 

sera  toujours  divisible  par  n,  pourvu  que  n  soit  premier;  condition  né- 
cessaire pour  l'exactitude  du  théorème  de  M.  Fermât. 

Remarque  III. 

9.  Avant  de  quitter  cette  matière,  nous  croyons  devoir  démontrer 
encore  quelques  autres  théorèmes  sur  les  nombres  premiers,  qu'on  trouve 
aussi  sans  démonstration  dans  le  même  Ouvrage  de  M.  Waring,  et  qui 
peuvent  être  de  quelque  utilité  dans  la  construction  des  Tables  des  nom- 
bres premiers. 

1  °  Si  trois  nombres  premiers  sont  en  progression  arithmétique ,  leur  dif- 
férence doit  être  divisible  par  6,  à  moins  que  l'un  de  ces  trois  nombres  ne 
soit  égala  3. 

Tout  nombre  entier  quelconque  peut  être  représenté  par  l'une  de  ces 

formules 

6m,     6  m  ±1,     6mdzi,     6m  ±3; 

les  deux  formules  6m  et  6m  ±  2  donnent  tous  les  nombres  pairs,  et  les 
deux  autres  6m  ±  1 ,  6m  ±  3  donnent  tous  les  nombres  impairs;  mais  la 
dernière,  étant  divisible  par  3,  ne  peut  représenter  d'autres  nombres  pre- 
miers que  le  seul  nombre  3;  donc  tout  nombre  premier  sera  ou  3  ou 

(  >  nt  ±  1 . 

Cela  posé,  soient 

p  —  a,    p,    p  +  a 
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les  trois  nombres  en  progression  arithmétique  qu'on  suppose  premiers; 
et  en  excluant  d'abord  le  nombre  3  de  la  progression,  il  faudra  que  cha- 
cun de  ces  nombres  soit  de  la  forme  6m±i;  d'autre  part,  il  est  clair 
que  la  différence  a  doit  être  un  nombre  pair,  et  par  conséquent  d'une  de 
ces  deux  formes  Gn  ou  6n  ±  2;  soit  donc,  s'il  est  possible,  a  =  6n  ±  2, 
et  prenons  d'abord  p  =  6m  -m  ,  on  aura 

p  4-  a  —  6  m  4-  n  )  4-  3  ou  =  6  (  m  .4-  n   —  1 

el 

p  —  a  =  6  (m  —  n)  —  1  ou  =  6  (m  —  n)  4-  3 ; 

ainsi  il  est  impossible  que  p  4 a  et  p  —  a  soient  à  la  fois  de  la  forme 
6fx  ±  1;  prenons  ensuite  p  =  6m  —  1,  on  aura 

p  -+-  a  =  6  ///  -+-  n   ■+■  1   ou  =  6  (m  4-  n)  —  3 

et 

p  —  a  =  6  [m  —  n)  —  3  ou  =  (i  (  m  —  //    -+-  1  ; 

d'où  l'on  voit  que  p  -+-  a  et  p  —  a  ne  pourront  pas  être  ii  la  fois  de  la 
forme  ()//  d=  1;  donc  il  est  impossible  que  a  soit  de  la  forme  6n  ±  2;  par 
conséquent  il  faudra  que  a  soit  toujours  de  la  forme  (>//,  c'est-à-dire 
divisible  par  G. 

Si  l'on  voulait  admettre  le  nombre  3  pour  un  des  termes  de  la  progres- 
sion, alors  la  différence  pourrait  élre  de  la  forme  6n±  2.  Supposons 
d'abord  que  3  soil  le  premier  terme  de  la  progression:  le  second  se  trou- 
vera de  la  forme  6n±  2  4-  3  ou  (i/i±i,  et  le  troisième  de  la  forme 
12/?  ±  L\  4-  3  ou  6/1  ±  1;  ainsi  ils  pourront  être  tous  les  trois  premiers: 
mais  si  l'on  y  en  ajoulail  un  quatrième,  celui-ci  ne  pourrait  jamais  être 
premier,  car  sa  forme  serait  [8«±64-3,  qui  est  divisible  par  3.  On 
pourra,  par  exemple,  formel'  ces  progressions  de  trois  termes  3,  5,  7.  ou 
3,  7.  1  1 ,  OU  3,  11,  i<),  etc.;  donc  les  différences  ne  seront  pas  divisibles 
par  6\  mais  ces  progressions  ne  pourronl  jamais  aller  au  delà  de  trois 
termes. 

Si  l'on  prend  3  pour  le  second  terme  de  la  progression,  alors  le  pre- 
mier ne  pourra  cire  que  1  .  et  le  troisième  sera   3  :  dans  ce  cas.  on  v  pourra 

>5. 
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ajouter  un  quatrième  terme  qui  sera  7;  mais  on  ne  pourrait  pas  aller  au 

delà,  parce  que  le  suivant  9  ne  serait  plus  premier. 

On  ne  pourrait  pas  prendre  3  pour  le  troisième  terme,  car  les  deux 
premiers  ne  pourraient  être  alors  que  1  et  2;  or  celui-ci  peut  n'être  pas 
regardé  comme  un  nombre  premier  à  cause  qu'il  est  pair. 

2"  Si  cinq  nombres  premiers  sont  en  progression  arithmétique,  leur  dif- 
férence doit  être  divisible  par  3o,  à  moins  que  5  ne  soit  l'un  des  termes  de 
cette  progression. 

Nous  avons  déjà  vu  que  tout  nombre  premier  doit  être  3  ou  6m  ±  1  ; 
nous  avons  vu  de  plus  que,  si  3  est  un  des  termes  de  la  progression  arith- 
métique, il  est  impossible  qu'elle  ait  plus  de  quatre  termes  qui  soient  des 
nombres  premiers;  donc  il  faudra  que  les  cinq  termes  de  la  progression 
proposée  soient  chacun  de  la  forme  6m±  1.  Or,  m  pouvant  être  un 
nombre  quelconque  entier,  il  sera  nécessairement  d'une  de  ces  formes 

5  \j.,     5  [j.  dz  1 ,     5 y.  ±  2, 

qui  renferment  évidemment  tous  les  nombres  possibles;  donc,  substi- 
tuant ces  formules  à  la  place  de  m,  on  aura  les  suivantes 

3o(j.  ±1,      3op.  ±5,     3o[xzzzr],     3oy.±n,      3oy.ii 3, 

dont  la  seconde  ne  peut  donner  d'autres  nombres  premiers  que  5;  de 
sorte  qu'en  faisant  abstraction,  suivant  l'hypothèse,  du  nombre  5,  il  fau- 
dra que  les  cinq  termes  de  la  progression  soient  renfermés  dans  ces  quatre 
formules 

3o(j.  dzi,     3oy.  ±7,     3op.  ±ii,     3o7.  ihi3. 

Maintenant  nous  avons  déjà  vu  que  la  différence  de  la  progression  ne 
peut  être  que  de  la  forme  6n;  or  n  peut  être  aussi  de  ces  formes 

5v,     5v  =t  1,     5vdt  2; 

donc  la  forme  6n  se  réduira  à  celles-ci 

3ov,     3ovdz6,     3oy±i>. 


CONCERNANT   LES  NOMBRES   PREMIERS.  «37 

Donc,  si  l'on  désigne  par 

p  —  ia,     p  —  a,     p,     p  -+-  a,     p  +  2a, 

les  cinq  termes  en  progression  arithmétique  qu'on  suppose  être  premiers 
entre  eux,  ces  termes  devront  être  tous  de  ces  formes 

3ou±i,     3op.±7,     3ofz±ii,     3ou=fci3, 

et  la  différence  a  ne  pourra  être  que  de  celles-ci 

3ov,      3ov±6,     3ovd~i2. 

Supposons  d'abord  p  de  la  forme  3oa  -1-  1 ,  et  soit,  s'il  est  possible, 
d  de  la  forme  3ov  ±  G,  on  aura 

l>  -•  -  a       io  y.  ■+-  v)  ■+■  7  ou  3o  (  {j.  -+-  v  .  —  5, 

p  -+-  ia  =  3o  {p.  -+■  2v)  -+- 13  ou  3o   u.  -j   zv)  —  1 1 , 

p  —  a       3o   f*  —  v)  —  5  ou  3o  (fx  —  v)  +  7, 

p—  2a:     3o(/x  — 2v)  — 11  ou  3o(f* —  2v) -4  i3; 

d'où  l'on  voit  qu'il  est  impossible  que  les  cinq  nombres 
p,     p  -h  a,     p  -+-  2  a,     p  —  a,     p  —  ?.« 

aient  à  la  fois  les  formes  requises. 

On  trouvera  la  même  impossibilité  en  prenant  les  autres  formes  de  />; 
d'où  l'on  conclura  d'abord  que  a  ne  saurait  être  de  la  forme  3ov  <>:  on 
supposera  ensuite  a  =  3ov  ±  1  a,  et,  examinant  successivement  huiles  les 
formes  de  />,  on  verra  aussi  qu'aucune  d'elles  ne  pourra  donner  pour  les 
autres  nombres 

l>       a,     p  ■+-  7(i,     p  —  a,     p  —  7  a, 

les  formes  requises;  d'où  il  s'ensuit  que  la  différence  a  ne  pourra  jamais 
être  ni  de  la  forme  3o  v  6,  ni  de  celle-ci  3ov  1  >.\  par  conséquent  elle 
devra  être  nécessairement  de  la  forme  3ov,  c'est-à-dire  divisible  par  3o. 
Si  l'on  ne  veut  pas  exclure  le  nombre  5  de  la  progression,  il  est  d'abord 
clair  que  ce  nombre  ne  pourra  être  pris  que  pour  le  premier  terme,  puis- 
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que  la  différence  des  termes  devant  être  divisible  par  6  ne  pourra  pas  être 
moindre  que  (>;  or,  prenant  5  pour  le  premier  terme,  et  faisant  d'abord 
la  différence  égale  à  3ov  ±  6,  on  aura  pour  le  second  terme  la  forme 
3ov  ±  6  -+-  5,  ou  bien  3ov  -f-  1 1  ou  3ov  —  i;  pour  le  troisième  terme  les 
tonnes  6ov±i2-h5,  ou  bien  3ov — 13,  ou  3ov— 7;  pour  le  qua- 
trième, les  formes  90V  ±  18  -f-  5,  ou  bien  3ov  —  7,  ou  3ov  — 13;  et  pour 
le  cinquième,  1 20  v  ±  24  -+-  5,  ou  bien  3ov  —  1 .  ou  3ov  +  11.  Ainsi  tous 
les  cinq  termes  auront  les  formes  requises  et  pourront  par  conséquent 
être  premiers;  mais  si  l'on  voulait  y  en  joindre  un  sixième,  alors  on  au- 
rait la  forme  i5ov±3o  +  5,  qui,  étant  divisible  par  5,  ne  peut  pas 
donner  des  nombres  premiers.  On  trouverait  des  résultats  semblables  en 
adoptant  la  forme  3ov  ±12  pour  la  différence  de  la  progression  :  d'où 
l'on  doit  conclure  que  si  5  est  le  premier  terme  de  la  progression,  alors 
il  pourra  y  avoir  cinq  nombres  premiers  en  progression  arithmétique,  et 
dont  la  différence  ne  soit  pas  divisible  par  3o,  mais  qu'il  ne  pourra  jamais 
y  en  avoir  plus  de  cinq. 

On  aura,  par  exemple,  les  nombres  5,  n,  17,  23,  29,  ou  5,  17,  29, 
4i,  53,  etc.;  mais  les  sixièmes  termes  35,  65,  etc.,  ne  seraient  plus  pre- 
miers. 

3°  On  peut  démontrer  par  une  analyse  semblable  que,  si  sept  nombres 
premiers  sont  en  progression  arithmétique .  leur  différence  sera  nécessaire- 
ment divisible  par  2.3.5.7,  ((  m°ins  aue  7  ne  so'f  I£  premier  terme  de  la 
progression,  auquel  cas  il  ne  pourra  jamais  y  avoir  plus  de  sept  termes  dans 
une  progression  dont  la  différence  ne  serait  pas  divisd>le  par  2.3.5.7,  e* 
ainsi  de  suite. 
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A   LA   DIFFERENTIATION   ET  A   L'INTEGRATION 
DES  QUANTITÉS  VARIABLES. 


Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  ravale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
rie  Berlin,  année   1772.) 


Leibnitz  a  donne,  dans  le  premier  volume  des  MisceUanea  Berolinensia, 
un  Mémoire  intitulé  :  Symbolismus memorabilis calculi algebraici,  etinfini- 
tesimalis  in  compara  lia  ne  poteiiliarum  et  differentiarum,  etc.  dans  lequel  il 
l'ait  voir  l'analogie  qui  règne  entre  les  différentielles  de  tons  les  ordres  du 
produit  de  deux  on  de  plusieurs  variables,  et  les  puissances  des  mêmes 
ordres  du  binôme  on  <ln  polynôme  composé  de  la  somme  de  ces  mêmes 
variables.  Ce  grand  Géomètre  a  aussi  remarqué  ailleurs  que  la  même 
analogie  subsistai!  entre  les  puissances  négatives  et  les  intégrales  voyez 
le  Commercium epistolicum,  Epist.  XVIII);  mais  ni  lui  ni  aucun  antre  que 
je  sache  n'a  pousse  pins  loin  ces  sortes  de  recherches,  si  l'on  en  excepte 
seulement  M.  Jean  Bernoulli,  qui,  dans  la  Lettre  XIV  du  Commercium 
cite,  a  montré  comment  on  pouvait  dans  certains  cas  trouver  l'intégrale 
d'une  différentielle  donnée  en  cherchant  la  troisième  proportionnelle  a 

la  différence  de   la  quantité  donnée  et   ;i  celle  même  quantité,  cl   chan- 

geanl  ensuite  les  puissances  positives  en  différences,  ci  les  négatives  en 

sommes  on  intégrales.  Quoique  le  principe  de  cette  analogie  entre  les 
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puissances  positives  et  les  différentielles,  et  les  puissances  négatives  et 
les  intégrales,  ne  soit  pas  évident  par  lui-même,  cependant,  comme  les 
conclusions  qu'on  en  tire  n'en  sont  pas  moins  exactes,  ainsi  qu'on  peul 
s'en  convaincre  à  posteriori,  je  vais  en  l'aire  usage  dans  ce  Mémoire  pour 
découvrir  différents  Théorèmes  généraux  concernant  les  différentiations 
et  les  intégrations  des  {'onctions  de  plusieurs  variables,  Théorèmes  dont 
la  plupart  sont  nouveaux,  et  auxquels  il  serait  d'ailleurs  très-difficile  de 
parvenir  par  d'autres  voies. 

C'est  une  espèce  particulière  de  calcul  qui  me  parait  mériter  d'être 
cultivée  et  qui  peut  donner  lieu  à  beaucoup  de  découvertes  utiles  et  im- 
portantes dans  l'Analyse;  l'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  de  donner 
plusieurs  ouvertures  pour  cela,  en  montrant  les  règles  qu'on  doit  suivre 
dans  ce  calcul  et  la  manière  de  l'appliquer  à  différentes  recherches: 
mais  je  crois  devoir  commencer  par  établir  quelques  notions  générales 
cl  préliminaires  sur  la  nature  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  varia- 
bles, lesquelles  pourraient  servir  d'introduction  à  une  théorie  générale 
des  fonctions. 

I.  Si  m  est  une  fonction  quelconque  finie  d'une  variable  x,  qu'on  y 
mette  x  -+-  2  à  la  place  de  x,  et  que  par  la  théorie  connue  des  séries  on 
dégage  la  nouvelle  variable  ç  de  la  fonction,  on  sait  que  u  deviendra  de 
cette  forme 

u  +  pl  -h  p' l*  +  p"  ï*  +  pm l*  +  . .  ., 

où  />,  p',  //',...  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x,  dérivées  d'une  cer- 
taine manière  de  la  fonction  u. 

•1.  Si  u  est  une  fonction  de  deux  variables  r,  y,  qu'on  y  mette  x -h  q 
à  la  place  de  x,  y  +■  <b  à  la  place  de  y,  qu'ensuite  on  dégage  les  quan- 
tités £,  (J>  par  le  moyen  des  séries,  la  fonction  u  deviendra  de  la  forme 

u  -^  p  c  +  q  + 

-+-  p!  ça  -+-  q'  t  4*  +  '''  4' 

+  p"  ;3  -+■  q"  X1 4  +  ''"  X  'Y2  -+-  *"  +" 
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où  p,  q,  p  ,  q\  r  ,  p",  q",...  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x,  y  dé- 
rivées d'une  certaine  manière  de  la  fonction  //. 

De  même,  si  u  était  fonction  de  trois  variables  x,  y,  z,  en  mettant 
a?-t-§,  y -h  },  z  -+-  'S,  a  la  place  de  x,  y,  z,  et  développant  par  les  séries, 
cette  fonction  deviendraif.de  la  forme 

u  -\-  p  l  i  q  <\>  -+-  r  Ç 

-  />'  l;  4-  q'  \  <\  H-  /''   '];•'  +  a'  £Ç  -f-  (3'  <j/  ?  -f-  y'  Ç! 
+  />"  ;   +  q   "^ 4>  -+-  r" £  ip'  -4-  S" ip3  -f-  a"  ï i:j  +  .  .  . 


cl  ainsi  de  suite,  si  la  fonction  //  renfermait  quatre  variables,  ou  cinq,  etc. 

3.  Le  Calcul  différentiel,  considéré  dans  toute  sa  généralité,  consiste 
à  trouver  directement,  et  par  des  procèdes  simples  et  faciles,  les  fonc- 
tions p,  p\  p" q,  q  ,  q" r,r',r",...  dérivées  de  la  fonction  u:  et 

le  Calcul  intégral  consiste  ;i  retrouver  la  fonction  //  par  le  moyen  de  ces 
dernières  fonctions. 

Cette  notion  des  Calculs  différentiel  et  intégral  me  parait  la  plus  claire 
et  la  plus  simple  qu'oïl  ait  encore  donnée;  elle  est,  comme  on  voit,  indé- 
pendante de  toute  métaphysique  et  de  toute  théorie  des  quantités  infini- 
ment petites  ou  évanouissantes. 

'«.    Considérons  plus  particulièrement  le  cas  du  n"  1,  où  //  est  supposé 

une  fonction  de  x  seul ,  et  voyons  comment  les  fonctions  //,  p.  p  ,  p" 

dépendent  les  unes  des  autres. 

Puisque  la  fonction  //,  en  \  mettant  x  +  S  à  la  place  de  x,  est  devenue 

//  +  pi  -f-  //;-    h  />'  i*  +.  .  ., 

si  dans  celle  dernière  fonction  on  met  de  nouveau  x  -h  >,>  à  la  place  de  x, 

il  est  clair  qu'elle  deviendra  de  la  forme 

Il       •      j)  M  //''.,  jl     ',,       '      //''.,'     »... 

/>   •  ttîm  -+-  p'<>'  -+-  aw1  -+-...   \ 

-(-i//    •  eKo)  -\  p'u1  4-  o-'m-1  -+- .  .  . 

//         a   '■•       p"wJ  4-  t" m3  h.  .  . 


56. 
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où  7S,  p,  a,...  seronl  dos  fonctions  de  x  dérivées  de  la  fonction  p  de  la 
même  manière  que  p,  p  ,  p",...  le  sont  de  la  fonction  u,  et  rs',  p',  ?',... 
seront  des  fonctions  dérivées  de  même  de  la  fonction  p',  et  ts"  ,  p",  n" ',... 
des  fonctions  dérivées  de  p",  et  ainsi  des  autres. 

D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  voir  que  l'expression  précédente  ne 
sera  autre  chose  que  ce  que  devient  la  fonction  u  en  y  mettant  à  la  fois 
ce  + 1  +  m  à  la  place  de  x,  ou  bien  ce  que  devient  l'expression 

u  -+-  Pi  +  p' l2  +  p"  l1  +  />'"£'  -+-  •  •  • 
en  y  mettant  |  -+-  co  à  la  place  de  §,  c'est-à-dire 

«  +  />(£  +  »)-)- /?'(£-+-  o)  ;-  +  />"  (  g  +  af  -+- 

Or,  en  développant  les  puissances  de  £+  w  et  ordonnant  les  termes,  on 
aura 


-+-  /?  W  H-  /A)2  -+-  p"(ù3  -+-  p'"(ù*  ■+-... 

-+-  (/>  +  2/>'w  -f-  3/>"oj2  -+-  4/>'"w'1  +• 

■n 

-4-  (/?'  +  3p"f.)  -4-  6p'"u2  -+■  io/>IV&)3  +  . 

■■)V 

-+-  (/?"  +  4/>"w  +  IO/?IVw2  H-  2O^v0)3  +. 

■)ï 

Donc,  comme  cette  formule  doit  être  identique  avec  la  précédente,  on 

aura 

ro  =  op',      p  =  3p",       cr  =  4/)'", .  .  . , 

57':=  3//',        p'  =  6/>",  0-'  =  lOpl\.  .  ., 

m"=^p'",     p"=io/?IV,     <r"=2opv 


,  ■  •  ■  » 


Donc 


P'=->     P==T.     P=-j 


Or,  de  la  même  manière  que  /?  est  dérivé  de  u,  -es  l'est  de  />,  vs'  l'est  de/?', 
sr"  l'est  de/?",  et  ainsi  de  suite;  donc,  si  l'on  fait  /?  =  u  ,  et  qu'on  désigne 
de  même  par  m"  une  fonction  dérivée  de  u'  de  la  même  manière  que  u'  l'esl 
de  //,  et  par  u"  une  fonction  dérivée  de  même  de  u",  et  ainsi  de  suite,  on 
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aura 

u" 
p=zu',     xn  =  u",         donc     />'= — ■> 

u'"  u 

donc     cj'= — ?       donc      »"= — =•> 

i  r  2.3 

m,v  m" 

donc     us"=  — r,i      donc     »'":=  — ^—t, 
2.3  r        2.3.4 


Ainsi  la  fonction  w  deviendra,  en  mettant  x-\-\  à  la  place  de  ce, 

u"P        u'"l*        U"% 

U  +  u'l-\ -  H 5.   -( *     +  . 

2  2.3  2.3.4 

où  les  fonctions  u,  u',  u",  u",  ulv,...  dérivent  l'une  de  l'autre  par  une 
même  loi,  de  sorte  qu'on  pourra  les  trouver  aisément  par  une  même  opé- 
ration répétée. 

5.  Si  maintenant  on  suppose  que  u  soit  une  fonction  de  deux  varia- 
bles x  et  y,  et  qu'on  cherche  ce  qu'elle  devient  en  y  mettant  à  la  fois 
.r-+-|  à  la  place  de  xety-\-^  a  la  place  de  y,  on  fera  d'abord  la  première 
de  ces  deux  substitutions,  ce  qui  réduira  la  fonction  u  à  celle-ci  (  ï 


2  2.3 

ensuite  on  fera  la  substitution  de  y  -h  6  à  la  place  de  y  dans  les  loue 
lions  u,  u',  u",  u  ,...,  et  elles  se  changeront,  savoir 

,  .         w'ût7         w"-l 

u    ci)  «  -+-  w  4/  ^ z — 1 :,     >  .... 

1  ■  2.3 

, ,  1        "     '\:       "''  ty 
u    en  u  -+  w  ai  -+-  1   .  .  . , 

2  2  .   > 

11     '■l  11       il 

//    en  //  +ir|l*+-  — ~      ... 

2 
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Ainsi  la  fonction  //  deviendra,  après  les  deux  substitutions  dont  il  s'agit, 

//  -+-  u'\-v-  «•'  i|> 

-i -+- ^L  _) r_ 

2  1  .  I  2 

«'"£3       w"-'£24>        u''"l'l-        w'"<Ls 


2.3  2.1  1.2  2.3 

Les  accents  qui  sont  avant  la  virgule  se  rapportent  au  changement  de  x 
en  a? -h  |,  et  ceux  qui  sont  après  la  virgule  se  rapportent  au  changement 
de  y  en  y-\-  ty. 

En  général,  si  a  est  une  fonction  de  a?,  y,  z,  / et  qu'on  y  mette,  à 

la  place  de  ces  variables,  x -\- %,  y -\- ty ,  z  -ht,  /  -h  S la  fonction  dont 

il  s'agit  deviendra  u  plus  un  nombre  indéfini  de  termes,  tels  que 

uM'W-W-M—-  £i*  <]/'  l™  Qi.  .  . 
i  .  2 . 3 .  .  .  p.  X  r .  2  . 3 .  .  .  v  X  f .  2 . 3 .  .  .  gj  X  i  •  ^  .  3 .  .  .  p  X  .  .  . 

/,  v.  ar,  p  étant  supposés  successivement  o,  i,  2,  3 

6.   Puisqu'en  mettant  x-h%  à  la  place  de  x  dans  u.  cette  fonction 
devient 


""  %'        " 


2  2.0 


si  Ton  regarde  S  comme  infiniment  petit  et  qu'on  néglige  les  puis- 
sances £2,  £3,...,  on  aura  simplement  u!\  pour  l'accroissement  de  u\  de 
sorte  que,  désignant  cet  accroissement  par  du%  et  l'accroissement  |  de  ' 
par  d.r.  on  aura 


j  /  1  ,       du 

du  =  u  dx     el     m  =  -r-  ; 
tf.r 


ainsi,  pour  avoir  la  fonction  u',  il  n'y  aura  qu'a  chercher  la  différen- 
tielle du  par  les  règles  du  calcul  des  infiniment  petits,  et  la  diviser  en- 
suit»' par  la  différentielle  dx. 
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a        4,     i       du  , 

Avant  u  =  -y-,  on  aura  de  même 
dx 

du  .  d2u 

„  dx        d2u  dx2        d3u 

Il      ; r=    -j i  U     =    5 —, — —  1  •  •   •  \ 

dx         dx*  dx  dx3 

de  sorte  que  x  devenant  x  -+-  %,  la  fonction  u  deviendra 

du  d'u   l2       d3u     l3 

dx  '       dx'    i        d x3  t.  .  3 

où  du,  d2u,  d3u,...  désignent  les  différences  première,  seconde,  troi- 
sième, etc.,  de  u  prises  en  faisant  varier  x  de  la  différence  infiniment 
petite  dx. 

Ce  Théorème  est  connu  depuis  longtemps,  et  \1.  Taylor  en  est,  si  je  ne 
me  trompe,  le  premier  Auteur;  on  peut  le  démontrer  de  différentes  ma- 
nières; la  précédente  me  parait  une  des  plus  simples. 

7.  Si,  au  lieu  de  faire  varier  x,  on  fait  varier  y  dans  la  supposition 
que  u  soit  une  fonction  de  x  el  de  y,  on  aura  de  même 


l      1  :. 

du  -. 

=  w'dy, 

le  la 

w' 

du 

le 

Par  le 

même 

principe  on  aura 

, ,         du 

"  •    ,/, 

,  du 

(Il                 (Pu 

dy            il.i  (ly 

du  d- u  indique  la  différentielle  seconde  de  w,  en  taisant  varierd'abord  .> . 
ensuite  v;  or,  comme  les  variations  de  .r  el  de  y  sont  indépendantes  l'une 
de  l'autre,  il  est  facile  de  comprendre  qu'on  aura  également 


du 

du  (h  d'u 

di  il  i         drda 
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où  d2u  exprime  maintenant  la  différentielle  seconde  de  u  prise  en  faisant 
varier  d'abord  jet  ensuite  x,  de  sorte  qu'on  aura 

d2u  d2u 


dxdy        dydx 

ce  qui  montre  qu'il  est  indifférent  dans  quel  ordre  soient  écrites  les  dif- 
férences dx,  dy.  En  général  donc  on  aura 

,  w  ,        d^'u 

«00.  M— — , 

dx*  dy 

où  dv^'u  indiquera  la  différentielle  (u. -+- vf"te  de  u  prise  en  faisant  va- 
rier \j.  fois  x  elv  fois  y,  quelque  ordre  qu'on  suive  d'ailleurs  dans  ces  va- 
riations; de  sorte  qu'il  y  aura  autant  de  manières  différentes  de  trouver 

la  valeur  de  -z — -7-7  qu'il  y  aura  de  permutations  entre  deux  choses  diffé- 
rentes répétées  l'une  \x  fois,  l'autre  v  fois;  or  le  nombre  de  ces  permuta- 
tions est,  comme  on  sait,  égal  à 

I  .  2  .  3  ...  (  [J.   -+-  V  ; 


i .  2 . 3 ...  p.  X  i .  2 . 3 ...  v 

Et  si  u  est  une  fonction  de  plusieurs  variables  x, y,  z,  t,...,  on  aura 

d»+y+a+t+-u 


M0O.  (*).(»)»(?). 


dx^dy'dz^dtK 


et  cette  fonction  pourra  se  produire  d'autant  de  manières  différentes 
qu'il  y  aura  de  permutations  entre  différentes  choses  dont  l'une  serait 
répétée  f/.  fois,  l'autre  v  fois,  la  troisième  rz  fois,  la  quatrième  p  fois,  etc.; 
en  sorte  que  par  les  règles  connues  le  nombre  dont  il  s'agit  sera 

i.2.3.4.5...(/a-t-v-t-sï-t-p+...) 
i.2. 3. ..p.  Xi.2.3...vXi.2.3...crXi.2.3...pX... 

lequel  est  aussi  le  coefficient  du  terme  x^y^z^fi...  dans  la  puissance 

(x  -A-v-i-  z  -+-  t  +  . . .  n-t~H*-t-e+  ■  ■ 
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8.  De  là  et  de  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  5  il  s'ensuit  que,  si  dans  une 
fonction  u  d'un  nombre  quelconque  de  variables  x,  y,  z,  t, . . .  on  met 
x-\-%,  y-*r'\>,  z-f-Ç,  t-\-B,...  à  la  place  de  ces  variables,  la  fonction 
proposée  sera  augmentée  d'un  nombre  indéfini  de  termes  représentés 
chacun  par 

i.2.3. .  .p.  x  i.2.3.  ..vXi.2.3...inXi.2.3...pX.  ~  "    dxv-dy*dza(lï<. . .  ' 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 

M  H1*  <]/' ?"  0f .  •  •  „  rfH-v+'T+H---« 

i  .2.3.  .  .(p  -f-  v  -+-  nj  -+-  p  -t- .  . .)  .     dx^dy^dz^dt?.  .  .  ' 

M  étant  le  coefficient  du  terme  ocP ys V3 t* '. . .  dans  le  polynôme 

x-\-y-hz  +  t-h... 
élevé  à  la  puissance 

V.  -h  V  -i-  5T  +  p  4- 

Ainsi,  pour  avoir  aisément  les  différents  termes  qui  doivent  composer 
l'accroissement  de  la  valeur  de  la  fonction  u  lorsque  x,  y,  z ,  /,. . .  de- 
viennent a? -H  %,  y-hty,  z-h'Ç,  1-+-9,...,  il  n'y  aura  qu'à  considérer  la 
série 

x-+-y-hz-i-t-+-... 


1 

' 

X 

1 

-+-  Z  -4-  t  +  .  .  .    2 

-f- 

(x-h 

x 

I  .2 

+  «  +  /   ^-.  .  .':' 

1.2.3 

et,  après  avoir  développé  les  puissances  de  x  -\-y  -\  z  »  /^...,(»u  chan- 

■  i  <\>  i  o  „ 

géra,  dans  chaque  terme,  .r  en   7 -■>  y  en  j->  -  en  4  »  /  en  -?-■>  ■  •  -,  et  I  on 

multipliera  le  même  terme  par  <l' u,  l'exposant  de  la  différentiation  / 
étant  égal  ii  la  somme  des  exposants  de  r,  y,  s,  /.. . .  dans  le  même  terme. 
III.  5? 
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Or  on  sait  que 

•*'  ■+-  X  ■+-  z  -+-  t  -t- .  .  .         {x  -4- y  -4-  z  +  t  -f- . .  .y         x  +  y  -4-  z  ■+■  t  -+- .  .  . )3 

I  1.2  1.2.3 

—  e*+-7+*-w-t-.    —  i  —  e1  x  e/  X  e-  X  e'  X  ...  —  i 

=     H 1 1 =  -j-...)XH--  +  - h  -£-=  4-.  .. 


I  1.2  1.2.3  /  \  I  1.2  1.2.3 

Z  Z2  Z3  s.  (  l  t2 

<     i  -4 1 1 =■  H-  ...  1  X    H h 


I  1.2  1.2.3  /  \  I  1.2  1.2.3 

Par  conséquent  il  n'y  aura  qu'à  taire  le  produit  de  ces  différentes  séries 
et  changer  ensuite  chaque  terme  comme  nous  Pavons  dit  ci-dessus. 

9.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  si  l'on  considère  l'expression 

du .      du  ,      du  r 
ed.r         dy         dz  j 

et  qu'après  l'avoir  développée  suivant  les  puissances  de  du,  on  applique 
les  exposants  de  ces  puissances  à  la  caractéristique  rfpour  indiquer  des 
différences  du  même  ordre  que  les  puissances,  c'est-à-dire  qu'on  change 
du'  en  d'u,  on  aura  l'accroissement  cherché  de  la  fonction  u  lorsque  x, 
y,  z,...  y  deviennent  a?  +  2,  y  -+-  <h,  z  -i-  Ç,.... 

Ainsi  dénotant  cet  accroissement  par  lu,  on  aura  la  formule  générale 

du  .       du  ,       du  „ 

ùs.u  =  edx     '^     dz         —  i. 

10.  Maintenant,  comme  lu  exprime  la  différence  première  finie  de  //, 
si  Ton  dénote  de  même  par  A2 m,  A3 m,...  les  différences  finies  de  u  des 
ordres  ultérieurs,  on  pourra  trouver  la  valeur  de  chacune  de  ces  diffé- 
rencesen  ne  faisant  qu'élever  l'équation  précédente  au  carre,  au  cube,  etc.. 
et  y  changeant  ensuite  les  exposants  des  puissances  en  exposants  des 
différences. 

De  cette  manière  on  aura  donc,  en  général, 


(dit  .        du   ,        du  y  \  "*. 

,,,/, ■•"T/r  -^di^     —  i  )  , 
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et  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion de  la  manière  que  nous  l'avons  dit  à  l'égard  de  celle  du  numéro  pré- 
cédent. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  supposer  que  l'exposant  X  devienne  négatif, 
auquel  cas  l'équation  subsistera  également  si  ce  n'est  que  les  différences 
qui  auront  un  exposant  négatif  devront  être  censées  changées  en  sommes 

du  même  ordre.  Ainsi  désignant,  comme  à  l'ordinaire,  par  j  les  sommes 

ou  les  intégrales  ordinaires,  qui  répondent  aux  différences  infiniment 

petites  marquées  par  la  caractéristique  d,  et  par  V  les  sommes  finies  qui 

répondent  aux  différences  finies  marquées  par  la  caractéristique  A,  on 
aura 

rf-=f»  r/-2=r,.-., 

et  de  même 

a- -=2;,    A-»=2''"" 

et  l'équation  précédente  deviendra,  en  faisant  X  négatif,  ou  bien  inci- 
tant —  X  à  la  place  de  X,  et  par  conséquente   A  ';1  place  de  A\ 


r« 


(thi  _       fin  ,       di>  .,  \  / 


On  traitera  le  second  membre  de  celle  équation  d'une  manière  semblable 
a  celle  que  nous  avons  prescrite  ci-dessus. 
Quoique  l'opération,  par  laquelle  nous  avons  passé  de  la  différence  Au 

ii  la  différence  A'// et  il  la  somme  V  //.  ne  BOil  pas  fondée  sur  des  prin- 
cipes clairs  et  rigoureux,  elle  n'en  est  cependant  pas  moins  exacte, 
comme  on  peul  s'en  assurer  à  posteriori;  mais  il  serait  peut-être  très-diffi- 
cile d'en  donner  une  démonstration  directe  et  analytique;  cela  tient,  en 
général,  a  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les  puissances  positives  el  les  différen- 
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tiations,  aussi  bien  qu'entre  les  puissances  négatives  et  les  intégrations; 
analogie  dont  nous  verrons  encore  d'autres  exemples  dans  la  suite  de  ce 
Mémoire. 

1 1.  Supposons  que  u  soit  une  l'onction  de  x  seul,  on  aura  dans  ce  cas 

du  du 

-J-   =  O,         -y-  =  O,.  .  ., 

dy  dz 


par  conséquent 


(,lu_  ,  \  A 

P5Ï   _  ,]  . 


Considérons  donc  l'expression  (ew  —  i)x,  et  voyons  comment  elle  peut 
se  développer  en  une  série  réglée  sur  les  puissances  de  w.  Il  est  d'abord 
clair  que,  si  l'on  fait  w  très-petit,  on  aura  ew  —  i  =  w,  d'où  il  s'ensuit 
que  le  premier  terme  de  la  série  sera  nécessairement  wA.  Supposons  donc 

(e°—  i)x  —  (ùx{i  +Aa  +  B«2-+-  Cw3-hDco4  +  . . .), 

et,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre,  on  aura 

^logle"  —  i)  —  Xlogw  =  logfi  +  Am  -l-  Bco2-h  Ce»'  4-  Dm1  +. .  .), 

et  différentiant 


&■'  i\_       A  -+-  ?.Bw  -+-  3Cw2  +  4Dw3 

'—  i  ~~  m)  ~~  7+  Aco  -4-  Bm2+  Cm3-+-  Dm4 


or 


i         i —  e~ 


&r  m* 

^73  _  â73.1 


donc,  substituant  cette  valeur  et  multipliant  en  croix,  on  aura 


M -  +  — =-7  — . .  .  )  (  i  -+-  A  u  -+-  B  w2  -+-  Cf.)3  +  .  .  .  ) 

2        ?..3        •>. .  3 . 4 


'.)  r>> 


2.3  2.3.4 


A  -I-  îBm  +  3C&)'-t  .  .  .  1, 
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c'est-à-dire 

À       .  /  A  i  \  ,  /  R         A  i 


2  \  2  2.3/  \  2  2.3  2.3.4 


2         2.3        2.3.4        2.3.4-5 
3C        2B  A     \    , 

T  +  2T3-2T34J&)+---' 


d'où,  en  comparant  les  termes,  on  aura 


2 

2B  =  -, 

2  2.3 


2.3  2.3.4 

_  (A +  3)  G  _  g  h-  2  )  B       (X-t-i)A  _  l 

2  2.3  2.3.4  2.3-4-5 

Avant  ainsi  déterminé  les  coefficients  A,  lî,  C on  mettra    ,    £  à  la 

place  de  w,  et  changeant  les  puissances  de  cfo  en  des  différentielles  de  //. 
on  aura,  en  général, 

ds»  *  ,/*'<•'   •      H       dx»*  *  dx^    u 

Cette  formule  servira  donc  à  trouver  immédiatement  la  différence  d'un 
ordre  quelconque  d'une  fonction  quelconque  de  x  lorsque  x  augmente 
successivement  de  g,  xi,  '\\ et  cela  au  moyen  des  différentielles  ordi- 
naires; ce  qui  peut  être  d'une  grande  utilité  dans  la  théorie  des  séries. 

Faisons  maintenant  )  négatif,  c'est-à-dire  mettons      /.  à  la  place  deX, 
pour  changer  les  différences  en  sommes,  et  l'on  aura  dans  ce  eus 


.,.         \  udx)           l'    udx^-*          f    *u<lxx-*         l'    iu/.i' 
2,"        -çr-        *'       p        -t-P'—  -y'- çr-r- 
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où 

X 

2 

„  (X—  l)«  / 

2(3  = 


3y  = 


4ô 


2  2.3 

(  X  —  2  )  (3        (1  —  s ,  a  X 


2  2.3  2.3-4 

;/.-3iy       (X  — 2)8        (X  —  i)a  X 

■         1 ' _i       . „ 1        


-+- 


2  2.3  2.3.4  2.3-4-5 


Si  X  =  1 ,  on  aura  donc 


_  f  udx  du  „  d-u  .„        .  dsu  „ 


parce  que 

d-u 


r~'     ,  du       T~3     . 


^^'■'•' 


C'est  la  formule  connue  pour  trouver  la  somme  d'une  série  dont  on 
connaît  le  terme  général. 

En  effet  soit  u  =  o  (x),  on  aura,  par  la  nature  des  sommations, 

?u  =  y{x  —  \)  -\-  y{x  —  2 X )  -+- . . . ; 

donc,  si  suivant  la  notation  reçue  on  fait 

/'  ,    s  j        v    /  do  x  ,  d2o[x) 

o  x  dx  =  '<p(x),         '         —  9' ( x  ,  *         =  9  (a?),..., 

on  aura 

o'ï  —  I  )  -+-  <p  (  a?  —  2  £  )  -+-  9  (  .r  —  3  £  )  -1-  . . . 

yQ  {  X  1 

=  -^ a  9  (  .r  )  -+-  (3  9'  1  #  ) .  \  —  y  9"  1  x  | .  £:  -h  .  .  .  . 

Si  maintenant  dans  cette  formule  on  écrit  x  —  n%  à  la  place  de  x,  on 
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aura  de  même 

<p  [x  —  (n  -+- 1)  £]  -4-  <p  [a?  —  (re  -+-  2)  £]  -+- . . . 

=  — 1 acytx  —  ni,)  H-  [3  cp'(.r  —  n\).\  —  y  cp"i  x  —  rit  ).%*  -+-  ■  ■  ■  ■ 

Donc,  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  il  viendra 

9  (  x  —  \  )  -+-  cp  [x  —  2  \  )  -+-  o  (  x  —  3  X  )  +  .  .  .  -+-  tp  !  x  —  n  l  '. 
—  JL1_^ Tl ±1  —  <x[<f(x)  —  <f{x—n£  1 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  en  détails  sur  cette  matière  parce  qu'elle  a 
déjà  été  traitée  dans  différents  Ouvrages,  et  surtout  dans  le  Traité  des 
Fluxions  de  M.  Maclauriu,  et  dans  les  Institutions  du  Calcul  différentiel 
de  M.  Euler;  on  trouve  dans  ce  dernier  Ouvrage  des  Remarques  curieuses 
et  importantes  sur  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres  a,  |3,  y,...  dans 
le  «as  de  À  — 1;  mais  personne  que  je  sache  n'avait  encore  donné  l'expres- 
sion générale  de  ces  nombres  pour  les  différences  et  les  sommes  d'un 
ordre  quelconque. 

12.  Reprenons  l'équation  du  n°  10,  savoir 

////  .       du  .       tin  „ 

-7-E-t--7-+-t--r-Ç-K  . 
Au  =  e'/I      ''■'      ll:         -     1; 

elle  donnera  celle-ci 

du  .,      du         du 
djt+dï*+dïKM  :1°8   '  '  A"" 

•  m  il  faudra,  après  avoir  développé  le  logarithme  log  1  •  A//    suivant 

les  puissances  de  A//,  appliquer  les  evposanls  de  ces  puissances  à  la  ca- 
ractéristique A.  De  celte  manière  on  aura  donc 

du  ,     du  ,      du  „  .         a  n      \  n      y  n 
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ce  (iui  donne  un  moyen  de  trouver  les  valeurs  de  -7-1  -j-->-   ■  à  l'aide  des 
1  «  dx    dy 

différences  finies  de  la  fonction  u. 

Mais  ce  n'est  pas  tout  :  on  peut  également  élever  les  deux  membres  de 

l'équation  à  une  puissance  quelconque  >,,  positive  ou  négative,  en  sorte 

qu'on  ait 

(du  ..       du   .        du  .,  V       ri  k       v 

Kdlc^T^  +  dz^---)  =[log(«  +  A«)]\ 

et  cette  équation  sera  toujours  vraie  pourvu  qu'après  le  développement 
des  deux  membres  suivant  les  puissances  de  du  et  de  Au,  on  change  les 
puissances  positives  en  différences,  et  les  négatives  en  sommes. 

Pour  cet  effet,  considérons  la  quantité  [log  (1  -+-  «)]\  et  voyons  com- 
ment elle  peut  se  développer  en  une  série  qui  procède  suivant  les  puis- 
sances de  ù>.  Il  est  d'abord  clair  que  si  w  était  très-petit,  on  aurait 
log  (1  -+-  w)  =  w,  d'où  il  s'ensuit  que  le  premier  terme  de  la  série  dont  il 
s'agit  sera  w\  et  qu'ainsi  elle  aura  cette  forme 

w*(i  -1-  Mm  +Nûj2  +  Pw3-r-Qco4-r-.  .  .). 
Supposons  donc 

[log(i  -<- «)JA=  wx(i  +  Mm  h-  N&)2-t-  Pm3  +  ,  . .), 

et,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d'autre,  on  aura 

à  [log. log  (1  -t-  m)  —  log«]  =  Iog(i  +  Mm  +  NM2-r-  Pw3-r- 

d'où  l'on  tirera  par  la  différentiation 

T 1 _i_~|         M  -4-  2Nm  +  3Pm'  -+-  4Qm3  -t-  ■  •  ■ 

[_(i  -hM)log(n-M)       m  J  "  1  +  Mm  +  Nu!+  Pm3-i-Qm4  -+-...  ' 

Or 

tùs  M3  M4 

10g(l+M)  =  M—    —    +    y   —   y-r-...; 

donc,  multipliant  cette  série  par  i-hw,  on  aura 

6)2  M3  M*  M5 

(i-f-M)log(H-M)  =  M+--^3  +  3^-^+..., 
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donc,  substituant  cette  valeur  et  multipliant  en  croix,  il  viendra 

\  2  2.3  3.4  / 

/  <*>  W2  M3  \         »,  »t  or. 

=    14 5  -4-3-T— ...  ]  (M  +  îNm  +  3Pû)2-h...  . 

\  2  2.3  3.4  / 


c'est-à-dire 


X      ,  /      M         1   \  ,  /      N        M  1 

-  2  +>'  (-  T  +  2T3J  u  +  H~  »  +  ^  -  M] 

»,       /    xt       M\  /„       2N        M 

/.„       3P       2N        M  \    ,   . 

De  sorte  qu'en  comparant  les  termes  on  aura 
11= - 
2N  =  - 

3P  =  — 
4Q  =  - 


Connaissanl  de  cette  manière  les  coefficients  numériques  M,  N,  P,...,  on 

aura  donc 

[logn-A//j'       \  n       VIA'-'u  -,  -N  A'- •'«-+- 

ce  qu'il  faudra  substituer  dans  l'équation  ci-dessus. 

13.  Soit,  comme  dans  le  n"  1 1 .  u  une  fonction  de  x  seul  :  alors  l'équa- 
tion doni  il  s'agit  deviendra 


X 

—  J 
2 

(X-t-i   M         > 
2              2.3 

(X  +  2)N          (X-4    1     M 

2                                2.3 

X 
"M' 

X  +  3   P         X  -+■  2  )  N 

( X  -,    1    M           1 

2                   2.3 

\.\      +4^' 

(£«)'  ''■*'■ A-  ■ 


m. 
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savoir 

d^u 

„  ?  =  A*  w  +  M  A'A+'  u  +  N  A''"*-2  «  -+-  P  A''--3  «  +  ..., 

ce  qui  donne  le  moyen  de  trouver  la  valeur  de  la  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  de  la  fonction  u  à  l'aide  des  différences  finies  de  la  même 
fonction. 

Or,  si  dans  la  même  formule  on  fait  >.  négatif,  c'est-à-dire  si  l'on  y 
met  —  X  à  la  place  de  X,  on  aura,  en  changeant  les  différences  en 
sommes, 

f  udxK 


V 


ou  les  coefficients  p.,  v,  w,...  seront  déterminés  par  les  formules  su i 

vantes 

1 


2 

(  X  —  i  )  y            / 

2                        2.3 

(X  —  2)V             (À—  l)«                X 

3m  =                                             '       f-        ,j 

2                               2.3                    3-4 

.           !  À  —  3  ;  m        f  X  —  2  )  v         !  X  —  1  )  y 

X 

*>'-           2                       2.3                    3.4 

-4^' 

Si  l'on  fait  X  =  r ,  on  aura  donc 

fudx      „ 
^— = —  =  \«  -+-  p.  «  +  v  A  M  H-  CT  AD  «  +  x  A3  «  -+- . 

formule  qui  peut  servir  à  calculer  les  aires  des  courbes  par  les  sommes 
et  les  différences  des  coordonnées  équidistantes.  Cotes,  Stirling  et  d'au- 
tres ont  déjà  donné  des  formules  pour  calculer  l'aire  d'une  courbe  dont 
on  connaît  un  certain  nombre  de  coordonnées  équidistantes;  mais  la  for- 
mule précédente  est  différente  de  celles  de  ces  Auteurs,  et  me  parait  pré- 
férable en  ce  qu'on  y  emploie  les  différences  successives  des  coordon- 
nées, lesquelles  vont  ordinairement  en  diminuant,  et  surtout  en  ce  qu'on 
y  voit  aisément  la  loi  des  termes,  de  manière  qu'on  peut  continuer  la 
série  aussi  loin  qu'on  veut. 
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Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  de  cette  formule,  soit  proposé  de 
trouver  l'intégrale  de    ■—■>    qu'on  sait  d'ailleurs  être  égale  à  loga?;  on 

aura  donc  dans  ce  cas  u  =  —  )  et  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  ?    - 1 , 
on  aura 

■^     I  IX  ,     I  .1  ,1 

-  \ogx  —  > h  —  -+-  v  A  ■     +roA'-+xû3-  +■••• 

Or  puisque  |  —  i ,  on  aura 

A 
A= 


i  i 


iii  i 


x       x  -+-  i        a;  a;  (  x  -+- 1 J 

i  i  i 


.r  a:  4-  i)  ( x  -+-  2  ,        a:  (a?  -+■  i )        x  l  a:  -+-  i  )  I  .r-  -4-  2 

,1  2  2  2.3 

AJ  —  = 


x        (x -+- 1)  (a;  -+-  2 1 1 a?  -r  3  |        .r  (ar  -+-i )  (a? -f-  2)  "  x  (x  -4- 1  )  |  .r  -4-  2  )  .r  -+-  3 

et,  en  général. 


,.   1  1.2.3. ..). 


.r  a?    .ri       r  -+-  2    ...     r    -(-X 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  X  est  pair,  et  l'inférieur  pour  le 
cas  où  À  est  impair. 

Donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


log  1 

.7   —   1  a:  —  2  x  —  o 

a  v  2  ni  2.3./ 


x         <    a  4-1         x{x  +  i  (ar-f-2  c  a;  l  1    ./■  -+-  2)  (ar  -f  3 

De  même,  si  l'on  met  x   -  n  à  la  place  de  x,  />  étant  un  nombre  entier 
quelconque,  on  aura 

log  x  —  n 


x  —  n  —  1         x  —  n  —  2        x  —  n 


x  ~  n  1         11      x        n    h  1 


I  /;        ;  /11»  n 
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par  conséquent,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  on  aura 


log 


x  —  n       x  —  i        x  —  2        x  —  3 


-Mi 


-L-)  -  v  \—l ! 1 

v  —  n]  \^x  [  x  -+■  i  )        i  x  —  n  )  (  x  —  n  -+-  i )  J 

-+-  2  m\ ' 

Lx(x  -f-  \){x  -+-  2)       (x  —  n)(x  —  n-k-i  ,{x  —  n  -f-  2)J 

-  2.3.v  r • ! 1 

\_x[x  -t-ij  {x-hi)  (x-\-3)       (x  —  n)[x  —  n-\-i)(x  —  n-i-2.    x  —  /n-3J 


Si  l'on  fait  n  =  i,  on  aura 


log 


y.  2v 


x  —  i        x  —  i        (x- — i)  x        (x  —  i)x(x-\-j) 

2.3.GT 

(  X  —  I  )  X  (  X  -f-  I  )  (  X  -+-  2  )  '  '  '  ' 


ou  bien,  en  mettant  a;  à  la  place  de  «r  —  i ,  et  par  conséquent  a;  +  i  à  la 
place  de  oc, 


I  \  I  U.  IV 

log     I- 


X]        x         x(x-\-i)        x  (x  -+- 1)  (x  -+-  i) 

2.3.CT  2.3.4-7 

+ 


x(x-hi)  (x-\-2.)  U-  +  3)       x  (x  -h  i)  (x -{-  2)  (x -h  3)  {x -t- ^) 
c'est-à-dire 


log  II   ' 


X  X   \  \-\-  X  .  I  x\  I  x\  X 


] 


x\  x\  X 

t-*~ï)\1+-î)\x+j 


14.  Nous  avons  vu  que  toute  fonction  u  de  plusieurs  variables  x,  y, 
z,...  devient  u-\-Au  lorsque  ces  variables  deviennent  x-\-£,  y-l-ty, 
z  ■+-  Ç, . . . ,  où  l'accroissement  Aw  est  déterminé  par  la  formule 


tltt  „       dit  ,       tiit  ., 

^«  —  e''-»'       rf>       <'~  _!, 
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De  même,  si  l'on  suppose  que  les  variables  x,  y,  z,...  deviennent  .r  '  |', 
y  -+-  '}',  z  ■+-  Ç, . . . ,  g',  <y,  £', . . .  étant  des  quantités  différentes  de  |,  <\>, 
Ç, . . . ,  et  qu'on  désigne  par  A'a  l'accroissement  correspondant  de  //,  on 
aura 

J;/   -,       du  . ,      •///  „, 

A'u  =  edx       <*y      <>•         —i. 

Or  la  première  équation  donne,  comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut, 

du  .,        du   ,         du  u 
Iog(.  +  A«.)=sç+^:  +  +  s.Ç+..., 

et  comme  les  quantités  |,  6,  £,...  sont  indépendantes  les  unes  des  autres, 
il  est  clair  qu'en  supposant  d'abord  ^  =  o,  Ç  =  o, . . . ,  on  aura 

sÇ  =  log(«  +  A«)f 

où  Au  désigne  l'accroissement  de  u  qui  a  lieu  tandis  que  a?  seul  croît  de  |; 
de  sorte  qu'en  désignant  cet  accroissement  partiel  de  u  par  A?w,  on  aura 

</m log  (i  +  A|«) 

De  même,  si  l'on  désigne  par  Aj,k,  Ar//,...  les  accroissements  partiels 
de  //  qui  ont  lieu  lorsque  v,  ;....  deviennent  chacun  à  pari  y-\-<l>, 
z  -+-  Ç, . . . ,  on  aura 

*/"       lof;  i-i-Ai»         '/'/       Iop  i  +  Aça) 
dy  ~  (j;  "^  ? 

Ainsi  l'on  aura 

,1  •    '  il  y  ^  dz 

=  ':.   log    i'A//         i-  log   i    I   \.u     •    —  log    i-t~A;//    ■+-... 

E 

log    i        A  //       i    I    A.  //  •    1-4- AçM)ç  . .  .  . 
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Dont 

du    .        (In  du  y  c'  y'  '. 

e'r'  '  ' "  ,7>  '   ' Tz  '  i  -  -  A:  M  ^  1  -h  Ai  U  ï    I   -r  A;  H  -~ 

El  par conséquenl 

A'  tt  =  (  i  4-  A:  k)ç  •  i    -  Ai  «)+  (i  -+-  A:  «)ç  . . .  —  i, 

équation  par  laquelle  on  pourra  déterminer  la  valeur  complète  de  la  dif- 
férence A'w  de  la  fonction  u  lorsque  les  variables  x, y,  z,...  y  croissent 
en  même  temps  de  £',  <J»\  Ç',...,  au  moyen  des  différences  partielles  A?«, 
iX.iU,...  de  la  même  fonction,  lesquelles  résultent  lorsque  les  variables  x, 
y,  s,...  croissent  séparément  des  quantités  |,  -},  Ç 

Pour  pouvoir  faire  usage  de  cette  équation  il  faudra  développer  les 
puissances  de  1  +  A^m,  i-hl^u,...  et  le  produit  de  ces  puissances,  sui- 
vant les  puissances  de  Au,  ensuite  on  appliquera  à  la  caractéristique  A 
l'exposant  de  la  puissance  à  laquelle  la  quantité  Au  se  trouvera  élevée, 
et  l'on  multipliera  ensemble  les  quantités  qui  se  trouveront  au-dessous  de 
la  lettre  A;  ainsi  par  exemple  (A^m)2  donnera  A^u,  ce  qui  indiquera  la 
différence  seconde  de  u  prise  en  faisant  varier  x  seul  successivement 
«le  £;  mais  \<-cu  x  A.^u  donnera  A^w,  ce  qui  indiquera  de  même  la  diffé- 
rence seconde  de  u,  mais  prise  en  faisant  varier  d'abord  r  de  B,  et  en- 
suite y  de  y,  et  ainsi  des  autres.  La  raison  de  cette  opération  est  facile  à 
apercevoir  par  la  nature  de  notre  calcul. 

On  pourra  aussi  tirer  de  là  la  valeur  de  la  différence  d'un  degré  quel- 
conque, et  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  élever  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion à  une  puissance  dont  l'exposant  soit  le  même  que  celui  du  degré  de 
la  différence;  de  cette  manière  on  aura,  en  général, 

r  £  £  £  1' 

A"  u  =  L(i  +-  Ar  u  ;  '  i  -+-  A4,  //  1*  (1  +  Aç  M)1*  •  •  •  —  «  J  . 

et,  changeant  )  en  — X,  on  aura  aussi 


[l  I   -+-  Aj  U  );  ■  I  -+-  A.:  //  |+     i   -h  A;  Il  r 


-F 
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où  il  faudra  développer  le  second  membre  de  la  manière  que  nous  l'avons 
dit  ci-dessus. 

15.  Les  formules  précédentes  renferment  la  théorie  des  interpolations 
prise  dans  toute  la  généralité  possible;  par  exemple,  supposons  d'ahord 
que  l'on  ait  une  fonction  u  de  x  seul,  dont  on  connaisse  les  différentes 
valeurs  lorsque  x  devient  successivement  x  ■+-  %t  x-h  2?,  x-\-  3£,...,  et 
qu'on  demande  la  valeur  de  la  même  fonction  lorsque  x  devient  x  -+- |'. 
|'  étant  une  quantité  quelconque.  On  aura  donc  dans  ce  cas  6  =  0, 
Ç  =  o,...,  et  par  conséquent 

A'«  = .  1 1  +  àiu'y-      1. 

Or  la  puissance  (1  -+- H^uf  étant  développée  suivant  la  méthode  ordi- 
naire donne 

I+£  MH  C(C-*W+ctc-B.(g-'*W+.... 

Donc,  changeanl    A://,2  en  Af»«,    \iuf  en  Ar3,«  et  ainsi  de  suite,  on 
aura 


A'«  = 


l  2?  2.3.1* 


c'est  l'accroissement  que  doit  prendre  la  fonction  u  lorsque  x  devient 
égal  ii  x  i' \  de  sorte  que  la  valeur  de  la  fonction  u  répondante  à  x  +  §' 
sera  exprimée  par  la  série 


2  ;•'  2.3.£' 


Ainsi,  si  l'on  a  une  série  dont  les  termes  successifs  soient  exprimés  pai 
une  même  fonction  de  x,  x-\-  î.  X-\  y.ç.  X  \Z,...,  la  formule  précé- 
dente donnera  la  valeur  d'un  terme  quelconque  intermédiaire  répondant 
à  x  -h  |',  en  prenant  pour  u  le  terme  répondant  à  x,  pour  a;  //  la  diffé- 
rence entre  les  deux  ternies  repondants  à  ,r  -4    £  et  .»-,  pour  \{ . //  la  diffé- 

rence  seconde  entre  les  trois  termes  répondants  ;i  x      >.\.  x  +  £.  » .  el 

ainsi  de  suite. 
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16   Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  de  deux  variables  x 
et  y,  on  aura  dans  ce  cas,  en  faisant  Ç'  =  o,..., 

ï.  t 

A'tt  —  (i  +  A:«j5  (i  -H  A.;  «)*  —  I. 

La  quantité  (i  -+-  à*cuf  donne  comme  ci-dessus  la  série 

£  2  £/  2 . 3 .  43 

i! 
el  de  même  la  quantité  (i  ■+-  A^m)*  donnera  la  série 

1  +  f  A*"  +  "  -^ —  A+s*  +  2.3.^'"      "  A*aM  +  -  •  •  • 

Donc,  multipliant  une  série  par  l'autre  et  ayant  égard  aux  remarques 
faites  vers  la  fin  du  n°  13,  on  aura 

V  <h' 

1+  -5-  Ap  u  -+-  -f-  Aa  u 

2Ç2  £lj>  Y  ly1  v 

+  g(g-t)(g-»i)  A,  „ + m^  V  ^. 

1.5.Ç  4  2  £/  '|i        c  v 


Donc 


Mu  =  v-  A;  «  -f-  -f-  Ai  M 

£  ^ 


2.3.^  <a  2£2        ^      <** 

yiy-^)     S'     A3       „      ,       y(y-^)(y~    2^_)     A3 


c'est  l'accroissement  que  doit  prendre  la  fonction  u  lorsque  x  et  y  y  de- 
viennent à  la  fois  x  -+-  % ,  y  -+-  <!/. 
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Cette  formule  servira,  comme  on  voit,  pour  l'interpolation  des  Tables 
à  double  entrée;  et  elle  s'accorde  avec  celle  que  M.  Lambert  a  donnée 
pour  le  même  objet  dans  la  troisième  Partie  de  ses  Beytrœge  etc. 

On  pourra  déduire  avec  la  même  facilité,  de  notre  équation  générale, 
les  formules  pour  l'interpolation  des  Tables  à  triple,  quadruple,  etc., 
entrée;  c'est  sur  quoi  il  ne  nous  parait  pas  nécessaire  de  nous  étendre 
davantage. 

17.  Nous  allons  donner  maintenant  une  méthode  facile  et  générale  de 
trouver  immédiatement  les  différences  d'un  ordre  quelconque  d'une 
fonction  quelconque  de  plusieurs  variables,  sans  passer  par  les  diffé- 
rences des  ordres  inférieurs.  Pour  cela  on  considérera  que,  puisque  Au 
désigne,  en  général,  la  différence  première  de  u,  A2//  la  différence  pre- 
mière de  A«  ou  la  différence  seconde  de  u,  et  ainsi  de  suite,  les  valeurs 
successives  de  u  seront 

(t, 

U  -h  lit, 

u  -+-  ■?. Au  -+-  A-//, 

u  -t-  3Am  +  3A2?/  -(-  A8«, 


et,  en  général, 

,  ni    ni  —  i     .  m  (m  —  i )  I  m  —  2     . 

B  +  mAw+  ±u -h  .,  A3»  4  .  .  .  . 

2  ■?. .  i 

De  même,  en  désignant  par  A  a;,  A'*x Av.  A2  v A;,  A9z,...  les 

différences  premières,  secondes,  etc.,  des  variables  .r,  v.  z on  aura 

pour  les  valeurs  successives  de  .r, 

x, 

'    -4-  Ax, 

i  +  ?Ai  +  A'x, 

x  4-  3Ajt  4-  M-x  4-  A3.r, 


'"  \  '    I  A'./    <  A ■■.»■  4  .  .  ., 

2 

ci  ;iinsi  de  suite  pour  les  valeurs  successives  de  y,  z 

m. 
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Donc,  en  général,  si  u  est  une  fonction  quelconque  de  x,  y,  z,...,  il 
est  clair  que,  tandis  que  u  devient 

.  m  ( m  —  i )  A ,  m   m  —  i     m  —  i)  ., 

u-+-mAu  +  A'm+-  .,  A3m  +  ..., 

2  2.0 

<r,  y,  z,...  deviendront 

.  m  (  m  —  i  )  . ,  m  (  m  —  i  )   m  —  2  )  . 

.r  +  mAx-4 -A2.r+-  '  —       —  A" a?  -+- .  .  . , 

2  i.i 

.           Bîim-i)  ..          A7«   /«  —  i  )  (  m  —  2     . 
v  -+-  fflAr  h A2 y  -+-  -    ^ A3 r  -(-  •  •  • , 

2  *  2  .  6 

m  (m  —  i)  .  mi  m  —  i)'(m  —  2)  ,. 

z  +  fliâzH -A2z-t--     -^ :  A3z -t-.  .  ., 

2  2.0 


D'où  il  s'ensuit  qu'en  désignant  par  y(x,y,  z,...)  la  valeur  de  u,  en 

soi'te  que 

a  =  <p(a?,  y,  z,...), 
on  aura  aussi 

.  m  (m  —  1  )  . . 

u-hmAu-\ — A2«  +  ... 

2 


-[■ 


m    m  —  1) 


m  {m  —  1  )  . , 

/  +  mA/+  —         — A2j 

m    m  —  ii  . . 
z  -\-  màz  H A22 


} 


équation  qui  devra  avoir  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  m\  de  sorte 
qu'après  le  développement  des  termes  il  n'y  aura  qu'à  comparer  ceux 
qui  seront  affectés  d'une  même  puissance  de  m,  et  l'on  aura  autant 
d'équations  qu'il  en  faudra  pour  déterminer  les  valeurs  de  chacune  des 
différences  A w,  A2« 

18.  Supposons  que  les  différences  deviennent  infiniment  petites  et 
qu'en  même  temps  le  nombre  m  devienne  infiniment  grand,  on  aura 
dans  cette  hypothèse 

ni    m  —  1)  =  >»%     »?   m  —  1  j   in  —  2)  =  m3, ...  ; 
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.donc,  changeant  la  caractéristique  A  en  d,  on  aura  l'équation 

,         m2  d2  u        m3d3u 

u  -f-  m  du  H 1- 


=  <j>  I  x  -+-  m  dx  + 


2. à 

nrd'x        m3dix 


2.3 


m2  d'1  y       ni3  c/3  r 

-    _l_  "        _L     ÎL_ 


r  -f-  /w  dy 


,  m2d2z        m'd'z 

z  -+-  m  a  z  -+-  ■ 1 =— 

2  2.3 


Ainsi,  si  l'on  développe  la  fonction  ç>(...)  suivant  les  puissances  de  m, 
en  sorte  qu'il  en  résulte  une  série  de  cette  forme 

P  +  mQ  +  m2R    :   m  S  +- 

on  aura 

u  =  P,      du  =  Q,  -  =  R,      — »  =  S, . .  .  . 

2  •> .  3 

Par  où  l'on  voit  comment  on  peut  trouver  sur-le-champ  toutes  les  diffé- 
rentielles de  //;  c'est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  Exemples. 

1Î).   Supposons  que  u  soit  une  fonction  de  x  seul,  et  que  dx  soit  sup- 
posé constant,  on  aura  donc  dans  ce  cas  l'équation  //      y   x    et 

.          m2  d'il        md3u  . 

u  +  ni  du  -4 1 —      =      +  . .  .  =  a»  [x  -f-  m  dx  . 

2  2.3 

de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  développer  la  quantité  ijs   x       mdx    sui- 
vant les  puissances  de  m. 

Soit,  par  exemple, 

tp  .*•         a  +  6a    . 

on  aura 

f    i       mdx)—  a -+- bx      mbdx)' 

r    r        i    h' 
=    a  -*- bx  r -h  m  rb   a   *    6x)'    ' '/.»        01  "    •    /».» m'    v/# 

> 

'     '        I      '         ' ■    '''  i  .  i    , 

-f-  ///  5  («H    ÙX  '     d >     '   .  .  .; 

!  .    > 
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«loue,  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  m, 

u  =  (a  -t-  bx  f, 
du  =  rb  (a  -4-  bx )r~ ' dx, 
d2u=r(r — i)b2  a  -+-  bx  f--dx2, 


et,  en  général, 

d  a  =  r[r  —  i  )  (  /•  —  2  ...(/■  —  A  -+- 1)  bx  {a  -+-  bx  '   '  dx' . 

On  remarquera  ici,  et  la  même  remarque  aura  toujours  lieu  dans  les  cas 
semblables,  que  puisque  l'on  a  l'expression  générale  de  la  différentielle 
de  l'ordre  ).,  on  pourra,  en  taisant  ).  négatif,  avoir  celle  de  l'intégrale  du 
même  ordre  ).  ;  ainsi  l'on  aura 


/ 


u  —  r{r  —  i )  ( r  —  2 ) . .  . ( r 


bx 


b'di 


or  comme  les  facteurs  r,  r  —  1,  r —  2,...  vont  en  diminuant,  et  que  le 
dernier  doit  être  r  4-  X  -1-  i  qui  est  au  contraire  plus  grand  que  r,  cela 
indique  qu'il  faut  continuer  la  série  de  ces  facteurs  du  côté  opposé,  en 
employant  les  divisions  au  lieu  des  multiplications,  de  cette  manière 


r  +  i)(r+2){r+3).,.(r+  X  )  ' 
on  aura  donc  en  multipliant  par  dx' 

u  dx'  - 


I 


(«  +  bx)r+:k 


(r  +  i)(r  +  2)(r+3)...(r+>  h-  ' 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 

20.  Dans  le  cas  de  l'Exemple  précédent,  il  aurait  été  facile  de  trouver 
la  valeur  générale  de  dlu  par  la  méthode  ordinaire  des  différentiations, 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  la  fonction  f(oc)  était  tant  soit  peu 
plus  compliquée. 
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Supposons  en  effet 

cp  i  x  )  =  [  a  -+-  bx  -+-  ex2  )r  =  u, 

on  verra  aisément  que  les  différentielles  de  <p  (x)  seront  exprimées  par 
des  séries  dont  il  ne  sera  pas  aisé  de  trouver  la  loi,  pour  avoir  l'expres- 
sion de  dx(p  (x);  suivant  notre  méthode  il  n'y  aura  qu'à  mettre  x  -+-  mdx 
à  la  place  de  x,  ce  qui  rendra  a  -\-  bx  -t-  ex2  égal  à 

a  -h  bx  -+-  ex2  -+-  m  (b  -4-  icx)  dx  -4-  m'e  dx2  ; 

de  sorte  que  la  difficulté  ne  consistera  qu'à  réduire  l'expression 

[a  -+-  bx  -4-  ex2  -+-  m  i  b  -+-  7  ex  )  dx  -+-  m1cdx']r 

en  une  série  (jui  procède  suivant  les  puissances  de  mi 
Faisons  pour  plus  de  simplicité 

a  -4-  b  x  -+-  ex2  =  p, 
b  -+-  7.  c ix  =  q , 

en  sorte  que  la  quantité  proposée  devienne 

p  -4-  mq  dx  -4-  m2cdx' 
Je  la  développe  d'abord  ainsi 

j>  -t-  mqdx  r -h  r  />  -h  mq  dx  r_'  cm2dx2  -+-  — — — —   p  -+■  mqdx  '   ic1m*dx* 

r{r—i)(r—i)  .  , 

-+-  -  .,  />  +  mq  dx  f-'&m'dx*  ■+-..., 

ei  il  ne  s'agira  plus  que  de  développer  de  même  les  différentes  puissances 
de  p  -+-  (/mdx. 

Supposons  qu'on  veuille  avoir,  en  général,  le  terme  qui  sera  affecté  de 
la  puissance  m',  il  est  clair  que  si  l'on  dénote  par  \m' d.r'  le  terme 
affecté  de  zn5  dans  la  puissance  p-\-mqdx  ',  par  Mm'  -d.r'  ■  le  tenue 
affecté  de  m'"'1  dans  la  puissance  [p  -+-  mqdx)r~\  par  C/n'  *dx)  '  le 
terme  affecté  de  m'  '  dans  la  puissance   p  \  mqdx)'  2,  et  ainsi  de  suite, 

il  est  clair,  dis-je,  que  le  tenue  affecté  de  m'  dans  la  série  précédente  sera 
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représenté  par 

r(r  —  i)(r— 2) 


A+rBc+  — Ce' 


2.3 


De3  !..  .     m ' dx '•; 


or  le  terme  affecté  de  raA  dans  la  série 

,         m2d-u 

2 

est  évidemment 

m'  </'•  « 


1.2.3.../' 

ainsi,  comparant  ces  deux  termes,  on  aura 

d*  u  =  r .  2 . 3»  .  .  X    A  h-  rBc  H —  Ce-      ...     cfcr*, 

où  a  =  /?r. 

.Mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

r  (  r  —  i  )  (  r  —  2  ) .  .  .  (  r  —  7  h-  1 .        .    . 


>— ij(r— 2)(r— 3)...(r— X  +  a      r_W|    , 


1 . 2 . 3 . . .  (  X  —  2  ) 


pr-,.^r 


_  (r-2)(r-3)(/--4)...(,-->.  +  3i  _( 

1.2.3. ..a-4)  "^     ?    ' 

n  -  (r-3)(/— 4)(/--5)...(r-X  +  4j  ^^x-e 
1.2.3.  ..U-6)  ^         g     ' 


Donc,  substituant  ces  valeurs,  et  faisant  attention  que 

(r  — i)(;-  — 2).  ■  ■(/•—  X  -4-  2) 
1 .  2 .  .  .  ( X  —  2  ) 

_  r  (  /■  —  1  )  (  r  —  2  ) .  .  .  (  ;■  —  ï  -+-  1  )       X  (  X  —  1 


1  •.  2 . 3 .  .  .  X  r  (  r  —  X  -4-  1  ! 

>— a)(r  — 3)...(r— X-j-3* 
i.2.3...(X-4) 

_  r(r—  i)(r—  2).  .  .(r—  X-j-i)  X(X  —  i)(X  —  2 j  ^ X  —  3 


I.2.3...X 


r  (  r  —  i  )  (  r  —  X  -4-  1   (  r  —  X  -4-  2  )  ' 
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et  ainsi  de  suite,  on  aura 

d'  pr  =  r(r  —  i)  (r  —  2). .  .(r  —  X  -4-  1)  pr~xqldx'k 

X(X  — Q    cp    :     X(X  —  i)(X—  a)(X  —  3)    ca/>3 


X     14- 


r-X  + 


(r—  X  4-'  1)  (  r  —  X  4-  2  )    g4 


X(X  — i)...(X  — 5) 


c3/r 
2.3.(r—  X+i)(r  —  X4-2)  (r-^+1)  "ç7" 


ou 


p  =1  a  +  bx  -\-  ex7, 
q  =  6  +  2cr. 

De  là  on  peut,  en  changeant  X  en  —  X,  tirer  la  valeur  de  /   pr dx' ,  et  l'on 
trouvera,  d'après  ce  qui  a  été  remarqué  dans  le  numéro  précédent. 


1  (r+i)( 


,r+). 


X 


K 


r  4-  2  ) .  .  .  (  r  -4-  X  )  qx 

X(X  +  i)    cp    :    X(X-+-i)(X  +  2j(X  +  3)  c'p2 
4-X4-1   q1       2{r  +  X-4-  i)(r4-X-4-  2)    q* 

X(X-t-i)...(X4-5) 


c3p3 


2.3.(r-4-X4-i   (r-f  >  +  2)(r4-X4-  3)    q" 
Ainsi,  faisant  X  =  i,  on  aura 


4- 


I 


/ifdx  =  — 1+  —     
7              (r+i)</[          /'+2)?* 


3.4.c2/>2 


ç2         r -1-  2)  (r  4-  3   qr4 
4.5.G.C/J1 


r+  2)(r+  3)  (r+4   <l 

ce  qu'on  peul  aisément  vérifier  par  la  différentiation. 

Si  dans  l'expression  précédente  on  fail  ac  =  k,  on  aura  plus  simple 
ment 


/  //w// 


A/;r 


i.3./.'// 


r  4  1   (j  r  -4-  1     /•  4-  2)  g3  /■  -+-  1     r  4  2     r  4-3   y 

i.3.5.A,/>M-< 

h(f  +  i)(r+2)(r+3     1    •    j   v'"4""" 


el  l'on  reconnaîtra  facilement  la  vérité  de  cette  formule  m  remarquant 

que  d/)      qdx  el  dq  —  £<&. 
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21.  On  peut  encore  trouver  une  autre  expression  de  d'à,  laquelle 
reviendra  au  même  pour  le  fond,  mais  qui  pourra  être  regardée  comme 
plus  simple  pour  la  forme. 

Pour  cela  je  reprends  la  quantité 

(p  -+-  mqdx  -+-  m2cdx2  ', 

dont  il  s'agit  de  trouver  le  terme  affecté  de  m' ,  et  je  fais  pour  un  moment 
dx=  ipdt;  elle  deviendra 

pr  (  i  -f-  2 mq dt  +  ^m2  pc dt2  r  ; 

je  considère  maintenant  que 

4  pc  —  q2  =  4  c  (  a  -+-  bx  ■+-  ex2  )  ■ —  (  b  -+-  i  ex  -  =  4  ca  —  ''  ; 

d'où  il  s'ensuit  que  si  l'on  fait,  pour  abréger. 

4<?a  —  b2  =  h, 

on  aura  l\pc  =  h  -t-  q- ,  ce  qui  réduira  l'expression  précédente  a  celle-ci 

pr  [ii  -f-  mqdt)2+  m2/idt2]r. 

Or  la  quantité 

[d  +  mqdtf+  m2hdt2]r 

se  développe  d'abord  en  cette  série 

ii  +  mqdt)2r-h  r(i  -+-  mqdtf—2hm2dt2-^  i-+-mqdt)lr  ,h7m*dtt 

p  l  f  —  i  )  (  r  —  2  ) 
+  — ~ (i  -4-  mqdtj2r-6h3m6dle-h.  .  .; 

2.0  a 

ensuite,  développant  encore  ebaque  puissance  de  i-+-mqdt,  on  trouvera 
que  le  terme  affecté  de  m1  sera  représenté  par  la  série 

2/-(2T—  I      2/  —  2).  .  .(ir  —  A  -+- 1)      ,    ... 

jr-i — ^ m'a1  dt' 

F  .  2  . 3 ...  À 

(  2  r  —  2  )  (  2  r  —  3  ) . . .  (  2  r  —  A  -t-  i  )     .    .      .   ,. 
I  .2.3.  .  .(A—  2  )  * 

/•   ;•—  i     ir—  4)(2r—  5).  .  .(2r—  À  -+-  i)  .,,.,„ 

H 2jLï ' m'qK"lfdt' 

2  1.2.3.  ..(A  —  4' 
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Ainsi  cette  série,  multipliée  par  pr,  sera  égale  au  terme 

m'  d'ku 

1.2.3.../. 

(1  OC  i  • 

de  sorte  qu'on  aura,  en  remettant  —  à  la  place  de  dt  et  pT  à  la  place  de  u, 

d '  p'  =  ir{ir  —  i)(2r  —  2 ) .  .  . i  2 /■  —  /  +  i )  (  -  )  pr~' dxk 

r  /   /■  -  i       h        /■(/■  —  !)       X(X-Q(X-2)(X-3)       h2 

2r(2r  —  i  j  q-  2        ir{ir  —  i)i?t — 2.){ir — 3    ip 

r  r  —  i}[r  —  2)      X  i  X  —  1).  .  .(X—  5)      fc  "1 

2.3  2  r  (  2  r  —  1  )...*(  2  r  —  5  )  g6 

Si  dans  celte  formule  ou  fail 

1 

r  = et     p  =  1  —  .r-, 

2  ' 

par  conséquent 

«  =  1 ,     /)  -  o,     c  =  —  1,     q  =  —  2X,     Il  =  —  4' 
on  aura 

.  1  r  .2.3. . .'/... rkdxl 


I   —  X'  '•  ■+-- 

I  —  X2  )       '■ 


X 


i  X(X  — 1         i.3  X(X  —  i)(X  —  2   i  / .  —  3 
2     1  . 2 .  .r-'         2.4  1.2.3.4^" 

1.3.5  X  (X  —  1  .  .  .  > .  —  5 


2.4 .6        1 .2. .  .6. a?6 

C'esl  la  formule  que  M.  Ëuler  ;i  trouvée  par  induction  dans  ses  Institu- 
tions du  Calcul  différentiel. 

On  peut  aussi,  dans  la  formule  générale  ci-dessus,  faire  X  négatif,  el 
l'on  aura  alors,  comme  dans  le  numéro  précédent, 


I    i>  'i  ' 


•11       »  /  —  2    ...    2  r  +  }     [  ■*■  ' 


I  '/   /      1  //       111       X(X -+-0(X 4- 2) (X  -+-  3       // 

y     1      /  — 1 —  — 

•  /    >  /  —  1  q'  ■).         \r\%r      1     >/•      a    ■>/•      3    g4 

/     /   —  1       /  •  >     /     •    1       /'>.../•',  /; 

III.  60 
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Ainsi,  faisant  X  =  r,  on  aura 

9 

h  3  A2 


\prdx  =  - f- i 


2 r  —  i  )  q2       [ir  —  i)  ( 2 r  —  3 )  q* 

3. 5. A3 

-+•  .  . 

[  a  r  —  i)  (  2  r  —  3  )  (  2  /•  —  5  \qe 


Au  reste,  ces  formules  pour  les  intégrations  sont  en  quelque  sorte  plus 
curieuses  qu'utiles,  parce  qu'elles  ont  toujours  l'inconvénient  d'aller  à 
l'infini',  même  quand  l'intégrale  peut  être  exprimée  d'une  manière  finie; 
mais  elles  n'en  sont  pas  moins  remarquables,  puisqu'elles  servent  à  mon- 
trer de  plus  en  plus  l'analogie  qu'il  y  a  entre  les  différentiations  et  les 
intégrations. 

22.  Soit  à  présent  u  une  fonction  de  x  et  y,  et  supposons  par  exemple 
a  =  xy,  on  aura  donc  (18) 

,         m'd2u       m3diu 

ii  +  m  du  H —        — | \-  .  .  . 

2  2.3 

/              .         ni'd2x      mid3x  W  ,        m'd'y      m3d3y 

=  [x-\-mdx-\ 1 — i- . . .      r -+-  ni d y  ' 


2.3  "  /   \'  2  2.3 

!  x  d2  y                        y  d2  x 
=  xy  -+-  m  (xdy  -+-  ydx  )  -+-  m2  I : — h  dxdy  -+- 

fxd'y        dx  d2y         dyd2x         yd3x 

+  m3    %  H —  +  — 1-  " ô 

\  I  .  2  .  3  I  X  I  .  2  I  X  I  ■  2  1.2.3 

Donc,  comparant  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  m,  on  aura 

u  =  xy, 
du  =  xdy  +    ydx, 
d2u  =  x  d'y  -+•   2 dxdy   -+-  yd'.r, 
d3u  =  x  d3y  -+-  3dx  d'y  +  3dyd2x  -+-  y  d3x, 


et,  en  généra 

dku  =z  yt 

X  (  X  —  ï)  (  X  —  2 


d^u  =  y  dKx  -+-  hdy  dx  ' .r  + d2y  d^x 


2.3 


d3y  dx~3x 
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c'est  la  série  que  Leibnitz  a  donnée  dans  le  tome  cité  des  Miscellanea 
Berolinensia . 

Si  dans  cette  série  on  fait  À  négatif,  e'est-a-dire  qu'on  y  mette  —  ).  à 
la  place  de  X,  et  qu'on  change  en  conséquence  les  différences  dont  l'ex- 
posant sera  négatif  en  intégrales  du  même  ordre,  on  aura 


!    u—yl    x  —  /.(/yj       x  H a2 y  J 


1+2 
X 


*(x+a'y+a). 


or  si  l'on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  la  différentielle  dx  soit  con- 
stante, on  aura 

ç  ^  jl.    r  -    x* 

J  idx        J  i.Z.dx- 

et,  en  général, 


f* 


xv-i-' 


2 .  3 . 4  ■■•  !  p.  -+- 1  )  dx*  ' 


donc  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  la  multipliant 
toute  par  dx1,  elle  deviendra 

J  "  2.3...(A-f-i)       2.3...(A  +  2)ctr  +  *X2.3...(l  +  3)dx3~ 

Si  dans  la  formule  ci-dessus  on  met  dx  à  la  place  de  x,  en  sorte  que 

u=ydx,  il  faudra  mettre  /    dx  =  j      x  à  la  place  de  /   x,  et  ainsi  des 
autres,  el  l'on  aur;i 


/     y  dx  —  r  I        x  —  /  </r  l    .r  H —  -  a  7y  j        x  —  .  .  ., 

.r,  /  x, . . . ,  et  multipliant 
louie  l'équation  par  da?  ', 


/' 


»  i/' 


2.3.  ..  /  .  .(A  -f-  I    </'  •  2.  '».../     i      •     rfic 

6o. 
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Si  X  =  i ,  on  aura  donc 

x'dy         x3d2y 


/.  x1 dy 


S.dx- 


c'est  la  série  que  M.  Jean  Bernoulli  a  donnée  dans  les  Actes  de  Leipsick 
de  1694. 


SUR   LA 


FORME  DES  RACINES  IMAGINAIRES 


DES   ÉQUATIONS. 


SUR   LA 


FORME  DES  RACINES   IMAGINAIRES 

DES  ÉQUATIONS. 


Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettre! 
de  Berlin,  année  1772.) 


Il  semble  que  les  Analystes  aient  toujours  regardé  comme  vraie  cette 
proposition,  que  tontes  les  racines  imaginaires  des  équations  peuvent  se 
réduire  à  la  forme 

A  +  BV-T, 

A  et  ïi  étant  des  quantités  réelles;  mais  ce  n'est  que  dans  ces  derniers 
temps  qu'on  est  parvenu  à  la  démontrer  d'une  manière  rigoureuse  et 
générale. 

La  première  démonstration  qu'on  ait  donnée  de  ce  beau  Théorème  est 
celle  qui  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  cette  Académie  pour  l'année 
1  jid,  et  qui  est  due  à  M.  d'Alembert.  Cette  démonstration  est  très-ingé- 
nieuse et  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  a  désirer  du  cote  de  l'exactitude; 
mais  elle  est  indirecte,  étant  tirée  de  la  considération  des  courbes  et  des 
suites  infinies,  et  elle  porte  naturellement  à  croire  qu'on  peut  arriver  au 
même  but  par  une  analyse  plus  simple,  fondée  uniquement  sur  la  théorie 

des  équations.  En  elle) ,  comme  le  radical  imaginaire  v  1  peut  avoir  in- 
différemment le  signe  H-  ou  —,  il  est  clair  que  s'il  y  a  dans  une  équation 
quelconque  une  racine  qui  soit  représentée  par  A    f  H  y/ — I,  il  devra  \ 
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en  avoir  en  même  temps  une  autre  qui  le  soit  par  A  — By-i;  ainsi 
chaque  facteur  imaginaire  tel  que  x  —  A  —  B  y/ —  i  sera  toujours  accom- 
pagné du  facteur  correspondant  ^r  —  A  +  B  y  — i,  en  sorte  que  le  produit 
de  ces  facteurs  sera 

x2—  2Ax  +  A2-+-B-', 

qui  est  un  facteur  du  second  degré  tout  réel. 

D'où  il  suit  que  toute  équation  pourra  se  décomposer  en  des  facteurs 
réels  du  premier  ou  du  second  degré.  Or  cette  proposition  parait  de  na- 
ture a  pouvoir  être  démontrée  par  les  seuls  principes  de  la  théorie  des 
équations,  et  il  est  clair  qu'il  suffit  pour  cela  de  prouver  que  toute  équa- 
tion d'un  degré  plus  haut  que  le  second  peut  toujours  se  partager  en  deux 
autres  équations  dont  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles.  C'est 
l'objet  que  M.  Euler  s'est  proposé  dans  les  savantes  recherches  qu'il  a 
données,  dans  les  Mémoires  de  1749»  sur  les  racines  imaginaires  des 
équations.  Il  y  considère  séparément  le  cas  où  l'exposant  de  l'équation 
est  une  puissance  de  2,  et  celui  où  cet  exposant  est  une  puissance  de  2 
multipliée  par  un  nombre  quelconque  impair;  et  dans  ce  dernier  cas  il 
trouve  que  toute  équation  du  degré  i" m  (m  étant  un  nombre  impair 
peut  être  divisée  par  une  équation  du  degré  2"  dont  le  coefficient  du 
second  terme  soit  déterminé  par  une  équation  d'un  degré  impair,  la- 
quelle aura  par  conséquent  toujours  une  racine  réelle.  De  la  M.  Euler 
conclut  d'abord  que  les  coefficients  des  autres  termes  auront  aussi  des 
valeurs  réelles,  parce  qu'il  suppose  qu'en  éliminant  successivement  les 
puissances  de  ces  coefficients  plus  hautes  que  la  première,  à  l'aide  des 
différentes  équations  de  condition  qu'on  aura  entre  tous  les  coefficients, 
on  puisse  toujours  parvenir  à  déterminer  les  coefficients  dont  il  s'agit 
par  des  fonctions  rationnelles  de  celui  du  second  terme.  Cette  réduction 
parait  en  effet  toujours  possible  en  général;  il  se  trouve  néanmoins  des 
cas  particuliers  où  elle  ne  saurait  avoir  lieu,  et  dans  lesquels  par  consé- 
quent la  démonstration  de  M.  Euler  sera  insuffisante;  mais  cette  démons- 
tration est  surtout  insuffisante  à  l'égard  du  premier  cas,  où  le  degré  de 
l'équation  proposée  est  supposé  être  une  puissance  de  2. 
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La  résolution  de  ce  cas  parait  d'abord  beaucoup  plus  difficile;  car  lors- 
qu'on cherche  à  diviser  une  équation  du  degré  in  par' une  autre  équation 
d'un  degré  inférieur  quelconque,  on  parvient  toujours  à  des  équations 
de  degrés  pairs  pour  la  détermination  de  ses  coefficients;  de  sorte  que 
pour  pouvoir  s'assurer  que  l'un  de  ces  coefficients  sera  réel  il  faut  que 
l'équation  dont  il  dépend  ait  son  dernier  terme  négatif.  Quand  on  dé- 
compose une  équation  du  quatrième  degré,  dont  le  second  terme  est  éva- 
noui, en  deux  autres  du  second  degré  suivant  la  méthode  de  Descartes,  on 
trouve  que  les  coefficients  des  seconds  termes  de  ces  diviseurs  sont  don- 
nés par  une  équation  du  sixième  degré,  dont  le  dernier  terme  est  essen- 
tiellement négatif,  étant  égal  à  un  carré  affecté  du  signe  — .  Cette  obser- 
vation a  porté  M.  Euler  à  penser  que  la  même  chose  pourrait  avoir  lieu 
dans  toute  équation  dont  le  degré  sera  une  puissance  de  2,  et  où  le  second 
terme  sera  pareillement  évanoui,  lorsqu'on  cherchera  à  la  décomposer  en 
deux  autres  d'un  degré  moindre  de  la  moitié.  M.  Euler  tâche  de  démon- 
trer, par  la  nature  même  des  racines  de  l'équation  qui  doit  servir  à  déter- 
miner les  coefficients  des  seconds  termes  de  ces  diviseurs,  que  cette  ('([na- 
tion aura  toujours  pour  dernier  terme  un  carré  avec  le  signe  négatif; 
mais  il  faut  avouer  que  son  raisonnement  est  peu  concluant,  ainsi  que 
M.  le  chevalier  de  Foncenex  l'a  déjà  remarqué  dans  le  premier  volume 
des  Miscellanea  Taurinensia,  et  comme  nous  le  montrerons  encore  avec 
plus  de  détail  dans  ce  Mémoire. 

Cette  raison  a  même  engagé  l'habile  Géomètre  dont  nous  venons  de 
parler  a  prendre  un  autre  chemin  pour  parvenir  à  une  démonstration 
exacte  du  même  Théorème,  el  l'on  ne  saurait  disconvenir  que  celle  qu'il 
a  donnée  dans  le  volume  cité  n'ait  l'avantage  de  l'élégance  et  de  la  sim- 
plicité; mais,  d'un  autre  côté,  elle  est  aussi  sujette  à  quelques-unes  des 
difficultés  qui  oui  lieu  dans  celle  de  M.  Euler,  et  qui  viennent  de  ce 
qu'on  \  suppose  faussement  que  dès  que  l'un  des  coefficients  d'un  divi- 
seur d'une  équation  quelconque  est  ceci,  tous  les  autres  doivent  l'être 

aussi. 

Il   parait  donc,  par  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  le  Théorème 

dont  il  s'agit  n'a  pas  encore  été  démontré  d'une  manière  aussi  directe  el 
111  61 
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aussi  rigoureuse  qu'on  pourrait  le  désirer.  Comme  je  me  suis  depuis 
quelque  temps  particulièrement  appliqué  à  perfectionner  la  théorie  des 
équations,  j'ai  cru  devoir  aussi  m'attachera  la  discussion  d'un  point  si 
important  de  celte  théorie  :  c'est  l'objet  que  je  me  suis  proposé  dans  ce 
Mémoire.  En  suppléant  à  ce  qui  manque  à  la  démonstration  de  M.  Euler, 
je  tacherai  de  l'aire  en  sorte  qu'il  ne  reste  plus  de  difficulté  ni  d'incerti- 
tude sur  cette  matière. 

1 .  On  sait  que  toute  équation  d'un  degré  impair  a  nécessairement  une 
racine  réelle  positive  si  son  dernier  terme  est  négatif,  ou  une  racine  réelle 
négative  si  son  dernier  terme  est  positif,  et  de  plus  que  toute  équation 
d'un  degré  pair  a  nécessairement  deux  racines  réelles,  l'une  positive  et 
l'autre  négative,  lorsque  son  dernier  terme  est  négatif. 

Ces  Théorèmes  sont  si  connus,  que  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous 
arrêter  à  les  démontrer;  il  est  vrai  que  la  démonstration  qu'on  en  donne 
ordinairement  est  peu  naturelle,  étant  tirée  de  la  considération  des  lignes 
courbes;  mais  nous  en  avons  donné  ailleurs  une  plus  directe,  déduite  des 
seuls  principes  de  la  composition  des  équations  [voyez  les  Mémoires  pour 
l'année  1767  (*)]. 

Hors  les  cas  précédents  on  n'a  point  encore  de  caractère  général  par 
lequel  on  puisse  reconnaître  à  priori  si  une  équation  a  des  racines  réelles 
ou  non.  Nous  nous  proposons  de  donner  dans  une  autre  occasion  nos  re- 
cherches sur  ce  point,  qu'on  peut  regarder  comme  un  des  plus  impor- 
tants de  la  théorie  des  équations. 

2.  Cela  posé,  il  est  d'abord  clair  que  toute  équation  d'un  degré  impair 
telle  que 

xm+\  __  \  xnm  _,_  jj^wi-i  _  C.r2'"-2  +  .  .  .  —  K  =  o 

pourra  s'abaisser  à  un  degré  moindre  d'une  unité,  c'est-à-dire  au  degré 
pair  immédiatement  inférieur. 

Car,  comme  on  est  assuré  que  cette  équation  doit  avoir  une  racine 

(*)  OEuvres  <lc  Lagrange,  t.  II,  p.  5ji. 
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réelle,  si  l'on  dénote  cette  racine  par  a,  on  aura 

«2"< --i  _  Art2"'  -+-  Ba2"—'  —  Crt2"'-2  + .  .  .  —  K  —  o, 

donc 

K  =  a2'"+1  —  Art2"'  -i-  Brt2"'-'  —  Crt2m-2  -4-.  .  ., 

ce  qui  étant  substitué  dans  l'équation  précédente,  on  aura  celle-ci 

(  x2ni+'  —  a2"'^'  |  —  A  (  x2'"  —  a2'"  \  -+-  B  |  .r2'"-'  —  rt2'"-')  —  C  (  a?5"1-5  —  rt:'"- 2    4- . . . .=  o, 

laquelle  se  décompose  naturellement  en  ces  deux-ci 

x  —  a  =  o, 
x""  4-  (a  — A)  jt2"'-  '  4-   a2  —  Art  -+-  B  j^r2"-2  4-  («3  —  Art2  4-  Ba  —  C  x2"—3  -4-...=  o. 

Ainsi  il  suffira  de  considérer  les  équations  de  degrés  pairs. 

3.  Soit  donc  proposée  l'équation  générale 

xm  —  A  x'"-'  4-  Ba?m  -'  —  Cr™-3  4- . . .  4-  K '  =  o  ; 

il  s'agit  de  prouver  que  celle  équation,  lorsque  m  est  un  nombre  pair 
plus  grand  que  2,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  autres  équations 
dont  les  coefficients  soient  des  quantités  réelles. 
Supposons  que 

x"  —  Mx"-'  4-  N  x"-2  —  Px"-J+  . . .  -+-  V  =  o 

soit  un  des  facteurs  de  l'équation  dont  il  s'agit;  l'autre  facteur  sera  de  la 
forme 

xm-,,  _  ]\l'.rm-  "   '  -4-  Wx"-"  '  —  V'x"-"-"  4- .  .         o, 

el  pour  déterminer  les  coefficients  M,  N,  P, . . . ,  M',  N',  P  , . . . ,  qui  s<mi 
au  nombre  de  m,  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  ces  Avux  facteurs  ensemble, 
•  t  égaler  ensuite  chaque  terme  du  produit  au  terme  de  l'équation  pro- 
posée dans  lequel  x  aura  le  même  exposant;  on  aura  par  la  ///  équations 
qui  serviront  à  déterminer  tous  les  coefficients  inconnus  des  facteurs 
supposés. 
On  peut  aiis^i  considérer  simplement  le  facteur 
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et  remarquer  que,  comme  il  doit  diviser  exactement  l'équation  proposée, 
si  l'on  fait  la  division  à  la  manière  ordinaire  et  qu'on  la  pousse  jusqu'à 
ce  qu'on  parvienne  à  un  reste  où  l'inconnue  x  monte  à  des  puissances 
moindres  que  x",  et  qui  par  conséquent  ne  puisse  plus  donner  des  puis- 
sances entières  de  x  dans  le  quotient,  ce  reste  devra  être  nul  de  lui- 
même,  et  indépendamment  de  la  valeur  de  x;  de  sorte  que,  désignant 
ce  reste  par 

[JL  SC"-'  H-  V  Xn~2  +  5T  X"-3  -+-  .  .  .  -h  V, 

il  faudra  qu'on  ait  à  la  fois  les  équations 

y  =  o,      v  =  o,     rs  =  o, . . . ,      u  =  o, 

lesquelles,  étant  au  nombre  de  n,  serviront  à  déterminer  les  n  coeffi- 
cients indéterminés  M,  N,  P, . . . ,  V  du  facteur  proposé. 

4.  Telles  sont  les  méthodes  qui  se  présentent  naturellement  pour  dé- 
composer une  équation  quelconque  en  deux  autres  de  degrés  inférieurs; 
mais  pour  notre  objet  il  n'est  pas  nécessaire  d'exécuter  cette  décomposi- 
tion, il  suffit  de  faire  voir  qu'elle  est  possible  sans  tomber  dans  des  quan- 
tités imaginaires. 

Or  si  l'on  suppose  que  dans  les  équations  qui  renferment  les  indéter- 
minées M,  N,  P,. . .  on  élimine  toutes  ces  indéterminées  hors  une  quel- 
conque, par  exemple  M,  on  aura  une  équation  finale  en  M  qui  montera 
à  un  degré  d'autant  plus  élevé  que  le  nombre  de  ces  équations  sera  plus 
grand,  et  la  question  se  réduira  à  savoir  :  i°  si  cette  équation  aura  au 
moins  une  racine  réelle;  20  si  les  valeurs  des  autres  indéterminées  N, 
P,...  correspondantes  à  cette  racine  seront  réelles  aussi. 

5.  Quant  à  la  première  condition,  on  ne  peut  être  assuré  de  son  exis- 
tence que  lorsque  l'équation  finale  sera  d'un  degré  impair,  ou  d'un  degré 
pair,  mais  avec  le  dernier  terme  négatif  (1).  A  l'égard  de  la  seconde,  elle 
parait  d'abord  une  suite  nécessaire  de  la  première;  car,  comme  on  a  entre 
les  indéterminées  M,  N,  P,  Q,...  autant  d'équations  qu'il  y  a  de  ces  indé- 
terminées, il  semble  qu'on  puisse  toujours  par  les  méthodes  ordinaires 


DES  ÉQUATIONS.  485 

de  l'élimination  parvenir  à  exprimer,  par  des  fonctions  rationnelles  d'une 
quelconque  de  ces  indéterminées,  les  valeurs  de  toutes  les  autres;  auquel 
cas  il  est  clair  que  les  valeurs  de  celles-ci  seront  nécessairement  réelles 
dès  que  la  valeur  de  celle-là  sera  réelle.  » 

C'est  en  effet  ce  que  la  plupart  des  Analystes  ont  toujours  supposé,  et 
sur  quoi  M.  Euler  et  M.  le  chevalier  de  Foncenex  ont  fondé  principale- 
ment leurs  démonstrations  du  Théorème  dont  il  s'agit.  Mais  quoique 
cette  proposition  soit  vraie,  en  général,  il  se  trouve  cependant  des  cas  où 
elle  devient  absolument  fausse,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  voir  dans 
le  n°  102  de  nos  Réflexions  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  {'). 

Supposons  en  effet  qu'on  soit  parvenu  par  des  éliminations  réitérées 
à  une  équation  entre  les  indéterminées  M  et  N  de  la  forme 

PN-Q  =  o, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  M;  on  aura  donc  par  là  N  —  ~, 
en  sorte  que  N  sera  toujours  réelle  dès  que  .M  le  sera;  mais  s'il  arrive  que 
la  valeur  réelle  de  M  soit  telle,  que  les  quantités  P  et  Q  s'évanouissent  à  la 
fois,  on  aura  N=  -■>  ce  qui  ne  fera  rien  connaître;  dans  ce  cas  il  sera 
donc  douteux  si  à  la  valeur  réelle  de  M  répond  une  valeur  réelle  de  N 
ou  non;  en  effet,  l'expression  indéterminée  qu'on  trouve  pour  N  est 
une  marque  que  cette  quantité  ne  peut  pas  être  donnée  simplement 
par  une  équation  du  premier  degré,  mais  qu'elle  doit  dépendre  d'une 
équation  d'un  degré  supérieur,  en  sorte  qu'à  la  même  valeur  de  M  puis- 
sent repondre  différentes  valeurs  de  N. 

6.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  Exemple,  je  suppose  qu'on  ait  l'équation 
du  quatrième  degré 

x*  —  Ax>  -+-  Bx<  -Cx  +  D  =  o, 

et  qu'on  veuille  la  décomposer  en  deux  du  second  degré,  représentées  par 

x2  —  Mx  +  N        o, 

x%  —  M'.r  +  N':    «»: 


(*)  OEwrei  de  Lagrange,  i.  III.  p,  38i, 
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on  trouvera,  en  comparant  le  produit  de  ces  deux-ci  terme  à  terme  avec 
celle-là,  ces  quatre  équations 

M-4-M/=A, 

MM'  +  N  +  N'  =  B, 

MN'  -+-NM'=C, 

NN'  =  D. 

La  première  et  la  dernière  donnent  d'abord 

M'=  A -M, 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  deux  autres,  on  aura 

M  (A—  M)-+-N  + j~  =  B, 
-jj-  +  N(A  — M)  =  C, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  M  et  N. 

Supposons  qu'on  veuille  exprimer  N  par  M,  on  multipliera  la  pre- 
mière par  M,  et  on  en  retranchera  la  seconde,  ce  qui  donnera 

M     k  —  M)  -t-  2MN  -  AN  =  BM  -  C, 
d'où  l'on  tire 

C  —  BM  -4-  AM2  -  M:i 


N 


2  M 


et  cette  valeur  de  N,  étant  substituée  dans  l'une  quelconque  des  deux 

équations  précédentes,  donnera  une  équation  finale  en  M  qui  montera 

au  sixième  degré. 

Maintenant  je  remarque  que  si  l'une  des  racines  de  cette  équation  se 

\                                                                        AB       A3 
trouve  égale  à    — >    et  qu'on  ait  en  même  temps    C  =  - „->    cette 


8 
o 
o 


valeur  de  M  donnera  N  =  -;  et  pour  trouver  la  véritable  valeur  de  N  dans 

o  ' 

ce  cas  il  faudra  reprendre  les  équations  où  N  montait  au  second  degré, 
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lesquelles,  en  y  faisant 


A             n       AB       A3 
M  =  —      et     C  = -rri 

2  2  0 


se  réduiront  a  cette  équation  unique 


N  4 


savoir 

A 


B    N  +  D  =  o, 

laquelle  est,  comme  on  voit,  du  second  degré,  et  donner;)  par  conséquent 

deux  valeurs  différentes  de  N  répondantes  à  la  même  valeur  de  M  =  — ■ 

D'où  l'on  voit  qu'il  ne  suffit  pas  d'être  assuré  que  l'équation  en  .M  ;i 
nécessairement  une  racine  réelle,  pour  pouvoir  l'être  aussi  que  le  facteur 

X*—  M.r-t-N  =  0 

sera  réel,  puisqu'il  peut  arriver  que  le  coefficient  N  suit  imaginaire,  ce 
qui  aura  lieu  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner  si 

(|_b)'-4b<o. 

7.  Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  --  de  .M  sera  néces- 
sairement mie  racine  double  de  l'équation  en  M;  c'est  de  quoi  on  peul 
se  convaincre  à  priori  par  cette  considération  que,  connue  les  deux  fac- 
teurs 

Boni  semblables,  les  coefficients  correspondants  M  et  M'  doivent  être  les 
racines  d'une  même  équation,  ainsi  que  les  coefficients  N  et  N';  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident  par  les  équations  mêmes  qui  servent  à  déterminer 
ces  quatre  quantités,  et  qui  sonl  telles,  qu'elles  demeurenl  les  mêmes  en 
\  changeant  M  en  M  et  N  en  Y.  Ainsi,  comme  on  a  trouvé  M'=A  M, 
il  s'ensuit  que  l'équation  en  M  devra  être  telle,  que  si  M  esi  une  de  ses 
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A 
racines,  A  — M  en  soit  une  aussi;  donc  lorsque  M=  —■>   les  deux  ra- 

1  2 

cines  M  et  A  —  M  deviendront  égales. 

On  peut  encore  prouver  la  même  chose  par  la  nature  même  de  l'équa- 
tion en  M;  car  pour  avoir  cette  équation  il  n'y  aura,  comme  nous  l'avons 
dit,  qu'a  substituer  l'expression  générale  de  N  trouvée  ci-dessus,  et  que 

nous  désignerons,  pour  plus  de  simplicité,  par  —■,  dans  l'équation 

M(A-M)  +  N  +  ^=B, 
IN 

ce  qui  donnera,  en  étant  les  fractions, 

Q2-(B  —  AM  +  M2)QP  -+-DP2  =  o, 

OÙ 

P  =  A-aM     et     Q  =  C-BM  +  AM!  — M\ 

Maintenant  il  est  clair  que  si  l'on  a  en  même  temps  P  =  o  et  Q  =  o,  non- 
seulement  l'équation  précédente  aura  lieu  elle-même,  mais  aussi  sa  diffé- 
rentielle,  qui  sera 

2QrfQ  +  (A-2M)QPrfM-(B-AM  +  M2)(QrfP  +  Pt/QJ  +  2DPdP  =  o; 

d'où  il  s'ensuit   que  la  racine  M  =  —  sera  nécessairement  une  racine 
1  2 

double. 

8.  Comme  la  voie  de  l'élimination  est  très-longue,  et  que  d'ailleurs 
elle  ne  pourrait  jamais  conduire  qu'à  des  résultats  particuliers,  il  faudra 
tâcher  de  découvrir  à  priori  le  degré  et  la  nature  de  l'équation  par  la- 
quelle la  quantité  M  devra  être  déterminée,  ainsi  que  la  nature  des  fonc- 
tions qui  exprimeront  les  valeurs  des  autres  quantités  N,  P,  Q,...  en  M. 

Pour  cela  on  considérera  que,  puisque  l'équation 

x"  —  Mx"~[  -+-  N x"-'2  —  ...=  o 
est  supposée  être  un  facteur  de  l'équation  proposée 

a  '"  —  A  x'"-'  -+-  B.r'"  2  —  Cr"-3  -+- . . .  =  o, 
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il  faudra  qu'elle  soit  formée  du  produit  de  n  facteurs  simples  pris  parmi 
les  m  facteurs  simples  de  celle-ci;  de  sorte  que  comme  le  nombre  des 
manières  différentes  de  prendre  n  choses  parmi  un  nombre  de  choses 
égal  à  m  est  exprimé,  suivant  la  théorie  des  combinaisons,  par  la  formule 

m    m  —  i     m  —  •>....   m  —  n  -t-  i) 
i .  2 . 3 .  .  .  n 

il  s'ensuit  que  l'équation  proposée  admettra  un  pareil  nombre  de  divi- 
seurs de  la  forme 

x"  —  Mx"-'  +  Nx"^!-,  .  .  =  o, 

et  qu'ainsi  chaque  coefficient  M,  N,...  sera  susceptible  d'autant  de  va- 
leurs différentes,  et  par  conséquent  dévia  être  déterminé  par  une  équa- 
tion d'un  degré  marqué  par  la  même  formule. 

9.  Cette  proposition  est  connue  depuis  longtemps  des  Géomètres,  et 
l'on  a  coutume  de  la  prouver  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  que 
nous  venons  de  faire;  mais  il  est  facile  de  voir  que  celle  preuve  est  sujette 
à  quelques  difficultés.  Car,  quoiqu'il  soit  démontré  qu'une  équation  du 
degré  ni  peut  avoir  autant,  de  différents  diviseurs  du  degré  n  qu'il  y  a  de 
manières  de  combiner  m  choses  n  à  n,  et  qu'en  même  temps  il  paraisse 
hors  de  doute  que  les  coefficients  analogues  de  ces  différents  diviseurs 
doivent  être  donnés  par  une  même  équation  dont  ils  seront  les  racines, 
cependant  il  n'est  pas  évident  que  cette  équation  ne  pourra  avoir  d'autres 
racines,  puisqu'il  arrive  le  plus  souvent  que  les  équations  qu'on  trouve 
pour  la  solution  des  Problèmes  tant  algébriques  que  géométriques  ren- 
ferment bien  des  racines  inutiles,  outre  celles  qui  servent  à  la  résolution 
cherchée. 

(l'est  pourquoi  il  semble  qu'on  ne  saurait,  à  proprement  parler,  con- 
clure autre  chose  du  raisonnement  ci-dessus,  sinon  que  l'équation  qui 
doit  donner  la  valeur  de  chaque  coefficient  du  diviseur  cherche  ne  peut 
être  d'un  degré  moindre  que  celui  qu'on  a  assigné,  sans  qu'on  soit  en 
droit  de  prononcer  qu'elle  ne  peut  pas  être  non  plus  d'un  degré  plus 
liant. 

III.  6a 
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Si  l'on  joint  celle  objection  à  celles  que  M.  d'Alembert  a  déjà  propo- 
sées dans  le  premier  volume  de  ses  Opuscules,  page  227,  on  conviendra 
aisément  que  la  proposition  dont  il  s'agit,  sur  le  degré  de  l'équation  par 
laquelle  chaque  coefficient  M,  N,...  doit  être  déterminé,  ne  peut  être 
admise  sans  une  démonstration  rigoureuse;  mais  nous  nous  contenterons 
ici  de  renvoyer  pour  cet  objet  a  la  Section  IV  de  nos  Réflexions  sur  la 
résolution  des  équations  citées  ci-dessus,  où  nous  avons  démontré  cette 
proposition  d'une  manière  qui  ne  laisse  rien  à  désirer  du  côté  de  l'exac- 
litude  et  de  la  généralité. 

10.  La  question  se  réduit  donc  maintenant  à  voir  si,  en  supposant 
que  m  soit  un  nombre  quelconque  pair  donné,  on  peut  toujours  prendre 
le  nombre  n  moindre  que  m,  et  tel,  que  le  nombre 

m  (  m  —  1  )  (  m  —  2  ) .  .  .  (  m  —  n  -+- 1  ) 
1 .2.3. . .n 

qu'on  sait  devoir  être  toujours  entier,  soit  en  même  temps  un  nombre 
impair. 

Il  est  d'abord  visible  que  si  m  est  un  nombre  impairement  pair  en 
sorte  que  m=  ai,  i  étant  un  nombre  impair  autre  que  l'unité,  il  n'y 
aura  qu'à  prendre  n=  2,  ce  qui  donnera  la  formule 

2  i  (  2  i  —  1  ) 

laquelle,  à  cause  de  i  et  de  2«  —  1  impairs,  représentera  nécessairement 
un  nombre  impair.  Si  m  =  l\i,  en  supposant  toujours  1  impair,  on  fera 
n  =  4>  ce  qui  donnera  la  formule 

4* (4*  —  0  (4l'~  2)(4/'—  3)  _  i(4*  —  iifîi  —  1)  (4/  —  3 
1.2.3.4  !  ■  3 

laquelle  représentera  nécessairement  un  nombre  impair,  à  cause  que  i, 
[\i —  1,  ii  —  r  et  l\i —  3  sont  tous  impairs. 

On  prouvera  de  même  que,  si  m  =  8i  et  qu'on  prenne  n  =  8,  on  aura 
une  formule  qui  ne  donnera  que  des  nombres  impairs,  et  ainsi  de  suite 
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d'où  l'on  conclura,  en  général,  que  si  m=  2'  i,  i  étant  un  nombre  impair 
autre  que  l'unité,  et  qu'on  prenne  n  —  2r,  la  formule 

m   m       1     m  —  2   (m  —  3) . . . (m  —  n  -+- 1) 
1 . 2 . 3 . 4  •  •  •  n 

représentera  nécessairement  des  nombres  impairs. 

En  effet  il  est  clair  qu'elle  deviendra  dans  ce  cas,  en  écrivant  le  déno- 
minateur a  rebours, 

iri   ■?.' i  —  \     iri —  2)    2ri  — 3)(2rï  — 4)- •  •(a'i  — a'H-i) 

?.'    2r— l)(2r—  2)(2r—  3)  |  ?.r  —  4    .  .  .  I 

c'est-à-dire,  en  divisant  les  facteurs  correspondants  du  numérateur  et  du 
dénominateur  autant  de  fois  par  2  qu'il  est  possible, 

Il  2rï—  I     '  2r-'  I  —  l)(2ri—  3)(2r- 2/—  l).  .  .(2rt  —  2'-t-  I 
(2r—  l)(2r-'  —  l)(2r—  3)(2'-:!  —  l)...I 

où  l'on  voit  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  ne  renferment  plus 
(jue  des  facteurs  impairs;  de  sorte  que,  la  division  faite,  on  aura  néces- 
sairement un  quotient  qui  sera  un  nombre  impair. 

11.  Il  est  donc  démontré  que  toute  équation  d'un  degré  pair  ■?.' i 
i  étant  un  nombre  quelconque  impair  autre  que  l'unité)  peut  être  divisée 
par  une  équation  du  degré  inférieur  2'',  dont  chaque  coefficient  sera 
déterminé  par  une  équation  d'un  degré  impair;  de  sorte  qu'on  sera 
d'abord  assuré  qu'un  quelconque  de  ces  coefficients  aura  une  valeur 
réelle,  et  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  prouver  que  les  autres  devront  aussi 
avoir  des  valeurs  réelles;  car  quoique  chaque  coefficient  en  particulier 
puisse  avoir  une  valeur  réelle,  étant  donné  par  une  équation  de  degré 
impair,  cependant  on  n'en  saurait  conclure  que  tous  les  coefficients 
auront  ;i  la  fois  des  valeurs  réelles,  puisqu'il  n'est  pas  démontré  que  les 
valeurs  réelles  que  ces  coefficients  doivent  avoir  soient  précisément 
celles  qui  se  correspondes  et  qui  peuvent  avoir  lieu  en  même  temps. 

Or  nous  avons  déjà  fait  voir  plus  haut  que.  des  que  l'un  des  coeffi- 
cients es)  supposé  connu,  on  peut  toujours  exprimer  tous  les  autres  par 

62. 
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des  fonctions  rationnelles  de  celui-là,  à  l'exception  de  quelques  cas  par- 
ticuliers où  il  arrive  que  la  détermination  de  ces  coefficients  demande 
encore  la  résolution  d'une  équation  de  deux  ou  de  plusieurs  dimensions; 
ainsi  tout  se  réduit  à  déterminer  à  priori  quels  sont  ces  cas,  et  quel  est 
le  degré  de  l'équation  qu'on  a  alors  à  résoudre. 

12.  Cette  question  dépend  de  celle  dont  nous  avons  donné  la  solution 
ailleurs  [Réflexions  sur  la  résolution  des  équations,  Section  IV,  n°  100  (*)], 
et  qui  consiste  a  trouver  la  valeur  d'une  fonction  quelconque  des  racines 
d'une  équation  donnée,  lorsqu'on  connaît  déjà  celle  d'une  autre  fonction 
quelconque  des  mêmes  racines.  Car  il  est  visible  que  les  coefficients  M, 
N,...  du  diviseur 

x"  —  Mx"~x  +  N.r"-2  —  P.r"-3  + . . .  =  o 
sont  des  fonctions  des  racines  de  l'équation  proposée 

x'"  —  kx"--'  -!-  Br~!  —  C.r'"-3  + .  .  .  =  o, 

et  il  est  facile  de  conclure  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°  7,  que  le 
coefficient  M  en  particulier  sera  égal  à  la  somme  de  n  quelconques  des 
m  racines  de  la  proposée,  que  le  coefficient  N  sera  égal  à  la  somme  des 
produits  deux  à  deux  de  ces  n  racines,  que  le  coefficient  P  sera  égal  à  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite. 

13.  En  appliquant  donc  à  ce  cas  notre  solution  générale,  on  verra 
qu'on  peut  toujours  exprimer  par  des  fonctions  rationnelles  d'un  quel- 
conque des  coefficients  M,  N,  P, ...  la  valeur  de  chacun  des  autres, 
excepté  les  seuls  cas  où,  l'équation  par  laquelle  ce  coefficient-là  doit 
être  déterminé  ayant  des  racines  égales,  on  voudra  prendre  précisément 
une  de  ces  racines  pour  sa  valeur. 

Alors  chacun  des  autres  coefficients  devra  nécessairement  être  déter- 
miné par  une  équation  dont  le  degré  sera  égal  au  nombre  de  ces  racines 
égales,  et  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  du  même 
coefficient,  qu'on  suppose  connu. 

(*)  OEiwres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  374. 
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De  là  il  s'ensuit  : 

i°  Que  si  la  valeur  réelle  que  doit  avoir  nécessairement  un  quelconque 
des  coefficients  M,  N,  P,...,  clans  le  cas  du  n°  10,  est  une  racine  inégale 
de  l'équation  par  laquelle  ce  coefficient  doit  être  déterminé,  on  sera 
assuré  que  tous  les  autres  coefficients  auront  aussi  nécessairement  des 
valeurs  réelles  ; 

20  Que  si  celte  valeur  est  une  racine  égale  de  la  même  équation,  alors 
pourvu  que  l'exposant  de  l'égalité  soit  impair,  c'est-à-dire  que  ce  soit 
une  racine  triple,  ou  quintuple,  ou,  etc.,  on  sera  aussi  assuré  que  les 
autres  coefficients  auront  des  valeurs  réelles,  puisqu'ils  dépendront 
d'équations  de  degrés  impairs;  mais  il  n'en  sérail  pas  de  même  si  le  de- 
gré de  la  multiplicité  était  pair. 

14.  Considérons,  en  général,  une  équation  quelconque  du  degré  fx, 
laquelle  ait  v  racines  inégales,  vs  racines  inégales  entre  elles,  mais  dont 
chacune  en  ait/?  —  i  autres  égales,  p  racines  inégales  entre  elles,  et  dont 
chacune  en  ait  r  —  i  autres  égales,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'on  ail 

\>.  =  v  -4-  13 p  -+-  pr  ■+  . . . . 

On  sait  par  la  théorie  des  racines  égales  que  l'équation  proposée  pourra 
toujours  se  décomposer,  sans  aucune  extraction  de  racines,  en  différentes 
équations  dont  chacune  renferme  toutes  les  racines  inégales  du  même 
ordre;  c'est-à-dire  en  une  équation  du  degré  v  qui  ne  renferme  que  les 
racines  simples  el  inégales,  en  une  équation  du  degré  ttt  qui  ne  renferme 
que  les  racines  inégales  donl  chacune  se  trouve  p  l'ois  dans  la  proposée, 
en  une  équation  du  degré  p  qui  ne  renferme  que  les  racines  inégales  donl 
chacune  se  trouve  /•  fois  dans  la  proposée,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  l'exposant  ;j.  soit  un  nombre  quel- 
conque impair,  il  faudra  que  la  somme  des  nombres  v.  ^p,  -,,....  soil  un 
nombre  impair,  et  par  conséquent  il  faudra  qu'un  quelconque  de  ces 
nombres  soil  impair;  si  v  est  impair,  l'équation  «In  degré  v  aura  néces 

s:iirenienl  une  racine  réelle,  laquelle  sera  une  racine  inégale  de  l'équa- 

liun  proposée;  si  v, p  est  impair  il  faudra  «pie  or  et  p  soient  l'un  et  l'autre 
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impairs;  donc  l'équation  du  degré  zs  aura  nécessairement  une  racine 
réelle  qui  sera  une  racine  égale  de  la  proposée,  dont  l'exposant  d'égalité 
sera/?,  et  par  conséquent  aussi  impair;  il  en  sera  de  même  si  or  est  im- 
pair, et  ainsi  de  suite. 

15.  De  là  et  de  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut,  il  s'ensuit  donc  que 
toute  équation  du  degré  2'  i  (i  étant  un  nombre  impair)  pourra  toujours 
avoir  pour  diviseur  une  équation  du  degré  2r  dont  les  coefficients  seront 
nécessairement  des  quantités  réelles  (11  et  13);  de  sorte  qu'en  divisant 
l'équation  proposée  par  cette  dernière  on  aura  pour  quotient  une  autre 
équation  du  degré  2/(1 —  1),  laquelle  aura  aussi  tous  ses  coefficients  réels. 

Or,  comme  i  est  supposé  un  nombre  impair,  i  —  1  sera  un  nombre  pair 
qu'on  pourra  représenter,  en  général,  par  2sk  (k  étant  un  nombre  im- 
pair); donc  l'exposant  2r  (i  —  1)  deviendra  2r+sk,  et  l'on  pourra  prouver 
de  même  que  l'équation  de  ce  degré  pourra  se  décomposer  de  nouveau 
en  deux  autres  équations  réelles,  l'une  du  degré  2r+s  et  l'autre  du  degré 
2r+s(k  —  1);  et  faisant  k  —  1  =  2*1(1  étant  un  nombre  impair)  cette  der- 
nière équation  aura  pour  exposant  le  nombre  2r+s+l  l,  et  pourra  par  con- 
séquent se  partager  de  nouveau  en  deux  équations,  l'une  du  degré  2'^^', 
l'autre  du  degré  2r+s+t (l  —  1),  et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que  par  cette  méthode  on  pourra  toujours  décomposer  toute 
équation  d'un  degré  pair  quelconque  en  autant  d'équations  réelles,  dont 
les  degrés  soient  marqués  par  des  puissances  de  2,  qu'il  y  aura  de  pa- 
reilles puissances  dans  le  degré  de  l'équation  proposée.  Ainsi  une  équa- 
tion du  sixième  degré  pourra  se  décomposer  en  deux,  l'une  du  second 
degré,  l'autre  du  quatrième;  une  équation  du  douzième  degré  pourra  se 
décomposer  en  deux,  l'une  du  quatrième  degré,  l'autre  du  huitième,  et 
ainsi  du  reste. 

16.  Il  ne  reste  donc  plus  qu'à  considérer  les  équations  des  degrés 
marqués  par  des  puissances  de  2.  Il  est  facile  de  voir  que  dans  ce  cas  la 
formule  du  n°  10  donnera  toujours  des  nombres  pairs,  quelque  nombre 
qu'on  prenne  pour  /?,  au  moins  tant  que  n  sera  moindre  que  m,  comme 
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il  le  faut;  de  sorte  que  la  détermination  des  coefficients  M,  N,  P, . . .  des 
diviseurs  de  ces  sortes  d'équations  dépendra  toujours  nécessairement 
d'une  équation  de  degré  pair,  dans  laquelle  on  ne  pourra  par  conséquent 
s'assurer  de  l'existence  d'une  racine  réelle,  à  moins  que  le  dernier  terme 
ne  soit  négatif  (  1). 

Désignons,  en  général,  l'exposant  m  de  l'équation  proposée  par  2',  et 
supposons  que  l'exposant  n  du  diviseur  soit  la  moitié  de  celui-là,  c'est-à- 
dire  égal  à  2'-*;  en  ce  cas  la  formule  du  numéro  cité  deviendra,  en  dis- 
posant le  dénominateur  au  rebours, 

2r  (>''  —  1  )  (  ?/  —    2  )  (  2r  —  3  )  .  .  .  (  1r  —  2''-'  -4-  I  ) 


-,/— 1  |  „r_i 


0(2r-'—  2W2'-1  —  3 


c'est-à-dire,  en  divisant  les  facteurs  correspondants  du  numérateur  et  du 
dénominateur  autant  de  fois  par  2  qu'il  est  possible, 

2(2r—  l)(2r-'—  l)(2r—  3)(2r-2—  i).  .  .(2'-—  2r-' -I-   l) 
l(2r-'—  l)(2'-2—  1)  (21-1—  3)(2r-s—  l).  .  .  I 

où  l'on  voit  que  tous  les  facteurs  du  numérateur  sont  impairs  à  [''excep- 
tion du  premier  qui  est  2,  et  que  tous  ceux  du  dénominateur  sont  aussi 
impairs;  d'où  il  s'ensuit  que  celle  formule  représentera  toujours  des 
nombres  impairement  pairs. 

17.  Cela  posé,  considérons  l'équation  par  laquelle  doit  se  déterminer 
le  coefficient  M;  elle  sera,  comme  on  vient  de  le  voir,  d'un  degré  impai- 
rement pair,  et  aura  pour  racines  toutes  les  différentes  sommes  possibles 
qu'on  peut  faire  des  racines  de  l'équation  proposée  en  ne  prenant  à  la 
fois  qu'un  nombre  de  ces  racines  qui  soit  la  moitié  du  nombre  total  (12  . 

Qu'on  fasse  maintenant  dans  cette  équation    M  •    A  étant   le 

coefficient  du  second  terme  de  l'équation  proposée  et  11  une  nouvelle  in- 
connue, on  aura  une  transformée  en  //  du  même  degré,  dont  les  racines 

seronl  exprimées  par  A  —  ^.M,  c'est-à-dire  qu'elles  seront  égales  aux  dif- 
férents résidjUS  qu'on  aura  en  retranchant  successivement  de  la  somme 
totale  des  racines  de  la  proposée,  somme  qui  est  égale  a  A,  le  double  des 


496  SUR  LA   FORME  DES  RACINES  IMAGINAIRES 

différentes  sommes  particulières  qu'on  peut  faire  de  ces  racines  en  ne  les 
prenant  qu'au  nombre  de  la  moitié;  de  sorte  que  les  racines  dont  il  s'agit 
ne  seront  autre  chose  que  les  différences  entre  la  somme  de  la  moitié  du 
nombre  des  racines  de  la  proposée  et  la  somme  de  l'autre  moitié,  en  pre- 
nant ces  sommes  de  toutes  les  différentes  manières  possibles. 

Par  exemple,  si  l'équation  proposée  est  du  quatrième  degré  et  a,  par 
conséquent,  quatre  racines  a,  b,  c,  d,  on  aura 

A.  =  a-+-b  +  c-hd, 
et  les  valeurs  de  M  seront 

a  -f-  b,     a  -t-  c,     a  -h  d,     b  -h  c,     1/  -+-  d,     c  -h  d, 

donc  les  valeurs  de 

«  =  A-2M 

seront 

c  -h  d  —  a  —  b,     b  -\-  d—  a  —  c,     b  -+■  c  —  a  —  d, 

a  -4-  d  —  b  —  c,.     a  -+-  c  —  b  —  d,     a  -+-  b  —  c  —  d, 

et  ainsi  des  autres  équations  des  degrés  supérieurs. 

18.  De  là  il  est  d'abord  facile  de  conclure  que  l'équation  en  u  man- 
quera de  toutes  les  puissances  impaires,  puisqu'il  est  évident  que  chaque 
racine  positive 'doit  avoir  nécessairement  une  racine  négative  égale:  ce 
qu'on  voit  clairement  dans  l'Exemple  précédent,  où  les  quantités 

c  -h  d  —  a  —  b,      b  -f-  d  —  a  —  c,      b  -f  c  —  a  —  il, 

sont  les  négatives  des  quantités 

a  -h  b  —  c  —  d,     a  -h  c  —  b  —  d,     a  -+-  d  —  t>  —  c. 

Donc,  si  l'on  fait  ?/2  =  /,  l'équation  en  u  s'abaissera  à  un  degré  moin- 
dre de  la  moitié,  et  comme  on  a  prouvé  que  le  degré  de  l'équation  en  u 
est  pairement  impair,  il  s'ensuit  que  le  degré  de  l'équation  en  t  sera  né- 
cessairement impair;  de  sorte  que  cette  équation  aura  nécessairement 
une  racine  réelle,  laquelle  sera  positive  si  son  dernier  terme  est  négatif, 
et  négative  s'il  est  positif  f  1).  Or,  pour  que  u,  et  par  conséquent  M,  ait 
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une  valeur  réelle,  il  faut  que  celle  de  t  soit  réelle  et  positive;  par  consé- 
quent la  question  est  réduite  a  voir  si  le  dernier  terme  de  l'équation  en  / 
sera  négatif;  et  comme  le  dernier  terme  de  toute  équation  d'un  degré 
impair  pris  avec  un  signe  contraire  est  égal  au  produit  de  toutes  les  ra- 
cines, tout  consistera  a  voir  si  le  produit  de  toutes  les  différentes  valeurs 
de  t  est  une  quantité  positive  ou  non. 

19.  Pour  parvenir  à  ce  but  avec  plus  de  facilité,  considérons  d'abord 
le  cas  où  l'équation  proposée  est  du  quatrième  degré,  et  dans  lequel 
nous  avons  déjà  vu  que  les  différentes  valeurs  de  u  sont 

a  -h  b  —  c  —  d,     a  -t-  c  —  b  —  d,     a  -+-  d  —  b  —  c, 
c  -hd  —  a  —  b,     b  -t-  d  —  a  —  c,      b  +  c  —  a  —  d; 

il  es!  clair  que,  comme  les  trois  dernières  quantités  sont  égales  aux  trois 
premières  prises  négativement,  les  différentes  valeurs  de  u2  ou  /  seront 
seulement  ces  trois-ci 

a  -h  b  —  c  —  df,       a  -h  c  —  b  —  d)3,       a  H-  d  —  b  —  c    ; 

<le   suite  (pie   le   produit  de  ces  trois  valeurs  sera  égal   au  carre  de   la 

quantité 

{a  -t-  b  —  c  —  d    a  -t-  c  —  b  —  d)  (a  -+-  d  —  b  —  c  , 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  voir  si  ce  carré  est  toujours  une  quantité  po- 
sitive, quelles  que  soient  les  racines  a,  l>,  c,  d.  Il  est  d'abord  clair  que, 
si  ces  racines  sont  toutes  réelles,  la  quantité  précédente  sera  aussi  toute 
réelle,  en  sorte  que  son  carré  sera  nécessairement  une  quantité  réelle 
positive;  mais  il  peut  n'en  cire  pas  de  même  s'il  y  a  des  racines  imagi- 
naires, d'autan!  que  la  forme  des  racines  imaginaires  est  encore  regardée 
comme  inconnue. 

20.  M.  Euler,  ayant  supposé  pour  plus  de  facilité  le  coefficient  A  du 
second  terme  de  la  proposée  nul ,  a  trouvé ,  ii  la  place  de  la  quantité  pré- 
cédente, celle-ci 

a      l>    <i  '  c    d  •  d  . 

qui,  a  cause  de   a        h       c       d       O,  est  égale  il  celle-là  divisée  par  S;  et 
III.  63 
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il  se  contente  ensuite  de  dire  que  ce  produit  est  déterminable,  comme 
on  sait,  par  les  quantités  B,  C,  D,  et  qu'il  sera  par  conséquent  réel; 
mais,  pour  que  cette  conséquence  soit  légitime,  il  faut  prouver  qu'on 
peut  déterminer  ce  produit  par  une  expression  rationnelle  des  mêmes 
quantités  :  c'est  ce  que  M.  Euler  n'a  point  fait,  du  moins  d'une  manière 
directe  et  à  priori. 

Il  est  vrai  que  le  carré 

(a-h  b)7{a  ■+  c,2{a  -h</)2 

sera  toujours  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  B,  C,  D;  mais  la 
difficulté  consiste  précisément  à  démontrer  que  sa  racine  en  sera  une 
aussi. 

Pour  sentir  davantage  la  force  de  cette  objection,  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer, par  exemple,  la  quantité 

(a  —  b){a  —  c)(a  —  d)(b  —  c)  (b  —  d)(c  —  d |, 

il  est  certain  que  le  carré  de  cette  quantité  peut  s'exprimer  par  une  fonc- 
tion rationnelle  des  coefficients  B,  C,  D;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  de  la 
quantité  elle-même  :  en  effet,  on  trouve  pour  la  valeur  du  carré  dont  il 
s'agit  l'expression 

4*D3—  2\42R2D'  +  42.32C2BD  +  42R<D-  4C2B3-33C% 

laquelle  n'est  pas  un  carré  en  général;  de  sorte  qu'on  ne  saurait  en  con- 
clure que  sa  racine  sera  toujours  une  quantité  réelle. 

21.  Le  caractère,  auquel  on  peut  reconnaître  à  priori  si  une  fonction 
proposée  des  racines  d'une  équation  quelconque  peut  se  déterminer  par 
une  expression  rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation,  consiste, 
comme  nous  l'avons  démontré  dans  notre  Mémoire  sur  les  équations,  en 
ce  que  cette  fonction  doit  être  telle,  qu'elle  ne  change  point  de  valeur, 
quelque  permutation  qu'on  y  fasse  entre  les  racines  dont  elle  est  com- 
posée; ainsi  il  n'y  a  qu'à  voir  si  cette  condition  a  lieu  ou  non  dans  la 

fonction 

a  •+■  b  —  c  —  d)  (a  -t-  c  —  b  —  d)  (a  -+-  d  —  b  —  c  : 
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comme  les  trois  racines  b,  c,  cl  y  entrent  également,  il  est  d'abord  visible 
que  les  permutations  qu'on  pourrait  faire  entre  ces  racines  ne  produi- 
raient aucun  changement  dans  la  fonction;  mais  on  ne  peut  pas  dire  tout 
à  fait  la  même  chose  par  rapport  à  la  racine  a,  puisqu'elle  n'est  pas  dis- 
posée à  l'égard  des  autres  comme  celles-ci  le  sont  entre  elles.  Voyons 
donc  ce  que  donneront  les  échanges  de  a  en  b,  en  c,  en  d. 
En  changeant  a  en  b,  les  trois  facteurs 

a  -+-  b  —  c  ■ —  d,     a  +  c  —  b  —  d,     a  -+•  d  —  b  —  c 

se  changent  en  ces  trois-ci 

6  -t-  a  —  c  —  d,     b  -+-  c  —  a  —  d,     b  -+-  d  —  a  —  c; 

par  où  l'on  voit  que  le  premier  demeure  le  même,  que  le  second  devient 
le  troisième  avec  un  signe  contraire,  et  que  le  troisième  devient  le  second 
avec  un  signe  contraire.  On  trouvera  pareillement  que,  en  changeant  a 
en  c  ou  en  d,  il  y  aura  toujours  un  des  trois  facteurs  qui  demeurera  le 
même,  tandis  que  les  deux  autres  se  changeront  l'un  dans  l'autre  en 
changeant  en  même  temps  de  signes;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que 
le  produit  des  trois  facteurs  demeurera  toujours  le  même. 

La  circonstance  qui  fait  que  ce  produit  ne  varie  point,  c'est  que  les 
facteurs  qui  se  changent  l'un  dans  l'autre,  en  changeant  en  même  temps 
de  signes,  sont  en  nombre  pair;  car  si  les  facteurs  qui  changent  désignes 
étaienl  en  nombre  impair,  alors  il  est  facile  de  voir  que  le  produit  dont  il 
s'agit  conserverait  à  la  vérité  la  même  valeur  absolue,  mais  en  changeant 
de  signe  :  c'est  là  la  raison  pourquoi  la  fonction  dont  on  a  parlé  ei- 
(lessiis    20) 

a       b     a  —  c     a  —  d     b  —  c     b  -     d    i  c  —  <l 

dc  saurait  être  exprimée  par  les  coefficients  A,  B,  C,  D  d'une  manière 
rationnelle;  car  en  changeanl .  par  exemple,  a  en  b,  le  facteur  a  —  b  de- 
vient simplement  négatif,  les  facteurs  a  —  c,  a  —  d  se  changent  flans  les 
facteurs  b  —  c,  b—  d,  et  le  dernier  facteur  c—  d  demeure  le  même:  de 

(53. 
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sorte  que,  puisqu'il  y  en  a  un  qui  change  simplement  de  signe,  un  qui 
demeure  tout  à  fait  le  même,  et  quatre  dont  deux  se  changent  dans  les 
deux  autres,  il  s'ensuit  que  le  produit  total  devra  devenir  négatif. 

22.  Il  est  facile  maintenant  d'appliquer  le  même  raisonnement  au  cas 
où  il  y  aura  plus  de  quatre  racines,  et  de  s'assurer  à  priori  que  le  dernier 
terme  de  la  réduite  en  t  sera  toujours  un  carré  avec  le  signe  — .  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  les  racines  de  l'équation  proposée  soient  au  nom- 
bre de  six,  savoir  a,  b,  c,  d,  e,  /(quoique  a  proprement  parler  nous 
n'ayons  besoin  de  considérer  ici  que  les  équations  dont  les  degrés  sont 
des  puissances  de  2,  cependant  nous  prendrons  le  cas  d'une  équation  du 
sixième  degré,  parce  qu'il  est  plus  simple  que  celui  d'une  équation  du 
huitième,  et  qu'il  peut  servir  à  faire  voir  que  la  proposition  est  générale 
pour  toutes  les  équations  des  degrés  pairs),  on  verra  aisément,  par  ce 
qui  a  été  démontré  plus  haut,  que  le  dernier  terme  de  la  réduite  en  t  sera 
égal  au  carré  du  produit  de  ces  dix  quantités 

a  -+-  b  -f-  c  —  d  —  e  —  f, 
a  -\-  b  -h  d  —  c  —  e  —  f, 
a  +  b  -f-  e  —  c  —  d  —  f, 
a  -f-  b  -+-  f —  c  —  d  —  e, 
a  -+-  c  -+-  d  —  b  —  e  —  f, 
a  -f-  c  -t-  e  ■ —  b  —  d  —  f, 
a  -+-  c  -t-  f —  b  —  d  —  e, 
a  +  d  +  e  —  b  —  c  —  f, 
a-\-d  +f—  b  —  c  —  e, 
a -+-  e  +  f  —  b  —  c  —  d, 

pris  avec  un  signe  contraire;  de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  voir  si  ce 
produit  demeure  le  même  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles 
entre  les  six  racines  a,  b,  c,...;  auquel  cas  on  sera  assuré  qu'il  pourra 
être  exprimé  par  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  A.  B,  C,...  de 
l'équation  proposée. 
Pour  cela,  je  remarque  d'abord  que  les  dix  quantités  précédentes  sont 
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telles,  qu'elles  renferment  toutes  les  permutations  possibles  entre  les 
cinq  racines  b,  c,  d,  e,f,  puisqu'elles  ne  sont  autre  chose  que  les  diffé- 
rentes valeurs  de  la  quantité 

a  ■+-  b  -f-  c  —  d  —  e  —  f, 

qui  résultent  de  toutes  les  échanges  possibles  entre  les  cinq  lettres  b,  c,  d, 
e,  f,  la  lettre  a  étant  regardée  comme  fixe;  d'où  il  s'ensuit  qu'en  faisant 
le  produit  de  ces  dix  quantités  on  aura  une  fonction  des  racines  a,  b,  c,... 
qui  sera  telle,  qu'elle  ne  recevra  aucun  changement  par  les  permutations 
des  cinq  racines  b,  c,  d,  e,  f  entre  elles;  de  sorte  qu'il  suffira  de  considé- 
rer les  résultats  des  échanges  de  la  racine  a  dans  les  cinq  autres;  et 
comme  les  échanges  de  celles-ci  entre  elles  ne  produisent  aucun  chan- 
gement dans  la  fonction  dont  il  s'agit,  il  est  clair  qu'on  aura  le  même 
résultat,  soit  qu'on  change  a  en  b,  ou  a  en  c,  ou  a  en  d,  ou,  etc.;  par 
conséquent,  il  suffira  de  considérer  une  seule  échange  comme  celle  de  a 
en  b,  et  si  (die  ne  lait  point  varier  le  produit  des  dix  quantités  ci-dessus, 
on  sera  assoie  que  ce  produit  sera  déterminable  par  une  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  A,  h\  C...  de  l'équation  proposée. 

Or,  en  changeant  a  en  b,  il  est  visible  que  les  quatre  premières  quan- 
tités, OÙ  les  lettres  a  et  b  se  trouvent  jointes  avec  le  signe  -f- ,  demeure- 
ront les  mêmes,  puisque  a  -f-  b  est  la  même  chose  que  b -\- a,  cl  que  les 
six  dernières,  OÙ  les  lettres  a  et  b  ont  des  signes  différents,  se  changeront 
l'une  dans  l'autre  en  changeant  en  même  temps  de  signes;  d'où  l'on  con- 
clura «pic  le  produit  de  toutes  ces  quantités  demeurera  nécessairement  le 
même,  puisque  les  facteurs  qui  changent  de  signes  sont  en  nombre  pair. 

23.  On  considérera  maintenant  que,  pour  avoir  les  dix  quantités  qui 
soni  les  facteurs  du  produit  en  question,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  successive- 
ment a  la  racine  a  les  sommes  des  autres  cinq  racines  prises  deux  li  deux. 

et  en  retrancher  en  même  temps  les  racines  restantes;  d'où  il  esl  d'abord 

facile  de  conclure  (pie,  si  le  nombre  de  toutes  les  racines  était  >n,  il  fau- 
drait ,  pour  avoir  les  facteurs  dont  il  s'agit,  ajouter  successivement  il  la 
racine  a  le>  soinincs  des  antres   271  ■—  i  racines  prises  //        i    a  //        i,  cl 
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en  retrancher  en  même  temps  les  racines  restantes;  moyennant  quoi  le 
nombre  de  ces  facteurs  sera  exprimé,  comme  il  résulte  de  la  théorie  des 
combinaisons,  par 

(  2 1l  —  I  i  !  2  77  —  2  i  !  2  II  —  3    ...     77  H-  1 

i .  2 . 3 . .  .  (  n  —  i 

Ensuite  on  considérera  que,  en  changeant  a  en  b,  quelques-uns  de  ces 
facteurs  demeurent  les  mêmes,  tandis  que  les  autres  se  changent  entre 
eux  en  changeant  en  même  temps  de  signes;  de  sorte  que  pour  savoir  le 
nombre  de  ces  derniers  il  suffira  de  retrancher  du  nombre  total  celui  des 
facteurs  qui  demeurent  les  mêmes  en  changeant  a  en  b.  Or  il  est  visible 
que  ces  facteurs-ci  se  trouveront  en  ajoutant  successivement  à  la  somme 
a  -+-  b  les  différentes  sommes  des  autres  o.n  —  2  racines  prises  n  —  2 
à  n—  2,  et  retranchant  en  même  temps  les  racines  restantes;  de  sorte 
que  le  nombre  de  ces  facteurs  invariables  sera  exprimé  par 

(in  —  2)(2B  —  3)...(ft-t-I 


1 .2. . . (n  —  2 


donc,  retranchant  cette  quantité  de  la  précédente,  on  aura 

(  2 /i  —  1  )  ( 2 n  —  2 )  (  2 n  —  3 )...(»-+- 1  )       (m  —  21(27?  —  3  ...  77-1-1 


1 . 2 . 3 .  . .  (  n  —  1  1 . 2 ...  1 77  —  2 

ou  bien,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

(271  —  2)  (277  —  3  )  (277  —  4  '  •  ■  •  n 

i .  2 . 3 .  .  .  f  n  —  i  \ 

pour  l'expression  du  nombre  des  facteurs  qui  s'échangent  entre  eux  eu 
changeant  en  même  temps  de  signes. 

Ainsi  la  question  est  de  voir  si  ce  nombre  sera  toujours  pair;  or  c'est 
ce  qui  est  évident,  car  si  l'on  divise  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par 
«—i,  elle  deviendra 

(2/1  —   3  )  (  2  77  —  ^)  (in  —  5    ...  77 

i .2.3. . .(n  —  2) 
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mais  la  quantité 

{in  —  3  )  (  2  n  —  4)(2W  —  5). .  .11 
1 . 2 . 3 . . .  (  n  —  2  ) 

est  toujours  un  nombre  entier,  puisque  c'est  le  coefficient  du  (n  —  1  )ième 
terme  d'un  binôme  élevé  à  la  puissance  in  —  3;  donc  le  double  de  ce 
nombre  sera  toujours  nécessairement  un  nombre  pair. 

24.  Nous  venons  donc  de  démontrer  rigoureusement  que,  en  considé- 
rant une  équation  du  degré  2'  comme  exactement  divisible  par  une  autre 
équation  du  degré  2r~{ ,  le  coefficient  M  du  second  terme  de  celle-ci  sera 
nécessairement  déterminé  par  une  équation  telle,  qu'en  y  faisant 

„       A  —  u 
2 

(A  étant  le  coefficient  du  second  terme  de  la  proposée),  et  ensuite 

M2  =  t, 

il  viendra  une  transformée  en  /  d'un  degré  impair,  et  qui  aura  son  der- 
nier ternie  négatif  en  sorte  que  l'inconnue  /  aura  toujours  une  valeur 
réelle  positive;  moyennant  quoi  la  valeur  de  //  sera  aussi  réelle. 

Donc,  puisque  M  a  nécessairement  une  valeur  réelle,  il  s'ensuit  (13) 
que  tons  les  autres  coefficients  N,  P,  Q,...  du  diviseur  en  question  auront 
aussi  chacun  une  valeur  réelle,  à  inoins  que  la  valeur  réelle  de  M  ne  soit 
une  racine  multiple  de  l'équation  en  M;  auquel  cas  il  peut  arriver  que 
les  valeurs  des  antres  coefficients  soient  imaginaires,  comme  nous  l'avons 
déjà  remarqué  plus  haut. 

Il  est  donc  nécessaire  d'examiner  ce  cas,  et  de  voir  comment  il  fau- 
drait s'y  prendre  pour  trouver  alors  un  diviseur  huit  rationnel  de  l'équa- 
tion proposée. 

Je  commence  d'abord  par  remarquer  que  comme  u=  \/,  on  aura 

M  =  -  s  •.  d'où  l'on  voit  que  chaque  valeur  de  /  donnera  deux  valeurs 
de  M,  qui  ne  seront  jamais  égales,  à  moins  que  l'on  n'ait  t      o;  de  plus 
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il  esl  clair  que  si  toutes  ces  valeurs  de  t  sont  inégales,  celles  de  M  le 
seront  aussi;  de  sorte  que  l'équation  en  M  n'aura  proprement  de  racines 
égales  que  dans  deux  cas,  l'un  où  l'équation  en  t  en  aura  elle-même 
d'égales,  l'autre  où  l'équation  en  t  aura  une  ou  plusieurs  racines  égales 
à  zéro. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  en  t  n'ait  aucune  racine  égale  à 
zéro,  mais  qu'elle  en  ait  plusieurs  égales  entre  elles;  comme  cette  équa- 
tion est  d'un  degré  impair,  on  prouvera  par  un  raisonnement  semblable 
à  celui  du  n°  14  qu'elle  aura  nécessairement  une  racine  réelle  inégale, 
ou  égale  d'un  ordre  d'égalité  marqué  par  un  nombre  impair;  d'où  il  esl 
facile  de  conclure  que  l'équation  en  M  aura  aussi  nécessairement  une 
pareille  racine,  et  même  deux,  en  sorte  que  chacun  des  autres  coeffi- 
cients N,P,  Q,...  aura  nécessairement  une  valeur  réelle  (13). 

Ainsi,  quelles  que  soient  les  racines  de  l'équation  en  t,  pourvu  qu'au- 
cune d'elles  ne  soit  nulle,  on  sera  assuré  que  les  coefficients  du  diviseur 
auront  tous  des  valeurs  réelles. 

25.  11  n'en  est  pas  de  même  lorsque  l'équation  en  t  a  une  racine  nulle, 

ce  qui  arrive  quand  son  dernier  terme  se  trouve  égal  à  zéro.  Dans  ce  cas 

il  est  clair  que  la  racine  t  =  o  donnera  dans  l'équation  en  M  deux  racines 

A 
égales  à  —  ;  de  sorte  que  chacun  des  autres  coefficients N,  P,...  dépendra 

nécessairement  d'une  équation  du  second  degré  qui  pourra  n'avoir  au- 
cune racine  réelle;  il  est  vrai  que  l'équation  en  i  pourra  avoir  encore 
d'autres  racines  réelles,  mais  la  difficulté  consiste  à  prouver  qu'elle  en 
aura  toujours  de  telles.  En  effet  cette  équation,  étant  divisée  par  t,  ne 
montera  plus  qu'à  un  degré  pair;  de  sorte  qu'il  faudrait  démontrer,  en 
général,  que  le  dernier  ternie  sera  toujours  négatif,  ce  qui  d'ailleurs 
n'est  pas  vrai. 

Pour  donner  un  exemple  de  l'insuffisance  de  la  méthode  précédente 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  nous  reprendrons  celui  du  n°  6  où  l'on  propose 
de  trouver  un  diviseur  du  second  degré 

x1—  Mi  -t-  N  =  o 
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de  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

x"  —  Ax3-h  Bx2  —  Cr +  D  =  o. 

En  substituant  l'expression  de  N  en  M,  et  faisant  ensuite 

A  -h  ii       A  -+- 1  t 
M  = = — j 

2  2 

on  trouve  cette  réduite  en  t 

/3-(3A2—  8B)/'-f-(3A«— i6A'B^i6B»-4-i6AC  —  64D  t~  (A3-4AB-f  -8C)2=o, 

laquelle  a,  comme  on  voit,  son  dernier  terme  toujours  négatif. 
Maintenant,  si  l'on  a 

A3-4AB-^8C  =  o, 

il  est  clair  que  l'équation  précédente  aura  d'abord  la  racine  t  =  o, 
laquelle  donnant  M  =  —  on  tombera  dans  le  casque  l'on  a  déjà  examine 
dans  le  numéro  cité,  et  où  l'autre  coefficient  N  du  diviseur 

x2  —  Mx  -1-  N  =  0 

dépendra  d'une  équation  du  second  degré  qui  n'aura  de  racines  réelles 

/A2  V 

que  tant  que  ?\D  ne  surpassera  pas  (  y  —  B)  ;  de  sorte  que  dans  le  cas  où 

le  coefficient  N  sera  imaginaire,  et  l'équation  proposée  du  quatrième 
degré  se  trouvera  par  ce  moyen  décomposée  en  deux  équations  imagi- 
naires du  second  degré,  lesquelles  seront 

\  ...  A 

x1—    —  x  -4 -  i>  =  o,      x2 —    -  x  -+-  iS         o, 
2  2 

\  et  N"  étant  les  racines  de  l'équation 

V   u  (*!_  j{)>    ;    |)       0i 
III  &j 
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Pour  avoir  donc  des  facteurs  tout  réels  il  faudra  dans  ce  cas  chercher 
une  autre  valeur  de  t;  or  l'équation  en  t  étant  toute  divisée  par  t  devient 

P-  (3A2-8B);  +  3A*-i6A2B-t-  16B2  +  16AC  -  64D  =  o, 

\i  _|_  /  ^g 

ou  bien,  en  substituant  à  la  place  de  C  sa  valeur , 

*2-(3A2-8B)*+(A2-4Rr-64D  =  o, 

dans  laquelle  on  voit  que  le  dernier  terme  sera  positif  si 

(A'-4B)2>64D; 

de  sorte  qu'on  ne  peut  pas  être  assuré,  en  général,  que  cette  équation 
aura  des  racines  réelles,  à  moins  que  l'on  ne  considère  la  condition  qui 
est  particulière  aux  équations  du  second  degré. 

26.  Cependant  si  l'on  observe  que  la  condition 

(A2— 4B)2  >64I) 

est  celle  qui  rend  réelles  les  racines  de  l'équation  en  N  ci-dessus,  et  que 

la  condition  opposée 

(A2  — 4B)2<64I) 

est  celle  qui  rend  le  dernier  terme  de  l'équation  précédente  en  /,  négatif, 
on  en  pourra  conclure  d'abord  qu'il  est  toujours  possible  d'avoir  poul- 
ies coefficients  M  et  N  des  valeurs  réelles. 
En  effet  : 

i°  Soit 

(A2  —  4B)2—  64D=/> 

(p  désignant  une  quantité  positive),  on  prendra  dans  ce  cas  la  racine 
/  =  o,  laquelle  donnera 


20  Soit 


™        A  xt  A2        B     ,    v/v 

M  =  —     et    N  =  —  -o  +  -  ±  \J-  ■ 
2  020 


64D  —  (A2—  4B)2 
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on  prendra,  dans  ce  cas,  pour  t  la  racine  positive  de  l'équation 

P  —  (3A2-8B)f  —  p  =  o, 
et  l'on  aura  (6) 

M=^l'     a,     N=C-BM  +  AM.-M. 

2  A  —  2  M 

27.  Mais,  pour  pouvoir  résoudre  la  difficulté  dont  il  s'agit  d'une  ma- 
nière générale  et  applicable  aux  équations  de  tous  les  degrés,  il  faut 
employer  d'autres  principes. 

Reprenons  pour  cet  effet  l'équation  proposée 

xm  —  Ax"—<  -4-  Bx"'-'  —  Cr"-3  -4- .  .  .  —  o, 

ou  m=  2r,  et  considérons  les  deux  facteurs 

x"  —  Mx"-1  +  Nj"-!  —  Vxn~*  -+-...  =  o, 
x"  —  M'-r"-'  -f-  N'-r"-2  —  V'xn-%  -+-...=  o, 


dont  on  suppose  qu'elle  soit  formée,  n  étant  égal  à  ir~{  =  —  ;  qu'on 
fasse,  ce  qui  est  permis, 


.„        a  -f-  p.  -...       oc  —  u. 

M  = L»  M'— ", 

2  2 

2  2 

2  2 


c'est-à-dire  qu'on  introduise  à  la  place  des  coefficients  indéterminés  M, 
M',  N,  N',  P,  P',...,  leurs  sommes 

M+M'^a,    N-+-N'  =  p,    P  +  P'=y,... 

et  leurs  différences 

M  —  M'  =  fx,    N  — N'=v,     P      I"  .  .w,..., 

ci  l'on  trouvera    :i   m,  ou  ?.//  équations  entre  les  m  indéterminées  «.  [i. 

y y.,  v,  s par  lesquelles  on  pourra  déterminer  chacune  de  ces 

inconnues. 

64. 
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Qu'on  suppose  maintenant 

U  =  ClfJ.  -+-  bv  +  CTS  -+- . . . , 

a,  b,  c,...  étant  des  coefficients  quelconques  arbitraires,  et  qu'on  intro- 
duise partout  l'indéterminée  u  à  la  place  d'une  quelconque  des  indéter- 
minées u.,  v,  zs,  .  .  .  ,   par  exemple  à  la  place  de  {).,  en  substituant 

ii  —  bv  —  cm  — ...  î-i  <  i 

-  au  heu  de  p.,  on  aura  in  équations  entre  les  in  incon- 
nues a,  |3,  y,...,  u,  y,  ts,...,  d'où,  éliminant  les  in  —  i  inconnues  a,  (3, 
y,...,  v,  zs,...,  il  viendra  une  équation  en  u,  qui  sera  du  même  degré  et 
assujettie  aux  mêmes  conditions  que  celle  du  n°  17,  comme  je  vais  le 
démontrer. 

28.  Dénotons  les  in  racines  de  l'équation  proposée  par 

x',  x",  x'", .  .  .,  x<'2n\ 

et  comme  on  suppose  que  cette  équation  soit  le  produit  de  ces  deux-ci 

x"  —  Mx"^  -f-  N xn~2  —  J>x"-Z  +  . .  .  =  o, 
x"  —  M'x'-1  +  Kx'-2  —  P'x"-3  -+-...=  o, 

il  est  visible,  par  la  théorie  des  équations,  que  l'une  de  ces  équations 
aura  pour  racines  n  quelconques  des  in  racines  x' ,  x",  x'",...,  x{2n),  et 
que  l'autre  aura  pour  racines  les  n  racines  restantes;  ainsi  prenant  x', 

x",  x'",...,  x{n)  pour  les  racines  de 

x"  —  Mx"~l  +  ~Nx"~2  —  Vx—3  -f- .  .  .  =  o, 
et  x{"+*},  xi'l+-),  x{n+z\...,  x(2n)  pour  les  racines  de 

x"  —  M'x'-t  ■+  N'  xn~2  —  V'x"-3  +  ...—  0, 
on  aura,  comme  on  sait, 

M  =  x'  -f-  x"  4-  x'"  -+- .  . .  -+-  xW, 

N  =  x'x"  +  x'x"'-\-  x"x'"  -+- .  .  .  +  xi"H'j("), 

P  =  x'x"x"'-\-  x'x'"x"  -t-  x" x'"x"  -+- .  .  .  -+-  a?C»-*)  #(»-')#(■), 
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M'=  x(n+^  4-  ^("+2)  4-  ^(n+3)  4- ...  4-  ■*(2n), 

N'  =  ^("+1,^("+2)  +  ^-("H"l).r("+3)  4-  x^2)  x(n+3)  4-. .  .4-  a?(M-Oar(*"), 

P'  =  x("+1'^('i+2'jr("-t-3)  +  ar('!-,",^("+:,)^(n+0  4-  ^("+2'^-("+:,)^("+0  4-.  .  . 
-I-  x(-2n-Vx(2"~''>x(m), 

Donc 

a  —  j»'  4-  #"  4-  #"'4- .  .  .4-  xW  4-  .r"^1)  4-  x("+2)  4-  .r<"+3'  4- ...  4-  x^  =  A, 
(3  —  #'#"  +  #'#'"  -|-  #"#'"  h-  .  .  .  +  ar(»-0aj(»)  +  #(«+0  .*(«+!) -+-  #("+0  ^(n+s) 

4-  xC+V  xC"-1-3)  4- ...  4-  xC2"-^  x(2n\ 
y  =  x'x"x'"  -+-  x'x'"x'y  4-  x"x'"xlv  4 - .  .  .  4-  x^^ x("~'^ ■*•(">  4-  #("+')  #(»+')  #(«+s) 

_|_  ^(1+1)^(1+3)^(1+4)  4.  x(n+i)  x{n+z)  x{n+i)  _!____)_  x(în-î) x{ln-l) x{ïn) ^ 

et  ainsi  de  suite. 

„.  =  #'  _(_  ^"  +  .z-'"  +  ...  4-  x^  —  x<n+']  —  ^("+2)  —  .r("+3>  —  ...  —  .rf2"\ 
y  =  x'x"  -+-  x'x"'  4-  «""a?"'  4- ...  4-  x^'-'J^C')  —  ^("+''^(n+2)  —  #(*+')  aK-H-s) 

^(1+2)^(1+3)  _       ^p(Jn— ')#(Sn), 

jffz=x'x"x"'  4-  x'x'"x'y  4-  x"x'"xxv  4-.  .  .4-  #("-*>  arC-OaK'O  —  x^'^  x(n+V  x^"  '  ' 

-r(i+l)  jp("+3)^(i+<)  ^(1+2)^(1+3)  -£.(i+4)  _         ^(  .h— 2)  _-p(2i— 1)^(21) 


el  ainsi  de  suite. 
Donc,  puisque 


//        du.  H     6v  4-  CET  4- 


011  connaîtra  quelle  fonction  des  racines  x',  x",  x" v  -"  doil  être  la 

quantité  //;  et  de  là  on  pourra  déterminer  à  priori  le  degré  et  la  forme 
de  l'équation  en  ?/  par  la  considération  <lc  ses  racines,  lesquelles  ne  se- 
ront autre  chose  que  les  différentes  valeurs  que  la  fonction  dont  il  s'agil 

pourra   recevoir,  en  faisant   entre  les  racines  x',  x",  x r  •"    tontes 

les  permutations  possibles,  comme  nous  l'avons  expliqué  suffisamment 

ailleurs. 

29.    Donc  : 

1"  Comme  le  nombre  des  quantités  x',  x",  x  ,  » 2"  est  anf  on  sail 
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que  le  nombre  de  toutes  les  permutations  possibles  sera  représenté  par 

i .  2 . 3 . 4  •  • .  2  n  ; 

mais  il  est  visible  que  les  fonctions  fx,  v,  rs,...  ne  changent  point  de 
forme  en  faisant  toutes  les  permutations  possibles  entre  les  n  quanti- 
tés x ',  x",  x'",...,  x'">,  permutations  dont  le  nombre  est  exprimé  par 
i.2.3...n,  et  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  des  permutations  entre  les 
autres  n  quantités  x{n+{),  x{n+2),  x{n^\...,  x{2,l);  donc,  puisque  chacune 
de  ces  permutations  se  combine  avec  toutes  les  autres  dans  le  nombre 
total  des  combinaisons  i  .2.3. .  .in,  il  s'ensuit  que  pour  avoir  le  nombre 
des  combinaisons  utiles,  c'est-à-dire  qui  donnent  des  expressions  diffé- 
rentes de  u,  il  faudra  diviser  deux  fois  le  nombre  i.a. 3...  aw  par  le 
nombre  i.2.3...n,  ce  qui  donnera  celui-ci 

i  .  2 .  3 ...  2 n  .  .  ■in  (in  —  i  )  (  i n  —  2 )...(»  +  i 

ou  bien 


(i  .2.3. .  .n)'2  n(n — i)(« — 2  ...1 

nombre  qui,  en  supposant  m=  2'  et  par  conséquent  n  =  ir~\  sera  im- 
pairement  pair,  comme  nous  l'avons  vu  dans  le  n°  16. 

20  II  est  clair  que  si  l'on  échange  à  la  fois  les  quantités  x',  x",  x'",..., 
x{n)  en  x{n^\  x{n+2),  a?("+3) , . . . ,  x^"',  dans  les  expressions  de  a,  v,  sr,..., 
ces  expressions  changeront  simplement  de  signes  sans  changer  de  valeur; 
donc  toutes  les  valeurs  particulières  de  la  fonction  u  seront  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires;  de  sorte  que  l'équation  en  u,  dont  le  degré 
doit  être  impairement  pair,  manquera  de  toutes  les  puissances  impaires, 
et  pourra  se  transformer  par  la  supposition  de  ir  =  t  en  une  équation 
en  t  d'un  degré  impair. 

3°  On  peut  démontrer,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  des 
nos  22  et  23,  que  le  dernier  terme  de  la  transformée  en  t  dont  nous  par- 
lons sera  toujours  négatif,  étant  nécessairement  égal  au  carré  d'une 
fonction  rationnelle  des  coefficients  A,  B,  C,...  de  l'équation  proposée, 
affecté  du  signe  — .  Car  il  est  d'abord  clair  que  si  l'on  supposait  simple- 
ment u  =  \j.,  on  aurait  le  cas  des  numéros  cités,  puisque  les  lettres  a,  b, 
c,  d,...  dans  les  formules  de  ces  numéros  désignent  les  mêmes  quantités 
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que  nous  avons  représentées  ci-dessus  par  ce',  x",  ce'", . . . ,  x{2">,  e'est-à- 
dire  les  racines  de  l'équation  proposée. 

De  plus,  en  examinant  les  raisonnements  des  mêmes  numéros,  il  n'est 
pas  difficile  de  voir  qu'ils  ne  tiennent  pas  à  la  forme  particulière  de  la 
fonction  a,  mais  seulement  à  la  propriété  qu'a  cette  fonction  de  demeu- 
rer la  même,  tandis  qu'on  échange  entre  elles  les  racines  x',  x",  x'" 

x(n),  ou  les  racines  x[n+,),  x(n+2),  x{n+3),...,  x1-2'^,  et  de  devenir  négative 
quand  on  échange  les  premières  racines  dans  les  dernières;  or  cette  pro- 
priété a  lieu  également  dans  les  autres  fonctions  v,rs,...,  et  dans  la  fonc- 
tion générale  ajx-h&v-f-ctff-t-...,  comme  nous  l'avons  déjà  observé  plus 
haut;  de  sorte  qu'on  peut  hardiment  appliquer  à  l'équation  ci-dessus 
en  u  ou  en  t  les  mêmes  conclusions  qu'on  a  trouvées  dans  les  numéros 
cités. 

30.  On  est  donc  assuré  que  l'équation  en  t  aura  toujours  une  racine 
réelle  positive,  et  que  par  conséquent  la  quantité  u  =  \t  aura  toujours 
au  moins  une  valeur  réelle.  Or,  dès  qu'on  connaîtra  la  valeur  de  la  quan- 
tité u,  on  pourra  déterminer  par  son  moyen  les  valeurs  des  autres  quan- 
tités y,  /3,  y,...,  jx,  v,  w,...,  lesquelles  sont,  ainsi  que  la  quantité  u,  re- 
présentées par  des  fonctions  des  mêmes  racines  x',  x",  x'",...;  et  de  ce 
que  nous  avons  démontré  ailleurs  [ Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie 
royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Berlin,  année  1771  (*)],  il  s'ensuit 
que  chacune  de  ces  quantités  y.,  |3,  7,...,  a,  v,  rs,...  sera  donnée  par  une 
équation  du  premier  Av^vv  seulement,  si  la  valeur  de  u  est  une  racine 
inégale  de  l'équation  en  u\  mais  si  celte  valeur  est  une  racine  égale, 
alors  chacune  des  quantités  y,  ['j,  y,...,  {i.,  v,  77,,...  sera  donnée  par  une 
équation  dont  le  degré  aura  un  exposant  égal  à  celui  de  l'égalité  de 
la  racine  //;  or  comme  u=±\jt,  on  voit  d'abord  que  l'équation  en  // 
n'aura  de  racines  égales  qu'autant  que  la  transformée  en  /  en  aura  de 
telles,  ou  qu'elle  aura  des  racines  milles;  car  il  est  visible  que  / 
donne  deux  valeurs  égales  a  u. 

(*)  OE livres  de  Lagrange ,  1.  III.  p,   I7J. 
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Dans  le  premier  cas,  puisque  l'équation  en  t  est  d'un  degré  impair 

(29,  2°),  on  pourra  démontrer,  comme  on  l'a  fait  plus  haut  (24),  que 
cet  le  équation  ne  pourra  avoir  que  des  racines  égales  d'un  degré  d'éga- 
lité marqué  par  des  nombres  impairs;  d'où  l'on  conclura  sur-le-champ 
que,  quelles  que  soient  les  racines  de  l'équation  en  t,  pourvu  qu'aucune 
ne  soit  nulle,  on  aura  toujours,  non-seulement  pour  u,  mais  aussi  pour  y., 
fi,  y, . . . ,  [x,  y,  ar,...,  des  valeurs  réelles;  de  sorte  que  les  coefficients  M, 
N,  P,...,  M',  N',  P', . . .  des  deux  facteurs  de  l'équation  proposée  auront 
sûrement  des  valeurs  réelles  (27). 

Le  second  cas,  c'est-à-dire  celui  où  l'équation  en  t  aurait  quelque  ra- 
cine nulle,  présente  d'abord  les  mêmes  difficultés  qu'on  a  déjà  considé- 
rées dans  le  n°  25;  mais  je  remarque  qu'à  cause  de 

u  =  ap.  -+-  b v  -+-  cet  -+-... , 

où  les  coefficients  a,  b,  c,...  sont  à  volonté,  on  peut  toujours  prendre  ces 
coefficients  tels,  que  le  cas  dont  il  s'agit  n'ait  pas  lieu,  à  moins  que  parmi 
les  valeurs  correspondantes  de  jx,  v,  zs, ...  il  ne  s'en  trouve  qui  soient 
nulles  à  la  fois.  Car  supposons  que  les  valeurs  de  a,  v,  ts,  . . .  ne  soient 
jamais  nulles  en  même  temps,  en  ce  cas  il  est  visible  que  si  la  quantité 
t  =  u2  a  des  valeurs  nulles,  ce  ne  pourra  être  qu'en  vertu  de  la  relation 
qui  se  trouvera  entre  les  coefficients  a,  b,  c, . . .  ;  par  conséquent  ces  va- 
leurs cesseront  d'être  nulles  dès  qu'on  donnera  d'autres  valeurs  aux 
mêmes  coetficients  :  ainsi  l'on  sera  toujours  le  maître  de  faire  en  sorte 
que  l'équation  en  t  n'ait  aucune  racine  nulle. 

Il  ne  reste  donc  plus  de  difficulté  que  pour  le  cas  où  l'on  aurait  à  la 
fois 

fJL  =  O,      V  =  O,      HT  =  o, . . .  ; 

mais  il  est  visible  (27;  qu'on  aura  alors 

M'=rM,    N'  =  N,     P'  =  P,..., 

de  sorte  que  dans  ce  cas  l'équation  proposée  ne  sera  autre  chose  que 

celle-ci 

x"  —  M-r"-1  -f-  N-r"-2  —  Px—3  -+-...  =  o 
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élevée  au  carré;  par  conséquent  la  proposée  s'abaissera  d'elle-même  à 
un  degré  moindre  de  la  moitié,  et  il  est  visible  que  les  valeurs  des  coef- 
ficients M,  N,  P,. . .  devront  être  toutes  rationnelles,  et  par  conséquent 
réelles,  autrement  il  serait  impossible  que  l'équation 

x"  —  Mx"~<  -4-  N  x"-2  —  Pjt"-3  -4- .  .  .  =  o, 

étant  élevée  au  carré,  devint  rationnelle  et  comparable  à  la  proposée 

x2"  —  Ax2"-'  4-  BxVl  -  —  Cr*1-3  + . .  .=  o. 

D'ailleurs  il  est  facile  de  prouver  que  les  conditions 

f/.  =:  O,       V  =  O,       CT  =  O,  .  .  . 

emportent  nécessairement  l'égalité  entre  les  racines  x',  x",  x'",...,  x  " 

et  les  racines  x  "+",  .ï('h2-,  x("+3) ,r'2"  ,  en  sorte  que  la  proposée  du 

degré  m=  in  aura  toutes  ses  racines  égales  deux  à  deux,  et  pourra  par 
conséquent  s'abaisser  à  une  équation  du  degré  n  qui  aura  les  mêmes  ra- 
cines, niais  simples  el  inégales. 

Ainsi  toutes  les  difficultés  sont  résolues,  el  il  ne  reste  plus  rien  à  dé- 
sirer pour  la  démonstration  complète  du  Théorème  qui  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire.  Nous  allons  le  terminer  par  donner  un  Exemple  de  l'applica- 
tion de  la  méthode  qu'on  vient  d'expliquer. 

31 .  Soit,  comme  dans  le  n°  6,  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

x*  —  \x3-hîix2—  C.r  -f-  I)  =  o 

qu'on  se  propose  de  décomposer  en  ces  deux-ci 

r'-Jk  +  Nr    O,      X'_M'.r+\         0. 

en  comparanl  terme  à  terme  le  produit  de  ces  dernières  avec  celle-là,  on 
aura  d'abord 

M       M     =A,      MM'+\        \         |{.      M\     .    \|\       C,      NN        l>: 
III.  65 
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et  faisant 


2  2 

M'=^A      N'=^, 

2  2 

on  aura 

«  =  A,  a2-  a2+4(3:=4B, 

a(3  — av  =  2C,  [32  —  v2  =  4D, 
d'où  l'on  tire  d'abord 


.  4B-A2+P.2 

«  =  A,     p=  — 


4 
substituant  ensuite  ces  valeurs  dans  les  deux  dernières  équations,  on  aura 

A^2  —  4p.v  —  A3  +  4AB  —  8C  =  o, 

(i*  -+-  2  (  4B  —  A5)  p2  —  i6v2  -+-  (4  B  —  A2  ?  —  64D  =  o. 

On  fera  maintenant 

u  =  a\>.  -+-  bv, 

et  substituant,  par  exemple,  — -. — '-  à  la  place  de  v,  on  aura  ces  deux 
équations-ci 

(A-^W-^-A«  +  4AB-8C  =  of 

^  +  (8B-aà»-i|?V»+^ifî_i|ff  +  (4B-A»)»-64D=oj 

d'où  l'on  chassera  p.  pour  avoir  une  réduite  en  u. 
Supposons,  pour  abréger, 

(A3  —  4AB-f-8C)  =  F, 
4B-  A2    -64D  =  (i, 

6A-4«=/, 

8/>2B  —  ?.62A2  —  i6a2=g, 


on  aura 


f\i?  —  4/^'<  —  bF  =  o, 

b1  ^  -+-  gjj.2  -+■  SzafjLU  —  i6u2  -+-  b2G  =  o; 


donc 


dont 
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4  y.  u  ■+-  b  F 
4_64^«3        i66Fm2        8bFfj.ii  _    62F2 

6462f/u3  +  i663F«2  +  8/&3F1u.M+/£<F2 

+  4/2g^  «  +/2g-6F  +  Zipapu  —  i6/3m2  -*-/3è2G  =  o, 


d'où  l'on  tire 

i6(68F— /3)M2+/6<F2-4-/2g-6F+/H2G 
p'  ~  64 62 m3  +  4/m  (  2 b3 F  +  gf+8ap) 

ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'a  substituer  cette  valeur  dans  la  première  équation 

f[j?  —  4p-M  —  6  F  :=  o, 

et  l'on  aura  cette  équation  finale 

/[i6(  />3F  — /3)  if+  bf{b>V2+fgY  +/26G  ,]2 
-,  i6[i6(63F-/ ■••)«'+ fc/i A» FJ+/g-F+/26G)] 
x  [  1 6  A2  «2  +/|  2  A3  F  +  gf  +-  8 a/"2 1  ]  ?/2 
-  i66F[i6A2 m2 +/(  2  A3F -+--;/•+ 8r^.   |»as      o, 

laquelle,  étant  ordonnée  par  rapport  à  u,  montera  au  sixième  degré  et  ne 
contiendra  que  des  puissances  paires  de  //;  de  sorte  qu'en  faisant  u'1  =  t, 
on  aura  celle-ci  du  troisième  degré 

/6»F2+/gF+/'ftG 


■  <> 


où  l'on  voit  que  le  dernier  terme  est  un  carré  avec  le  signe  .  de  sorte 
que  la  quantité  /  aura  toujours  une  valeur  réelle  positive:  on  voit  de  [dus 
qu'à  moins  qu'on  n'ait  à  la  l'ois  F  =  O  et  G  =  o,  on  pourra  toujours  l'aire 
en  sorte  que  /  n'ait  aucune  valeur  nulle;  car  il  n'y  aura  qu'à  prendre  a 
el  h  de  manière  qu'on  ail 

ft»F»  ■  fgV  i  />/,<;       ou       o; 

65. 
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je  dis  à  moins  que  F  et  G  ne  soient  nuls  à  la  fois,  car  il  est  visible  qu'alors 
la  quantité  dont  il  s'agit  sera  toujours  nulle,  quelque  valeur  qu'on  donne 
à  a  et  b;  mais  alors  on  aura 

r       AR        A3  /R        \>V 

et  l'équation  proposée  deviendra 

.     ,      „    ,       /AR        A3\  /R        A2\ 

laquelle  est  évidemment  le  carré  de  celle-ci 

A  R        A2 

X'' X  -+-    — r=0. 

2  24 
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RÉFRACTIONS  ASTRONOMIQUES. 


Soliveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles- 1. et i ces 
de  Berlin,  année  1772.) 


1 .  On  sait  que  les  rayons  qui  traversent  obliquement  notre  atmosphère 
se  détournent  de  la  ligne  droite  et  décrivent  des  courbes  concaves  vers  la 
surface  de  la  Terre,  en  sorte  qu'ils  nous  parviennent  toujours  dans  une 
direction  inoins  inclinée  à  l'horizon  que  celle  suivant  laquelle  ils  sont 
entrés  dans  l'atmosphère. 

Le  changement  qui  en  résulte  dans  la  hauteur  apparente  des  astres  est 
ce  qu'on  nomme  en  Astronomie  réfraction  céleste,  parce  qu'en  effet  il 
n'est  dû  qu'à  la  réfraction  continuelle  que  souffrent  les  rayons  en  péné- 
trant dans  les  couches  successives  de  l'atmosphère,  Lesquelles  augmentent 
toujours  de  densité  à  mesure  qu'elles  s'approchent  de  la  Terre.  Ce  phé- 
nomène n'a  pas  été  tout  à  l'ait  inconnu  aux  anciens  Astronomes,  niais  les 
modernes  sont  les  seuls  qui  l'aient  examine  avec  assez  d'exactitude  pour 
pouvoir  en  tenir  compte  dans  leurs  observations. 

Nous  ne  ferons  point  ici  l'histoire  des  travaux  des  différents  Astro- 
nomes qui,  depuis  Tycho  Brahé  jusqu'à  présent,  se  sont  appliqués  à  la 
détermination  de  cet  élément  :  notre  objet  est  uniquement  d'examiner 
cette  matière  par  la  théorie  et  d'après  les  données  que  les  nouvelles  ex- 
périences de  M.  de  Luc   (*)  peuvent  fournir  relativement   à  la   loi   de  la 

dilatation  de  l'air  dans  les  différentes  couches  de  l'atmosphère. 

Recherchée  sur  les  modifications  de  l'atmosphère,  etc.  Genève,  177a. 
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2.  Si  la  surface  de  la  Terre  était  plane  et  que,  par  conséquent,  les  dif- 
férentes couches  de  l'atmosphère  dont  la  densité  est  uniforme  le  fussent 
aussi,  il  n'y  aurait  aucune  difficulté  à  déterminer  l'effet  de  la  réfraction 
d'un  rayon  qui  traverserait  l'atmosphère  sous  un  angle  quelconque;  car 
il  est  démontré  que  la  réfraction  serait  la  même,  dans  ce  cas,  que  si  le 
rayon  entrait  immédiatement  dans  la  couche  la  plus  basse,  et  par  consé- 
quent la  plus  dense  de  l'atmosphère,  sans  passer  par  toutes  les  autres 
couches  intermédiaires;  de  sorte  que,  comme  on  connaît  par  expérience 
la  puissance  réfractive  de  l'air  pour  une  densité  quelconque,  et  qu'on 
peut  avoir  à  chaque  instant,  par  l'observation  du  baromètre  et  du  ther- 
momètre, la  densité  actuelle  de  l'air  dans  le  lieu  de  l'observation,  on 
serait  assuré  de  pouvoir  toujours  déterminer  exactement  la  quantité  de 
la  réfraction  astronomique  pour  telle  hauteur  des  astres  qu'on  voudrait. 
Mais  il  n'en  sera  pas  de  même  si  l'on  a  égard,  comme  on  doit,  à  la  ron- 
deur de  la  surface  de  la  Terre,  et  par  conséquent  aussi  à  celle  des  diffé- 
rentes couches  de  l'atmosphère.  Dans  ce  cas,  l'effet  total  de  la  réfraction 
dépend  de  la  réfraction  particulière  de  chaque  couche,  et  l'on  ne  peut  le 
déterminer  sans  connaître  la  nature  de  la  courbe  même  que  décrivent  les 
rayons  de  la  lumière  en  traversant  toute  l'atmosphère;  mais  pour  cela  il 
faut  connaître  auparavant  la  proportion  selon  laquelle  l'air  est  différem- 
ment comprimé  à  différentes  hauteurs,  parce  que  la  vertu  réfractive  fie 
l'air  varie  toujours  avec  sa  densité. 

3.  Voyons  donc  d'abord  ce  que  l'expérience  et  la  théorie  peuvent  nous 
donner  de  lumières  sur  ce  sujet. 

M.  Mariotte,  et  après  lui  MM.  Amontons  et  Havvksbee,  ont  trouve,  par 
des  expériences  réitérées  et  aussi  exactes  qu'il  est  possible,  que  l'air  se 
comprime  à  proportion  des  poids  dont  il  est  chargé,  en  sorte  que  l'élas- 
ticité de  l'air,  qui  est  nécessairement  proportionnelle  au  poids  compri- 
mant, l'est  aussi  à  sa  densité;  mais  cette  proportion  ne  subsiste  que  tant 
que  la  chaleur  de  l'air  est  la  même,  car  les  deux  derniers  Physiciens  ont 
trouvé  ensuite  que  quand  la  chaleur  de  l'air  augmente,  la  densité  restant 
la  même,  son  élasticité  augmente  aussi  dans  la  même  proportion  :  d'où 
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il  s'ensuit  qu'en  général,  l'élasticité  de  Pair  est  en  raison  composée  de  su 
densité  et  de  la  chaleur  qui  y  régne. 

Or,  comme  le  ressort  de  l'air  (huis  un  lieu  quelconque  est  toujours 
nécessairement  proportionnel  à  la  hauteur  du  baromètre  dans  ce  même 
lieu,  on  pourra  prendre  celte  hauteur,  que  nous  désignerons  par  y,  pour 
la  mesure  de  l'élasticité  de  l'air;  par  conséquent,  si  l'on  désigne  de  plus 
par  iï  la  densité  de  ce  même  air,  et  par  ç>  sa  chaleur,  on  aura 

y  =  m  o  y , 

m  étant  un  coefficient  constant  qui  doit  être  déterminé  par  l'expérience. 
Maintenant  si  l'on  nomme  oc  la  hauteur  du  lieu  au-dessus  du  niveau  <le 
la  mer,  où  la  hauteur  du  baromètre  est  v,  il  est  clair  qu'en  considérant 
une  colonne  verticale  d'air  dont  la  hauteur  soit  infiniment  petite  dx,  on 
aura  —  dy  pour  la  hauteur  de  la  petite  colonne  de  mercure  qui  y  fera 
équilibre  ^je  donne  le  signe  —  à  la  différentielle  dy,  parce  que  y  dimi- 
nue pendant  que  x  augmente);  par  conséquent,   —  ~f-  sera  le  rapport 

de  deux  volumes  également  pesants  de  mercure  et  d'air,  c'est-à-dire  le 
rapport  des  gravités  spécifiques  OU  des  densités  de  l'air  et  du  mercure; 
en  sorte  que,  prenant  la  densité  du  mercure  pour  l'unité,  on  aura  celle 

de  l'air 

ô  = -'/''■ 
dx 

Doue,  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  y  —  moy,  on  aura  celle-ci 

(/)■       dx 

y  "  '»?' 

par  laquelle  OU  pourra  connaître  la  relation  entre  les  hauteurs  y  du  ba- 
romètre, pourvu  qu'on  connaisse  quelle  fonction  la  quantité  a  est  de  x 
ou  de  y;  mais  celle  dernière  connaissance  nous  manque  encore,  et  M.  de 
Luc,  qui  a  l'ait  beaucoup  de  recherches  savantes  el  utiles  sur  cet  objet, 
avoue  qu'il  n'a  rien  trouvé  là-dessus  qui  ait  pu  le  satisfaire. 

Cependant  cel  habile  Physicien  a  découvert  à  posteriori  une  règle  assez 
simple  pour  corriger  les  hauteurs  des  lieux  déduites  des  observations  ^\\\ 
III.  66 
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baromètre,  suivant  les  variations  de  la  chaleur  de  l'air;  el  cette  règle 
même  pourrait  servir  à  découvrir  la  loi  de  ces  variations  à  différentes 
hauteurs  :  c'est  ce  qu'il  est  bon  de  développer. 

4.  M.  de  Luc  trouve  d'abord  que  lorsque  la  chaleur  de  l'air  est  telle, 
que  le  thermomètre  vulgairement  dit  de  Réauinur  est  à  iG°f ,  la  diffé- 
rence des  logarithmes  tabulaires  des  hauteurs  du  baromètre  exprimées 
en  lignes  (ces  logarithmes  étant  regardés  comme  des  nombres  entiers) 
donne  assez  exactement  en  millièmes  de  toises  la  différence  de  hauteur 
des  lieux  où  le  baromètre  a  été  observé;  de  sorte  qu'à  proprement  parler, 
la  différence  des  logarithmes  multipliée  par  10000000,  c'est-à-dire  par 
dix  millions,  est  égale  à  la  différence  des  hauteurs  des  stations  expri- 
mées en  millièmes  de  toises,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  différence 
des  logarithmes  des  hauteurs  du  baromètre  exprimées  en  lignes  donne 
la  différence  même  des  hauteurs  des  lieux  exprimées  en  dizaines  de  mille 
toises. 

Ensuite  M.  de  Luc  trouve  que,  lorsque  le  thermomètre  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  i6°f ,  la  correction  à  faire  à  la  différence  de  hauteur 
trouvée  par  le  calcul  précédent  pour  chaque  degré  du  thermomètre  est 
à  cette  différence  même  dans  la  raison  constante  de  i  à  21 5  {voyez  t.  II, 
nos588  et  607). 

Ces  données  vont  nous  servir  pour  déterminer  la  constante  m  dans 

l'équation 

dj  ■        dx 

)  •  m  o 

trouvée  ci-dessus,  ainsi  que  l'expression  de  la  chaleur  y  en  degrés  du 
thermomètre. 

Car,  en  supposant  la  quantité  9  constante,  l'intégration  donnera 

logA  —  IogJ=  '    — — : 


en  dénotant  par  h  la  hauteur  du  baromètre  qui  répond  à  la  hauteur 
x  =  a;  d'où  l'on  voit  que  la  différence  des  logarithmes  des  hauteurs  h 
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et  y  du  baromètre  est  proportionnelle  à  la  différence  x—  a  de  hauteur 
des  deux  stations. 

Or,  si  l'on  suppose  que  la  chaleur  <p  soit  celle  qui  répond  à  r6°|  du 
thermomètre,  et  qu'on  prenne  cette  chaleur  pour  l'unité;  qu'on  exprime 
de  plus  les  hauteurs  b  et  y  du  baromètre  en  lignes,  et  les  hauteurs  a  et  x 
des  lieux  en  dizaines  de  mille  toises;  qu'enfin  on  réduise  les  logarithmes 
hyperboliques  logbel  log y  en  tabulaires,  en  les  divisant  par  le  loga- 
rithme hyperbolique  de  10,  et  désignant  ceux-ci  par  la  caractéristique  L, 

on  aura  l'équation 

.  x  —  a 

La  —  L>- 


m  log  10 

laquelle  devra  se  réduire,  suivant  M.  de  Luc,  à  celle-ci 

Lb  —  Ljr  -  ■  x  —  a  ; 

en  sorte  qu'on  aura  /wlogio  =  i,  c'est-à-dire 

m  =  —    -  =  o,4  342  q45. 

lOg   IO  T       T       3-T 

Dénotons  maintenant  par  /  le  nombre  des  degrés  du  thermomètre  au- 
dessus  de  iG° -f,  auxquels  répondra  une  chaleur  quelconque  p,  et  il  est 
facile  de  voir  qu'on  aura,  suivant  M.  de  Luc,  l'équation 

Lb  —  Lr,  I  1  -f-      r\       x  —  d. 


savoir 


Lb-Ly  |    ; 

213 


et  par  conséquent 


t 
v      '  + 


2 1 5 

\in>i  l'équation  différentielle  entre  x  et  y  deviendra 

<ly        r/.rlogio 

)  / 

■  ■■  r 

•  1  . 
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où  il  ne  s'agira  plus  que  d'avoir  la  valeur  de  t  en  x  ou  en  y;  mais  c'est 
ce  qui  n'est  pas  aisé  :  car,  quoiqu'il  soit  constant  que  la  chaleur  va  en 
diminuant  dans  l'atmosphère  a  mesure  qu'on  s'élève  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  Terre,  on  n'a  pu  découvrir  encore  ni  par  la  théorie  ni  par  l'ex- 
périence la  loi  de  celte  diminution. 

5.  Ne  pouvant  donc  nous  flatter  de  connaître  la  vraie  valeur  de  /  en  x, 
nous  sommes  réduits  à  employer  des  hypothèses  et  des  approximations. 

Et  premièrement  il  est  clair  que  le  terme  — =  ne  saurait  varier  beau- 
1  '  2 1 5 

coup  dans  toute  l'étendue  de  l'atmosphère;  car,  comme  /  exprime  des 
degrés  du  thermomètre  de  Réaumur,  au-dessus  ou  au-dessous  du  terme 
de  i6°|,  quand  on  donnerait  à  /  une  variation  de  G5  degrés,  depuis  le 
bas  jusqu'au  haut  de  l'atmosphère,  ce  qui  serait  sûrement  excessif,  parce 
qu'en  supposant  la  chaleur  au  bas  de  l'atmosphère  de  25  degrés,  on  au- 
rait pour  le  haut  de  l'atmosphère  un  froid  de  4°  degrés  au-dessous  du 

lerme  de  la  congélation,  on  n'aurait  pourtant  qu'environ  —  pour  la 

plus  grande  valeur  positive  de  — ~>  et  environ  —  j  pour  la  plus  grande 

valeur  négative  de  la  même  quantité.  A  plus  forte  raison  la  variation  du 

terme  — =  sera  fort  petite  dans  l'étendue  de  l'atmosphère  qui  répond  à 

la  hauteur  de  nos  plus  hautes  montagnes;  en  sorte  que,  quand  il  ne  sera 
question  que  de  mesurer  l'élévation  des  montagnes  par  le  moyen  du  ba- 
romètre, on  pourra,  sans  erreur  sensible,  regarder  la  quantité  t  comme 
constante,  et  pour  plus  d'exactitude  on  pourra  prendre  pour  /  le  degré 
moyen  entre  ceux  qu'on  aura  observés  aux  deux  extrémités  de  la  hauteur 
qu'il  s'agit  de  mesurer. 

Ainsi,  nommant  c  et  /  les  degrés  observés  aux  deux  stations,  où  les 
hauteurs  du  baromètre  sont  b  et  y,  on  aura,  pour  la  distance  perpendi- 
culaire x  —  a  d'une  station  à  l'autre,  la  quantité 

L6-Lr  (,  +  ^tlV 

\  2.210/ 

en  prenant  — ;      pour  la  valeur  moyenne  de  t. 
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Cette  règle  est  la  même  que  celle  que  M.  de  Luc  a  trouvée  à  posteriori, 
et  qui  s'accorde  très-bien  avec  les  observations,  comme  on  peut  le  voir 
par  le  tableau  qu'il  en  a  donné  dans  le  Chapitre  V  de  la  quatrième  Partie 
de  son  Ouvrage. 

6.  Si  l'on  pouvait  regarder  celte  règle  comme  tout  à  fait  exacte,  il  ne 
serait  pas  difficile  d'en  déduire  la  véritable  loi  de  la  diminution  de  la 
chaleur  de  bas  en  haut.  M.  de  Luc  parait  croire  que  cette  règle  suppose 
que  la  chaleur  diminue  en  progression  arithmétique  Article  658  de  sou 
Ouvrage);  mais  on  va  voir  que  cette  conclusion  n'est  pas  exacte. 

L'équation  donnée  par  la  règle  précédente  est  celle-ci 

Lb  —  Lr)  (  i  H ^  )  =  x  —  a, 

\  2.215/ 

ou  bien,  en  réduisant  les  logarithmes  tabulaires  Lb,  Ly  aux  logarithmes 
hyperboliques  log/;,  log y,  en  multipliant  ceux-là  par  logio, 

logft-logj)  (i  +  f^j  =  {x  —  «)logio; 


d  où  I  on  tue 


et  diderentiant 


{x  —  a)\o%io 
logé  — log  j=  c  , 

IH S 

2.2ID 


dr  _     ,(x  —  a  i  loi;  m 
■  —  ci  —  -      i 

y  c  -+-  t 


2  .  2  I  5 

mais  on  a  par  l'équation  fondamentale 

dy   _  dx  log  io 
)•  /     ' 

2l5 

donc  il  viendra  l'équation 

,       x  —    (I  d  i 


H-  -    — =         i         — F 

2  .  2  I    >  '  I    . 


par  laquelle  on  pourra  déterminer  /  en  x,  en  observant  que  t      c  lors- 
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que  x  =  a;  cette  équation  donne 


i  H =  )  dt  .  , 

2i5/  dt  i  (// 


.r  —  a                    (         c  -+- 1  \        t  —  c       2 . 2 1 5  c  -4-  t 

(/  — c)  (H =  )  i  + 


2.2l5  /  2.2l5 

dont  l'intégrale  est 

log  (  #  —  a  i  =  log  (  t  —  c  )  -+-  log  f  î  H -—?  \  -+-  log  h 

k  étant  une  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire 

,               /        c  -h  t 
x  —  a  —  kit  —  c)     H = 

\  2.2IO 

et  comme  en  faisant  t  =  c  on  a  déjà  x  =  a,  il  est  clair  que  la  constante  c 
demeure  à  volonté. 

Si  l'on  néglige  le  terme =  vis-a-vis  de  l'unité,  on  a 

D      r  2.2IO 

x  —  a 

t  —  C=   . 5 

II 

c'est-à-dire  que  les  différences  de  chaleur  sont  proportionnelles  aux  dif- 
férences de  hauteur,  en  sorte  que  les  hauteurs  étant  prises  en  progres- 
sion arithmétique,  les  degrés  de  chaleur  le  seront  aussi;  mais  on  voit 
par  notre  formule  que  cette  loi,  qui  est  celle  de  M.  de  Luc,  n'est  vraie 
que  par  approximation. 

7.    Si  l'on  voulait  trouver  une  relation  entre  /  et  y,  il  n'y  aurait  qu'à 
faire  pour  plus  de  simplicité  log  y  =z  et  logé  =/  pour  avoir  d'un  cote 

_  (x  —  ajlogio 

/-*  = 


et  de  l'autre 


dz 


C  +  / 
2.210 


dx  logio 


IH — s 

2ID 


VSTRONOMIQUES. 


527 


et  l'on  trouverait 

(lx  log  lO  =:  d 


(/• 


^1  =  -* 

■2 .  ■?.  I  5  /  J 


2l5 


d'où  l'on  tirerait  l'équation 


dz 


f- 


laquelle  donne  par  l'intégration 
c—t=k{f- 


dt 

7=? 


h    log  b  —  log  y); 


de  sorte  que  les  différences  de  chaleur  seraient  proportionnelles  aux  dif- 
férences des  logarithmes  des  hauteurs  barométriques. 

Il  est  remarquable  que  celte  loi  est  celle  que  M.  de  Lue  a  trouvée  pour 
la  chaleur  de  l'eau  bouillante  a  différentes  hauteurs  (Chapitre  VI  du  Sup- 
plément); mais  comme  cet  Auteur  a  observé  qu'il  n'y  a  aucune  relation 
fixe  entre  la  chaleur  de  l'eau  bouillante  et  celle  de  l'air,  on  est  en  droit 
d'en  conclure  que  la  formule  précédente  n'est  nullement  exacte;  et 
qu'ainsi  la  règle  que  donne  RI.  de  Luc,  pour  la  correction  des  hauteurs 
déterminées  par  les  observations  du  baromètre  en  conséquence  de  la  va- 
riation de  la  chaleur,  n'est  pas  tout  à  fait  rigoureuse,  mais  seulement 
approchée. 

8.  Comme  la  chaleur  de  l'air  diminue  toujours  à  mesure  qu'oïl  s'élève 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre,  il  est  visible  que  l'hypothèse  la  plus 
simple  qu'oïl  puisse  faire  relativement  à  celle  diminution  est  celle  où  l'on 
suppose  que  la  chaleur  décroisse  en  progression  arithmétique;  ainsi  il 
est  bon  de  voir  aussi  les  résultats  que  celle  hypothèse  doit  donner. 

Supposons  donc,  en  général, 

t  —  p  —  qr, 

el  si  l'on  nomme  c  et  y  les  degrés  de  chaleur  qui  ont  lieu  aux  hauteurs  a 
et  a,  on  aura  les  deux  équations 

'■      />      qa     et     y      />  —  q  z, 

lesquelles  serviront  à  déterminer  les  deux  constantes  p  el  <y. 
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Substituant  donc  cette  valeur  (Je  t  dans  l'équation  différentielle 

dy dx  log  10 

H = 

21  J 

du  n°  4,  elle  deviendra  celle-ci 

^/>-         ctalogio 

2l5 

dont  l'intégrale  est 

b       2i5  loeio  ,  h 


r  q  ,_,  p  —  q* 


2l5 

tétant  une  constante  qu'il  faut  déterminer  en  sorte  que  lorsque  y  =  b 
on  ait  ce  =  a,  ce  qui  donnera 

I  +  P~9a 

.      b       2i5  los  io  ,  2i5 

log  -  = —  log 


r         q  I+  p  —  ix 

2l5 

et  de  là 
d'où  l'on  tire 


y\  ïi5  log  io 

x  —  a  =  I  i 


2l5/  </ 

2l5 


Si  la  quantité  — F-r—  -  était  infiniment  petite,  on  aurait 

1  2IO  log  IO  • 

9 

,_  (ryi5l08'°=  g       \0~r'=  g  L& 

\6/  2l5l0gIO        &    />  2l5       j-' 


donc 


jr  —  a  =    (  i  +  — =  |  L  - 

2l5/  )' 
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C'est  le  cas  où  la  chaleur  t  serait  constante  et  égale  à  c\  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  qu'on  a  trouvé  plus  haut. 

Ainsi  cette  formule  approchera  d'autant  plus  d'être  exacte  que  la 

quantité  —gr sera  plus  petite.  Or  on  a 

c  —  y 


Ç=. 


oc  —  a 


où  c  —  y  est  la  différence  de  chaleur  qui  répond  à  la  différence  de  hau- 
teur a  —  a;  donc  si  l'on  prend  pour  l'un  des  termes  de  la  chaleur  la  tem- 
pérature des  caves  de  l'observatoire  qui  est  d'environ  10  degrés,  et  pour 
l'autre  le  froid  de  la  glace  qui  est  à  zéro  du  thermomètre,  on  aura 


c  —  y  =  i  o°  ; 

et  si  l'on  suppose  que  la  hauteur  à  laquelle  règne  naturellement  ce  froid 
soit  de  2000  toises,  ce  qui  est  peut-être  trop  fort,  on  aura 

IOOOO  1 

x  —  a—- =  -r: 

?.  ooo         5 

donc 

q  =  5o. 

el 

q  i 

.  f  , =  —     a  peu  près. 

21 5  log io        io         * 

// 

Si    Ion    veut   juger  combien   la    quantité    i        (y-)  s'éloigne  de 

-,  - —  logT-  pour  une  valeur  donnée  de       r'j        ,  il   n'y  aura  qu'à 
aïologio     '    /*    '  2i51ogio  •  1 

supposer 

-/ 

y      L      M    ,  llltf    |U 

et  l'on  aura 


(a)  '     ;- 

el  prenanl  1rs  logarithmes 


'I')  log  10  l> 
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en  sorte  que  la  différence  cherchée  sera 

—  \og{i—z)  —  z  = h  —  ■+  y-+...<  -y —  lorque  z  est  <  i. 

Cette  différence  sera  dont-  d'autant  plus  petite  que  z  sera  plus  petite,  et 
par  conséquent  que  v-  sera  plus  grande.  Donc  le  rapport  de  cette  diffé- 

renée  à  la  quantité  — -^-r-^ —  loaj Ç  sera  plus  petit  que  —    -  à  cause  de 

1  2l5tOgIO        "   0  *  *  '  2 — z 

--  10g  (  I  —  Z  !  >> 

Z 

I 

2 

D'où  il  s'ensuit  qu'en  employant  la  formule  qui  résulte  de  notre  hypo- 
thèse pour  calculer  la  hauteur  des  montagnes,  l'écart  sera  d'autant  plus 

grand  que  la  quantité  Z-  sera  plus  petite,  mais  sa  plus  grande  valeur  sera 

toujours  moindre  que 

i 

y  \  aiû  log  io 


-    '6 


ou 


2  —  Z  1 

y\   jiMogi" 

V 

du  total.  Or  comme  la  plus  grande  hauteur  où  l'on  ait  monté  est,  suivant 
M.  de  la  Condamine,  celle  du  Coraçon,  montagne  de  la  Cordelière  qui 
est  élevée  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  de  2470  toises,  et  qu'à  cette 
hauteur  le  mercure  se  tenait  à  i5  ponces  10  lignes,  il  s'ensuit  que  la 

plus  petite  valeur  de  y  que  l'on  puisse  jamais  avoir  h  calculer  sera  tou- 

I  T1  I 

jours  plus  grande  que  -.■  Or  prenant  --j-  =  -t  et  faisant  comme  ci-dessus 

_                    a  1 

çr  =  5o     et     — fi =  —  s 

2l5 log 10         10 

on  trouve  z  —  0,067;  donc 

z  67  I 

2  —  Z  '933  2Ç)'' 
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de  sorte  que  sur  nue  hauteur  de  2  470  toises  ou  aura  une  erreur  moindre 
que  85  toises. 

Si  l'on  fait  ~  =  7,  ce  qui  est  à  peu  près  le  cas  des  plus  liantes  mon- 
tagnes de  l'Europe,  on  trouve  z  —  o,o3,  et 

z  3     _    1 

2  —  z       197       66  ' 

ainsi  sur  une  hauteur  de  1000  toises,  telle  que  colle  du  Mont-d'Or  en 
Auvergne,  où  le  mercure  s'est  soutenu  à  environ  22  pouces,  l'erreur  sera 
moindre  que  i5  toises. 

D'où  l'on  voit  que  la  formule  résultante  de  notre  hypothèse  de  la  dimi- 
nution de  la  chaleur  en  progression  arithmétique  donnera  pour  la  hau- 
teur des  montagnes  des  résultais  peu  différents  de  ceux  qui  viennent  de 
la  formule  reçue  des  Physiciens,  où  la  chaleur  est  regardée  comme  con- 
stante. 

9.  M.  Euler,  dans  ses  Recherches  sur  la  réfraction,  imprimées  dans  le 
volume  de  celle  Académie  pour  l'année  [754,  suppose  que  la  chaleur 
décroisse  de  bas  en  haut  suivant  une  progression  harmonique.  Suivant 

I)      I      (1  TC 

celte  hypothèse  la  valeur  de  /  serait  de  la  forme  - -■,  cl  l'on  aurai! 

17  *  1  -I-  mx 

trois  coefficients p,  q,  m  à  déterminer,  en  sorte  qu'on  pourrai!  faire  qua- 
drer  celle  formule  avec  trois  observations  données.  On  pourrait  même 
supposer  plus  généralement 

a  -(-  bx  -+-  ex2  -4- . . . 


/ 


qx 


en  y  admettant  autant  de  termes  qu'on  voudrait  ;  mais  il  serait  inutile  de 
s'étendre  dans  ces  détails  parce  qu'il  n'en  pourrait  jamais  résulter  que 

des  conclusions  hypothétiques. 

10.   Je   \ieiis  maintenant  a  l'objet   principal  de  ce  Mémoire,  ii  la  re- 
cherche de  la  loi  de  la  réfraction  de  la  lumière  dans  l'atmosphère;  el  je 

remarque  d'abord  que  par  des  expériences  très-exactes  faites  par  la 

67. 
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Société  Royale  de  Londres  en  1699,  et  répétées  plusieurs  années  après 
par  M.  Hawksbee  qui  en  donne  le  détail  dans  le  Chapitre  IV  de  ses  Expé- 
riences physico-méchaniques ,  on  a  trouvé  que  l'angle  dont  la  lumière  se 
détourne  par  la  réfraction  en  passant  du  vide  dans  l'air,  ou  d'un  air 
d'une  densité  donnée  dans  un  autre  air  d'une  autre  densité,  est  toujours 
proportionnel  à  la  différence  de  la  densité  des  deux  milieux  à  travers  les- 
quels la  lumière  passe;  en  sorte  que,  si  z  est  l'angle  d'incidence  et  z  —  Ç 
l'angle  de  réfraction,  on  aura  toujours  'Ç  proportionnel  à  l'excès  de  la 
densité  du  second  milieu  sur  celle  du  premier;  par  conséquent,  nom- 
mant cette  différence  de  densité  D,  on  aura  Ç  =  raD,  m  étant  un  coeffi- 
cient constant  à  l'égard  de  D,  toutes  les  autres  circonstances  demeurant 
les  mêmes. 

Or,  par  la  loi  générale  de  la  réfraction,  on  a,  lorsque  l'angle  d'inci- 
dence z  varie,  les  milieux  restant  les  mêmes,  ^-v —  éçal  à  une  quan- 

sinz  c  ^ 

tité  constante  qu'on  appelle  la  raison  de  réfraction,  et  qui  dans  l'air  est 
très-peu  différente  de  l'unité;  en  sorte  que  supposant  cette  raison  égale 
à  1  —  n,  n  étant  une  très-petite  quantité,  on  aura 

sin(z  —  Ç)  =  (1  —  n)  sinz; 

d'où  l'on  voit  que  l'angle  Ç  est  nécessairement  très-petit  de  l'ordre  de  n, 
et  qu'ainsi  l'on  pourra  mettre,  sans  erreur  sensible,  sinz  —  Çcosz  à  la 
place  de  sin(z  —  Ç);  ce  qui  donnera  l'équation 

'Ç  cosz  =  «sin  z, 

savoir 

'Ç  =  n  tangz. 

Donc,  puisque  l'angle  très-petit  Ç  est  proportionnel  à  D  tant  que  z  est 
constant,  et  que  le  même  angle  Ç  est  proportionnel  à  tangz  lorsque  I) 
est  constant,  il  s'ensuit  qu'on  aura,  en  général,  Ç  dans  la  raison  composée 
de  D  et  de  tangz;  c'est-à-dire 

'C  =  1 D  tangz, 
X  étant  un  coefficient  constant  et  indépendant  de  D  et  de  z. 
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Or,  dans  une  des  expériences  de  M.  Hawksbee  dans  laquelle  le  baro- 
mètre était  à  29  pouces  7^  lignes  et  le  thermomètre  à  60  degrés,  on  a 
trouvé  que  l'angle  d'incidence  z  étant  32  degrés,  l'angle  de  réfraction 
z  —  'Ç,  en  passant  du  vide  dans  l'air  naturel,  était  de  3iof)o/24',  ce  qui 
donne  par  conséquent  Ç  =  3fi".  Donc,  puisque  dans  ce  cas  D  doit  être 


égale  à  la  densité  naturelle  de  l'air  qui  est  proportionnelle  (3j  à  - 


i/.r 


ou  (5)  à  - — ^— -■>  on  aura  dans  l'expérience  de  M.  Pïawksbee  l'équation 

1  — K 
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3b"  =  — 2 —  tang32°, 

IH ë 

2l5 

où  y  dénote  la  hauteur  du  baromètre  en  lignes,  et  /  les  degrés  du  ther- 
momètre de  Réaumur  au-dessus  de  r6°|  (4). 

Comme  M.  Hawksbee  se  servait  d'un  thermomètre  particulier  différent 
de  celui  de  Réaumur,  il  faut,  pour  avoir  la  valeur  de  /  qui  convient  a  celte 
expérience,  réduire  les  60  degrés  de  son  thermomètre  à  des  degrés  de 
Réaumur,  ce  qu'on  peut  faire  aisément  d'après  les  éclaircissements  don- 
nés par  le  traducteur  de  l'Ouvrage  de  M.  Hawksbee;  el  l'on  voit  d'abord, 
par  la  Table  de  la  page  172  de  l'édition  française,  que  60  degrés  de 
M.  Hawksbee  répondent  à  '17  degrés  du  thermomètre  de  la  Société  Royale, 
dans  lequel  le  point  de  la  congélation  est  à  77  degrés,  et  dont  5  degrés 
sont  équivalents  à  2  degrés  de  Réaumur  (page  176),  en  sorte  que  les 
Go  degrés  dont  il  s'agit  doivent  répondre  à  12  degrés  de  Réaumur;  or 
12=  rG|—  4f;  donc  on  aura  dans  le  cas  présent 

t—-Ai.—  -    Iâ. 

4 

A  l'égard  de  la  valeur  de  y  qui  indique  la  hauteur  A\\  baromètre,  il 
semblerait  qu'il  n'y  aurait  qu'à  prendre  m)  pouces  7  \  lignes,  réduits  en 
ligues;  mais  comme  le  pied  anglais  diffère  un  peu  du  pied  de  roi,  la 

proportion  du  premier  au  second  étant  de  l35l  à  1  \  \o,  il  faudra  l'aire 

,     '  35 1 
r=   20x1.'       7  >s~. 

1  1  i" 
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Ainsi  l'on  aura 


et  de  là 


'9 


4  X  5. 1 5 
84ix36" 


ou  plutôt 


X  = 


86o  x  287  X  logiox  tang3a° 
84isin36" 


el 


860  x  287  x  log  10  X  tang32° 
L.  A  =3,6i6  285  3. 


0,000  004  1 33  2 


11.  Maintenant  soit  C  le  centre  de  la  Terre,  AB  sa  surface,  CAV  la 
verticale  au  point  A,  kpqr  la  courbe  décrite  par  un  rayon  de  lumière  qui 
traverse  l'atmosphère,  plqm  et  qmr/i  deux  couches  infiniment  minces  et 
concentriques  à  la  Terre,  dans  chacune  desquelles  la  densité  de  l'air  est 
uniforme;  nommons  AC  =  CP  =  /%  Vp  —  x,  en  sorte  que  Cp  =  r-i-  x, 


ACp  =  y,  et  l'amplitude  de  la  courbe  Ap  =  p;  et  il  est  clair  que 
l'angle  pqT  (T<7  étant  tangente  en  q)  sera  égal  à  dp,  qu'en  même  temps 
cet  angle  sera  celui  qu'on  a  nommé  ci-dessus  'Ç:  de  sorte  qu'on  aura 
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Ç  =  dp;  de  plus  il  est  clair  que  l'angle  qrt  sera  l'angle  d'incidence  du 
rayon  777  sur  la  couche  qt,  lequel  a  été  nommé  plus  haut  z,  en  sorte  qu'on 
aura  ici 

,angz  =  ^  =      -^-*. 

et  de  là 

rfcB  = tangz. 

/•  H-  X  ° 

Enfin,  comme  la  réfraction  n'est  due  qu'à  la  différence  de  densité  des 
deux  couches  contigués  pt  et  qr,  il  faudra  prendre  pour  D,  non  la  quan- 
tité   j-  qui  est  proportionnelle  à  la  densité  même  en  pq,  mais  sa  dif- 
férentielle, à  laquelle  il  faudra  donner  le  signe  —  ,  à  cause  que  la  densité 
est  supposée  diminuer  à  mesure  que  la  hauteur  x  augmente;  ainsi  l'on 
aura 

dx  t 

1  H p 

■?.  1  5 

de  soi'te  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  'Ç  —  >*  1)  lange,  on 
aura  celle-ci 

</o  =  —  f.d —  X  langz; 

or  il  esl  visihle  que 

dz      angleCrg      angle  Cqp      angle  C  g/      angle  q  Cr  —  angle  C  ç/> 

=  angle  /^//  —  angle  iji'.r    -  dp  —  r/-j  ; 

donc  substituant  pour  rfp  el  <•/>  les  valeurs  trouvées  ci-dessus,  et  divisanl 
l'équation  par  tangz,  on  aura 


dz  .      y  log  10  dx 

tniigz  /  r  -4-  x 

?.\  5 

équation  intégrante,  laquelle  étanl  intégrée  en  sorte  que  /  soii  la  valeuj 
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de  :•,  et  b,  c  colles  de  y,  t  lorsque  x  =  o,  on  aura 

sinz       ,   /Mogio        >"logio\        ,  r 

log  -—   =  1  I - ^—    \   "+-  lOg  -    ; , 

sin  Z  c  t      \  r  -h  x 


1  H £         I  +        r 


d'où  l'on  tire 


'/.  b  losio 


sinZ        e 
sinz  =  - 


x         \r]^' 


/■ 


ou  bien,  à  cause  de  e'"?I°  =  io, 


sin^  = 


Or  il  est  visible  que  Z  est  égal  à  l'angle  YAT  que  l'ait  avec  la  verti- 
cale VA  la  tangente  AT  de  la  courbe  décrite  par  le  rayon  en  traversant 
l'atmosphère;  par  conséquent  Z  sera  la  distance  apparente  de  l'astre  au 
zénith.  De  plus  si  l'on  suppose  que  XY  soit  la  tangente  à  la  même  courbe 
dans  le  point  où  le  rayon  entre  dans  l'atmosphère,  il  est  clair  que  l'an- 
gle ZXY  sera  l'effet  total  de  la  réfraction,  en  sorte  que  la  véritable  hau- 
teur de  l'astre  sera 

9o°  —  Z  — angle  ZXY; 

et  il  est  clair  en  même  temps  que  cet  angle  ZXY,  formé  par  les  deux 
tangentes  AX  et  YX,  sera  l'amplitude  totale  de  la  courbe  Apgr;  c'est-à- 
dire  la  valeur  de  p  qui  répond  à  toute  l'étendue  de  la  même  courbe  depuis 
le  point  A  jusqu'au  haut  de  l'atmosphère.  D'où  l'on  voit  que  le  Problème 
de  la  réfraction  consiste  à  déterminer  la  valeur  totale  de  p  en  Z. 

Ainsi  Z  étant  la  distance  apparente  au  zénith,  p  sera  la  réfraction,  et 
la  difficulté  consistera  à  déterminer  p  en  Z. 


12.  Pour  cela  je  fais 


XfrlOgrO 

I  H 

e      "'• 

\y  lofrio  ' 

"7~ 
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en  sorte  que  l'on  ait 


«sinZ 

S11IZ  , 

x 
i  + 
r 


e  qui  donnera 


//sinZ  /  «2sin2Z 

langz  = 


V 


X        \    /  /  X 


île  plus,  on  ;i  par  la  différentiation 

du  _        .      y  log  10 

—       -       -     — , 

I  H = 

doue,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dp  trouvée  ci-dessus, 

il  viendra 

,         sinZrfu  /  w'siii  Z 

dH  -  :   A      /  I ; r—s 


v'V 


1  +  7 


d'où  l'on  tirera  par  l'intégration  la  valeur  de  p,  en  observant  que  p  doit 
être  égal  à  zéro  lorsque  x-    o,  auquel  ras  on  a  //      i. 

Je  remarque  d  abord  que  le  terme  -;  est  nécessairement  fort  petit  vis- 
à-vis  de  i  ;  car  r  étant  le  rayon  de  la  Terre,  et  la  plus  grande  valeur  de  x 
devant  être  la  hauteur  de  l'atmosphère,  la  plus  grande  valeur  de       sera 

le  rapport  de  la  hauteur  de  l'atmosphère  au  rayon  de  la  Terre,  rapport 
<|ui.  par  l'observation  des  crépuscules,  est 

sec.  <)"       i       o,o i  2  î<>->  r>  ■  ■ 

oo 

Quand  on  voudrait  même  supposer  que  ce  rapport  est  trop  faible  de 

moitié,  et  qu'il  doit  être  porte  a  ,  •  il  resterait  toujours  assez  petit  pour 

pouvoir  être  négligé  vis-à-vis  de   i   sans  qu'il  v  ail  d'erreur  sensible  à 
craindre. 

Mais  comme  dans  l'intégration  la  valeur  de       doit  augmenter  depuis 
lit.  68 
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zéro  jusqu'à  la  valeur  du  rapport  dont  il  s'agit,  il  est  clair  qu'on  s'écar- 
tera encore  moins  de  la  vérité  si,  au  lieu  de  négliger  tout  à  l'ait  cette 
quantité,  on  lui  donne  une  valeur  constante  et  moyenne  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite;  et  l'on  aura  d'autant  moins  d'erreur  à  craindre 
de  cette  hypothèse  que  l'on  n'a  hesoin  que  d'avoir  la  valeur  totale  de 

l'intégrale.  Soit  donc  oc  cette  valeur  moyenne  de  —  que  nous  traiterons 
comme  constante,  et  l'on  aura 


dp 


sinZ  du 


V< 


iiJsin2Z 


dont  l'intégrale  est 


,  .    «sinZ 

p  +  A  ■  =  arc  sin > 


k  étant  une  constante  arbitraire;  c'est-à-dire 


/. /;l(iB  [O 


sin(p+  k)  = 


u  sinZ 


sinZ    e      "'■' 


i  +  a      xrl0giu  ' 
t 

H 

e      "'' 


or,  comme  en  faisant  p  =  o  on  doit  avoir  u  —  i ,  on  aura 

sin  A 


sinZ 

I  -+-  OL 


de  plus  il  est  clair  que  pour  avoir  la  valeur  totale  de  la  réfraction  p  il 
faut  faire  j  =  o,  puisqu'au  haut  de  l'atmosphère  la  hauteur  du  baro- 
mètre doit  être  nulle;  ainsi  l'on  aura 


i.i, 


,         sinZ     '-i-r^ 
sin  (p  +  A  |  = e 

r  I  +  OL 


et  (le  la 


u, 


sinZ 
p  =  arc  sin  \       —  10 
\i  +  « 


sinZ 

i   +    y. 


aie  sin 


sinZ 

i  4-a 


où  p  exprime  donc  la  réfraction  qui  a  lieu  pour  un  astre  dont  la  distance 
apparente  au  zénith  est  Z,  h  étant  la  hauteur  du  baromètre  en  lignes. 


ASTRONOMIQUES.  539 

cl  c  le  degré  du  thermomètre  de  Réaumur  au-dessus  de  i6°|  dans  le  lieu 
de  l'observation.  A  l'égard  de  la  fraction  très-petite  a,  on  pourra  la  dé- 
terminer à  posteriori,  d'après  les  observations. 

Pour  faire  usage  de  cette  formule,  on  remarquera  que    10'    '"'•  csi   le 

nombre  qui  répond  au  logarithme  tabulaire  — -,    en  sorte  qu'on 

1  +  -^s 

2l5 

pourra  la  représenter  [)lus  commodément  de  cette  manière 

/  sinZ        ,.  T        '/.b      \  .     sinZ 

p  =  arc  sin  / X  N.L \  —  arc  sin 


i  -+-  oc  cl  i  ■+-  a 

\  2 1  5  / 

13.   Supposons  le  baromètre  à  28  pouces  et  le  thermomètre  à  io  de- 
grés, on  aura  dans  ce  cas 

b  =  i7.  x  28  =  336,     c  =10  —  i6i  =  -    6\ 
et  l'on  trouvera 

n       336x860/  .___ 

0,000  143  3o; 


c  833 

1  H S 

2  io 

et  le  nombre  qui  répondra  à  celui-ci  comme  logarithme  sera 

1 ,000  33o  201  ; 

c'est  la  valeur  de  N.L  -■>  et  son  logarithme  sera  0,000  1  \'\  \. 

210 
Maintenant  soit,  pour  cette  constitution  de  l'air,  la  réfraction  horizon- 
tale égale  à  oj,  on  aura,  en  faisant  dans  la  formule  précédente  Z  =  <)<>" 

et  p  =  '»,  l'équation 

.     1,000  33o  2  .  1 

t,\  z=  arc  sin  arc  sin  : 

1  -+-  a  1  -+-  a 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  st.  Pour  cela,  on  mettra  celle  équation  sons 
la  forme 


1,000   J30  2  .      ,  I       \  /  1  cos.., 

sm   ta   ■  arc  sin  -  )  =  sin  m  \     1 

i       y  i-t-a/  Y  1  + a  H-a 

68 
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d'où,  <'ii  multipliant  par  i  -+-  a  et  divisant  par  sino,  on  tin 

i ,  ooo  33o  2  —  cos  ta 

Jh-hocY—i  =— : 

sino) 

Faisons,  pour  abréger, 

,       /i,ooo33o2  —  coso) 
\  sinw 

et  l'on  aura 


a  =  T         8 


_  Q        9J 
Si  l'on  t'ait  avec  M.  Bradley 
on  trouve 
donc 
et  de  là 


a  =  33', 
il  =  0,001  536  8,     il2  ■=.  0,000  00?.  4  ; 

a  =  0,000  768  1; 
1  -+-  ac=  1,000  768  1 ,     L(i  +  a)  =  0,000  333  5. 


M.  Mayer,  dans  sa  Table  des  Refractions ,  suppose  la  rétraction  hori- 
zontale de  3o' 5o",  8  seulement  pour  la  même  constitution  de  l'air  que 
ci-dessus;  suivant  cette  hypothèse  on  trouvera 

Q.  =  0,001  703  7,     ÛJ  =  0,000  002  9, 
et  de  là 

x  =  0,000  85 1  4>     1  -+-  et  =  1,000  85 1  4- 

La  valeur  de  «  étant  connue,  on  pourra  construire  par  notre  formule 
une  Table  des  réfractions  pour  toutes  les  hauteurs  apparentes  900—  Z 
et  pour  telle  hauteur  du  baromètre  et  tel  degré  du  thermomètre  qu'on 
voudra;  et  cette  Table  aura  l'avantage  d'être  fondée  sur  des  données  plus 
exactes  et  sur  une  théorie  moins  précaire  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'à  présent. 

14.   Comme  le  nombre  —  est  toujours  extrêmement  petit,  il  esi 
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o'»l 


N.L 


U 


'/h  loçio 


2l5 


ainsi  la  valeur  de  a  sera 


sinZ    /         À/>  \os  10 
□       arc  sin  I /  i  h 2 — 


D 


i  + 


2l5 


arc  sin 


sinZ 

1  -+-  x 


c  est-à-dire  à  très-peu  près 

).b  log 


;io        sinZ         /  sin2Z 


ou  bien 


2l5 

/./>  log  ro 
c 

1   +         ë 

9.1  5 


X 


tangZ 


V7 


i  + 


•?,  x  -+-  a' 


cos2Z 


ce  (|ui  l'ail  voir  que  la  réfraction  est  généralement  proportionnelle  a  la 
hauteur  du  baromètre  et  à  la  tangente  de  la  distance  apparente  de  l'astre 
au  zénith,  lorsque  cette  distance  est  assez  différente  de  90  degrés  pour 

que  soit  une  quantité  très-petite  vis-à-vis  de  l'unité. 

15.  Si  Ton  voulait  intégrer  rigoureusement  l'équation 


.         sinZ  du  "  sin'Z 

do  —  : .    /  1 : — 

■  '  ;  V 


du  n"  12.  il  faudrait  connaître  la  valeur  de  r  en  //  ou  de  //  en    t.  et  par 
conséquent  celle  de  y  et  /  en  a?,  laquelle  dépend  de  la  loi  de  la  diminu- 
tion de  la  chaleur,  qui  est  encore  inconnue. 
La  supposition  la  plus  simple  serait  de  l'aire 


1  -1 =  h  n", 

r 
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et  comme  u  =  i  lorsque  x  —  o,  on  aurait  d'abord  *  =  i;  en  sorte  <|uo 


H =  M'", 

r 


m  étanl  un  nombre  qu'on  pourrait  déterminer  par  les  observations.  Cette 
valeur  de  i  -f-  -  étant  substituée  dans  l'équation  précédente,  il  en  résul- 


te , 
r 

terail  celle-ci 

,  du>-m  sinZ 

dp  =  - 


(i  —  m)  y/i  —  M2~SB,sin2Z 

dont  l'intégrale  est 

arc  sin  («'-'"  sin  Z 

p  -+-  H  = — 

1  i  —  m 

Or  p  doit  être  nul  lorsque  u=i\  donc 

I  /» 

et  par  conséquent 

arc  sin(M'~msinZ  !  —  Z 

et  faisant  maintenant  y  =  o  pour  avoir  la  valeur  totale  de  p,  ce  qui  donne 

).iiogio 

et 


(i— m)Xè!ogro 

- 

«'-'»  —  e         "5      =  N .  L                 -  , 

c 

2i5 

on  aura 

arc  sin  1  sinZ  x  JN .  L 

i  —  m 


équation  qu'on  peut,  si  l'on  veut,  changer  en  celle-ci 

sin  [Z  -+- 1 1  —  m)  p]   _  {i  —  m)lb 

~        ;    Ti  ~  —  JM .  L.  — 

sinZ  c 
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16.  Cette  formule  s'accorde  avec  celle  que  M.  Simpson  a  trouvée  d'a- 
près l'hypothèse  que  la  densité  de  l'air  diminue  à  très-peu  près  en  pro- 
gression arithmétique;  en  effet,  la  supposition  que  nous  avons  laite  de 

mk b log  i" 

c 

x  e       "5 

i  -     u'"  — 1 

.,  mXytogio 


donne,  en  prenant  les  logarithmes, 

mÀMogio        mAjlogio 


e 


c 

i  H -p  i    , 

•>.  1 5  ?.  1 5 


g  i  o  /  a.-  \ 


or  la  quantité  - —  K'°  est  (3  et  4j  proportionnelle  à  la  densité  de  l'air  à 

1  +     > 

"2IO 

la  hauteur  x\  d'où  l'on  voit  que  la  différence  des  densités  d<-  l'air  à  la 
surface  de  la  Terre  et  à  une  hauteur  quelconque  r  sera  proportionnelle 

à  log|  n — -J   ou,  à  très-peu  près,  à  ';    mais  cette  hypothèse  me  parait 

trop  contraire  aux  observations  pour  pouvoir  être  admise. 

M.  Simpson  détermine   les  coefficients  de  sa  formule  en  sorte  que 
Z  =  ()o°  donne   o       33',  et   Z       6o°  donne   o  =  i  r3o",  et  il  trouve 

m      .       -,     N.L   '      "' —       sii.S(i"-„s  ;      0,9986.... 

9.1 5 
On  aurait  donc 


donc 


log  sin  86°  58' 3o  1      0,9993944) 


( 

el  de  la  011  !i<ill\  ''iv 


llU 
C 


'lu       f. 

'  I  I 


I  <J. <)<|<)    ><)  j    j  M, non  6o3  Ci. 


I, 

c 

■  1  1 


•.66,  [i 
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Ainsi,  supposant  le  thermomètre  à  i6°f,  ce  qui  donnera  c  o,  on 
aurait  pour  la  hauteur  du  baromètre  266  lignes,  c'est-à-dire  221'  21,  ce 
qui  est  impossible;  et  si  le  thermomètre  était  plus  bas,  ce  qui  rendrai!  c 

négatif,  la  valeur  de  h  serait  encore  moindre. 

On  voit  par  là  que  la  règle  de  M.  Simpson  ne  peut  subsister  avec  les 
données  tirées  des  expériences  de  M.  de  Luc. 

17.  M.  Bradley  a  trouvé  que  les  réfractions  étaient,  généralement 
(cirlant,  proportionnelles  aux  tangentes  de  la  distance  au  zénith  dimi- 
nuée d'une  partie  aliquote  constante  de  la  réfraction  elle-même;  de  sorte 
que  suivant  cette  règle  on  a 

p  =  à  tang  (  Z  —  y.p), 

0  et  fx  étant  deux  coefficients  constants  que  M.  Bradley  détermine  par  les 
observations.  Comme  l'arc  p  est  toujours  nécessairement  très-petit,  on 

peut  changer  sans  erreur  sensible  p  en        °  ■■  >   ce  qui  réduit  la  formule 
précédente  à  celle-ci 

lang  y.p  =  u.è  tang  I  Z  —  y.p  . 

savoir 

siny.p  _    y.ôsin(Z —  pip) 

COSy.p  cosi  Z  —  y.p 

et  multipliant  en  croix, 

sin  u.p  >    cosi  Z  —  up  ;  =  uo  sin  I  Z  —  y.p     -    eosu.p, 

savoir 

sin  Z  —  sin  Z  —  2  y.  p  >  =  y .  ô  sin  Z  H  --y.  0  sin  '  Z  —  2  y.  p  ; 

d'où 

sin(Z  —  2y.p) 1  —  y.o 

sinZ  1  -+-  y.ô 

ce  qui  se  réduit,  comme  on  voit,  à  la  formule  trouvée  ci-dessus  en  faisant 

1  —  y.ô  t   (1—  m    ll> 

2  y.  =  m  —  i      et     '—  r=  N .  L  - 

1     -  u.o  c 

>  I  ) 
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Ainsi  la  règle  de  M.  Bradley  est  nécessairement  sujette  aux  mêmes  dif- 
ficultés que  celle  de  M.  Simpson,  à  laquelle  elle  revient  dans  le  fond. 

18.  M.  Mayer  donne  dans  ses  Tables  une  formule  différente  des  précé- 
dentes, et  qui,  en  gardant  nos  dénominations,  se  réduit  à 

70",  71  b  sinZ  tang  -  w 


[l  -t-  O,  Oo.|(i     C  —   16 

en  prenant  l'angle  r»  tel  que 


i  1  -+-  o,oo4ô"  [c  — 167) 

tang  m  —  > £-*         r, -i 

1(1'  X  fos/ 

niais  comme  M.  Mayer  ne  nous  a  point  appris  le  chemin  qui  l'y  a  con- 
duit, on  ne  peut  juger  à  priori  de  l'exactitude  de  celte  règle;  nous  re- 
marquerons seulement  qu'elle  s'éloigne  assez  de  la  règle  générale  sui- 
vant laquelle  la  réfraction  est  sensiblement  proportionnelle  à  la  tangente 
de  la  distance  apparente  au  zénith,  lorsque  celle  dislance  est  moindre 
que  70  degrés. 
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SUR  L'INTÉGRATION 

DES 

ÉQUATIONS  A  DIFFÉRENCES  PARTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE. 


{  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1772.) 


1.   Lorsqu'on  a  une  fonction  u  de  plusieurs  variables  ,r,  y,  z on 

appelle  différences  partielles  de  u  celles  qui  résultent  de  la  différentia- 
tion  de  u  en  y  faisant  varier  chacune  des  quantités  x,  y,  :,...  à  part; 
ainsi,  supposant  que  la  valeur  complète  de  du  soit  représentée  par 

pdx  -+-  qdy  -+-  rdz  +  .  .  . , 

les  différents  termes 

pdx,    <i<ly,    rdz, . . . 

de  cette  différentielle  seront  les  différences  partielles  du  premier  ordre 
de  //.  On  a  coutume  de  représenter  les  coefficients  />,  q,  r\...  des  diffé- 
rences dx,  dy,  d:,...,  dans  la  différentielle  de  u,  par  -j-j  ^=-,  -r-v>  de 

1         dx     dy     dz 
sorte  que  la  valeur  complète  de  du  sera  représentée  par 

dit     .  du    .  du    . 

.     OX    I     -T-  dy   •     ■-.-  dz  -4-  .  .  .  . 
«//  dy    J         dz 

,•       ■  11  ,■  '         du       du      du 

Ainsi,  si  I  on  a  une  équation  entre  u,  x,  y,  z,...  et   -,  •>    ,  >    ,,-■■•   ce 

'  "  dX      '/)'       dz 
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sera  une  équation  à  différences  partielles  du  premier  ordre:  et  c'est  sur 
l'intégration  de  ce  genre  d'équations  que  je  me  propose  ici  de  donner 
quelques  nouveaux  principes. 

2.   Supposons  que  a  soit  une  fonction  de  x  et  de  y  seulement,  et  que 

l'on  ait  pour  la  détermination  de  cette  l'onction  une  équation  en  u,  ce,  y, 

du    du      .  , ,       f.  ■  ,       ,  ....  du  du 

-r—>  -r-\  si  I  on  tait  pour  plus  de  commodité    j-  =  p.  -.-  =  q,  on  aura 

du      pdx  -+-  qdy, 

et  l'équation  donnée  sera  entre  les  cinq  variables  u,  x,  y.  p.  q:  en  sorte 
qu'on  pourra  par  cette  équation  déterminer,  par  exemple,  q  en  u.  x,  y,  p; 
la  quantité/?  sera  donc  encore  indéterminée,  et  la  question  se  réduira  à 
la  déterminer  de  façon  que  l'équation 

du  =  pdx  -+-  qdy,     ou  bien     du  —  pdx  —  qdy  =  o 

soit  intégrable,  ou  d'elle-même,  ou  étant  multipliée  par  un  facteur  quel- 
conque. 

Soit,  en  gênerai,  \!  le  facteur  que  la  dilï'erentiation  aura  pu  faire  dis- 
paraître, en  sorte  que  la  quantité 

M  (  du  —  p  dx  —  q  dj 

soit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  //,  x,  y  que  nous  dési- 
gnerons par  N:  on  aura  donc 

^N    ,  fi?N    ,  r/N    ,         »,»'■...         »,     , 

r/N  =  -=—  du  H j—  dx  -     -.—  dr  =  Mak-  M  pdx  —  M<idr. 

du  dx  "T 

et  de  là 

dK       »,        û?N  „  d\ 

Tu    =M>     dx~       ~MP>     dr  M<l 

d'où  l'on  lire  les  conditions  suivantes 

dM  _     _  d\Mp        i/M  d  Mq  d  Mp  d  Mq 

dx  du  dy  du  dr  dx 

par  lesquelles  il  faudrait  déterminer  M  et  p.  La  dernière  de  ces  équations 
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donne  celle-ci 

M(dp__dq\  dM  dM  _^ 

\dy        dx)       '    dy        '   dx 

■  ii  i     •  dM.     .  dM   ,  , 

laquelle,  en  substituant  pour  -7—  et  -j—  leurs  valeurs  données  par  les 

deux  premières,  devient 

..  (dp       <lq  \  d  Ma  d(Mp 


dy  ■        dx  j        '       du  y       du 

c'est-à-dire,  en  effaçant  ce  qui  se  détruit  cl  divisant  le  reste  par  .M. 

dy        dx       '    du  du 

or,  comme  r/  est  (hypothèse)  une  l'onction  donnée  de  x,  v,  //  et  />,  cette 
équation  ne  contiendra  plus  que  l'inconnue  j>\  e!  la  difficulté  sera  ré- 
duite à  déterminer  par  son  moyen  la  valeur  de  p  en  //.,  x,  v. 

3.   Quoique  de  cette  manière  on  ait  trouvé  l'équation  qui  doit  servir 
a  déterminer  p.  il  parait  qu'on  n'a  guère  avance  dans  la  solution  du  Pro- 
blème proposé;  car  au  lieu  qu'on  avait  une  équation  entre  x,y,  u,    ,-, 
pour  la  détermination  de  //,  on  en  a  maintenant  une  entre  x,  v.  u,  />, 

dy    ■  ' 

-/-,  -/-,  /  pour  la  détermination  de  n,  laquelle,  a  la  considérer,  en  sè- 
dx     dy     du    '  '  ' 

neral.  doit  être  au  moins  aussi  difficile  à  résoudre  que  celle-là,  si  même 
elle  ne  l'esl  pas  davantage  à  cause  qu'elle  contient  une  variable  (le  plus. 
Il  y  a  cependant  une  circonstance  qui  doit  la  l'aire  regarder  comme  plus 
simple  que  la  proposée,  c'est  que  les  différentielles  dp  et  <l</  n'\  parais- 
sent cpie  sous  une  forme  linéaire;  d'ailleurs  nous  remarquerons  qu'il  ne 

Sera  pas  nécessaire  de  résoudre  celle  équation  d'une  manière  complète, 

mais  qu'il  suffira  de  trouver  une  valeur  quelconque  île/;  qui  \  satisfasse, 
pourvu  qu'elle  contienne  une  constante  arbitraire;  car  nous  ferons  voir 

bientôt  Comment,  à  Taule  d'une  telle  valeur  de  />,  ou  pourra  néanmoins 
parvenir  a  la  solution  générale  cl  complète  (le  l'équation   proposée. 
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4.  Pour  l'aire  voir  d'une  manière  encore  plus  directe  comment  l'équa- 
tion que  nous  venons  de  trouver  pour  la  détermination  de  p  peut  servir 
à  résoudre  le  Problème  dont  il  s'agit,  reprenons  l'équation 

du  —  p dx  —  q  dy-=-  o, 

dans  laquelle  q  est  une  fonction  donnée  dey»,  u,  x,  y,  et  où  p  est  supposé 
une  fonction  de  u,  x,  y  telle,  que  l'équation  soit  întégrable,  soit  d'elle- 
même,  soit  à  l'aide  d'un  multiplicateur  quelconque.  Qu'on  suppose  que 
l'une  des  trois  variables  u,  x,  y  devienne  constante,  par  exemple  n,  en 
sorte  qu'on  ait  l'équation  à  deux  variables 

p  dx  -+-  q  dy  =  o  ; 

soit  L  le  l'acteur  qui  rendra  la  différentielle  pdx  -+-  qdy  intégrable  (fac- 
teur qu'on  peut  toujours  trouver  à  posteriori  dès  qu'on  aura  intégré  l'é- 
quation pdx  -f-  qdy  =  o)  ;  on  aura  donc 

L  p  dx  -+-  q  dy)  —  dt, 

t  étant  une  fonction  de  x  et  de  y,  dans  laquelle  u  entrera  aussi  comme 
constante;  par  conséquent  on  aura 

dt       .  dt 

LP=dlc>     L(i      dj- 

mais  en  regardant  x,  y  et  u  comme  variables  à  la  fois,  on  a,  pour  la  va- 
leur complète  de  la  différentielle  dt. 


donc  on  aura 


dt     .  dt    ,         dt    , 

-t-  dx  H — ;-  dy  -i — —  du  : 
dx  a y    ■         du 


dt  =  Lp  dx  -t-  L  q  dy  -\ — j-  du  : 


ainsi  I  équation 


du 

du  —  pdx  —  qdy  :     o, 
étant  multipliée  par  L,  deviendra  celle-ci 

L+£\du-dt  =  o, 
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qui  devra  donc  être  intégrable.  Or  comme  /  est  une  fonction  comme 
de  u,  x,  y,  on  aura  réciproquement  x  égale  à  une  fonction  connue  de  /, 
m,  y,  de  sorte  qu'on  pourra  introduire  la  variable  /  à  la  place  de  la  va- 
riable x;  qu'on  fasse  donc  cette  substitution  dans  la  quantité  L-+--t-> 

et  comme  l'équation  ne  contient  que  les  deux  différentielles  du  et  dl,  il 
est  clair  qu'elle  ne  pourra  être  intégrable  à  moins  que  la  variable  y  ne 

disparaisse  entièrement  de  la  quantité  L  -\--r--  Supposons,  pour  abré- 
ger, cette  quantité  égale  à  P,  et  il  faudra  qu'en  substituant  dans  P,  à  la 
place  de  x,  sa  valeur  en  y,  a  et  /,  la  variable  y  s'en  aille  en  même  temps 
que  x;  donc  aussi  si,  dans  la  différentielle 

m       dp  i         <lv   i        dv   / 

(IV  =  -j—  dx  H — j—  dy  -\ — ï—  du, 

dx  il  y  du 

on  substitue  pour  dx  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

dl  -—  hpdx  -h  Lqdr  -+-  -,    du, 
1  '         au 

il  faudra  que  la  différentielle  dy  disparaisse;  mais,  la  substitution  faite, 
on  a 

.      dl  —  Lqdjr -  du  . 

,,,       (IV  '   •         du  dV    ,         (IV    , 

(IV  =  -j—   — —  h  -r-  dy  +  --.      du; 

dx  Lp  dy     •  du 

savoir 

dp  —  ——      (dV      1  dï>\  d       (—      —  —    '    \  d 

dx    Lp        '  dy        p  dx  I    ■         \  du        du  dx    Lp  I 

doue  il  faudra  qu'on  ail 


Oi 


dV        q   dV 
>/v       p  dx 


du 


donc  ou  aura  celle  équation  de  condition 

dV.         d  i         q  id\.  d  i    . 

(h  dut/y         p      d  i  dudx 

III. 


7" 
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mais  on  a  déjà 


dt       t  dt 

dx  =  LP'     dr  =  L(l' 


donc  on  aura 


d2t  d\Lp)  dp  dL         du  d{Lq)  dq  dL 

dx  du  du  du  du        d)  •  du  du  '  du  du 

donc  l'équation  précédente  deviendra 

dL  dq  dh       q  / dL  dp  d\. 

dy         J  du  du        p  \  dx         ^  du 

savoir,  en  otant  ce  qui  se  détruit, 

^n^-îft  +  LtUo. 


du'   ~°' 


dy  d         p  \  dx         "  du 

De  plus  les  mêmes  équations 


donnent 


savoir 


dt  dt 

dx  =  LP>      dy  =  Lli 

d(Lp)  =  d(Lq) 
dy  dx 

dL  dp  dL  dq 

'  dy  dy       "  dx  dx  ~ 

donc,  retranchant  de  cette  équation  la  précédente  multipliée  par  p,  et 
divisant  le  reste  par  L,  on  aura  celle-ci 

dy       dx       '  du  du 

qui  est,  comme  on  voit,  la  même  qu'on  a  trouvée  plus  haut. 

5.  Ainsi,  dès  qu'on  aura  satisfait  à  l'équation  précédente  par  le  moyen 
de  la  valeur  de  p,  on  sera  assuré  qu'en  chassant  x  de  la  quantité 

P  =  L  +  -t-, 
du 
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par  l'introduction  de  la  variable  /,  la  quantité^  s'en  ira  en  même  temps, 
de  sorte  qu'on  aura  alors  l'équation  à  deux  variables 

Pdu  —  dt  —  o. 

Soit  doue  L'  la  fonction  de  //  et  de  /  par  laquelle  il  faudra  multiplier 
maintenant  la  différentielle 

Pdu  -  di 

pour  la  rendre  intégrable  fonction  qu'on  pourra  toujours  trouver  par 
l'intégration  de  l'équation  Vdu  —  dt  -    o  ,  et  comme 

L'iP  </«-<// 

sera  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  de  //  et  /.  si  l'on  remet  à  la 
place  de  /  sa  valeur  en  u,  a?  et  y,  ce  qui .  à  cause  de 

dt  =  Lpdx  -+-  Lad)-  H — j-  du,      V       L  H — =-  , 
'  *    •  du  du 

transforme  la  différentielle  dont  il  s'aeil  en  celle-ci 

L'    Ldu       Lpdx  —  Lqdjr), 

il  est  évident  que  celte  dernière  différentielle  sera  pareillement  nue  dif- 
férentielle exacte  d'une  fonction  de  u,  x  et\y;  d'où  il  s'ensuit  que  L'L 
sera  le  facteur  propre  ii  rendre  intégrable  la  différentielle 


et  qu'ainsi  l'on  aura  (2) 


du      pdx      qdjr, 


M        L'L; 


de  sorte  que  connaissant  L  et  L',  on  connaîtra  sur-le-champ  le  facteur  M, 
et  de  lii  par  l'intégration  on  pourra  connaître  la  valeur  de  la  fonction  finie 


/ 


M   du      /></>       qdjr  . 


(i.  Ou  voit  doue  clairement  par  l'analyse  précédente  que  la  solution 
du  Problème  ne  dépend  que  de  la  recherche  de  la  quantité  /;  a  l'aide  de 
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l'équation  de  condition 

dp        du  du  dp 

~f-  —  — -  —  p  —2-  +  a  -1—  =  o, 

dy        dx       '   du  du 

laquelle  est  connue  depuis  longtemps;  car,  dès  que  cette  condition  sein 
l'emplie,  on  pourra  toujours  trouver  le  multiplicateur  M,  qui  rendra  inté- 
grable  l'équation 

du  —  pdx  —  qdy  —  o, 

et  l'intégration  donnera  ensuite  la  valeur  cherchée  de  u  en  x  et  y. 

Si  la  valeur  de  p,  qui  satisfait  à  l'équation  de  condition,  a  toute  la 
généralité  que  cette  équation  comporte,  on  aura  par  son  moyen  la  valeur 
complète  de  u;  mais  si  la  valeur  de  p  n'est  que  particulière,  on  ne  trou- 
vera d'abord  qu'une  valeur  particulière  et  incomplète  de  la  fonction 
cherchée  u;  cependant  si  la  valeur  particulière  de  p  est  telle,  qu'elle 
renferme  une  constante  arbitraire,  on  pourra  compléter  la  valeur  de  u 
de  la  manière  suivante.  On  cherchera  d'abord,  d'après  cette  valeur  par- 
ticulière de/?,  le  multiplicateur  M,  qui  rendra  intégrable  la  différentielle 

du  —  p  dx  —  q  dy, 

cl  l'on  aura,  en  intégrant,  l'équation 


/' 


M  {du  —  pdx  —  (jdy)  =  une  ronst. 
Désignons,  pour  plus  de  simplicité,  par  N  la  quantité 

M  {du  —  pdx  —  qdy), 


/' 


qui  sera  nécessairement  une  fonction  finie  de  u,  oc  et  y;  soit  de  plus  y.  la 
constante  arbitraire  qui  entre  dans  la  valeur  de  p,  et  il  est  clair  que  celte 
constante  entrera  aussi  comme  telle  dans  l'expression  de  N;  supposons 
maintenant  que  cette  même  quantité  a,  au  lieu  d'être  constante,  soit 
aussi  une  fonction  variable,  et  il  est  visible  que  dans  ce  cas  la  différentielle 
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complète  de  N  ne  sera  plus  simplement 

M  du  —  pdx  —  qdy  , 
mais 

M  (  du  —  p  dx  —  (i  dy)  -\ .—  dx  ; 

1  '    ■  dx 

de  sorte  qu'on  aura,  dans  l'hypothèse  de  la  variabilité  de  y. 

N  -    /  M  du  —  pdx  —  q dy   +  j  -j—  da, 
et  par  conséquent 

/  M  I  du  —  pdx  —  q  dy  )  =  N  —  I  —j—  d  y . 

Donc,  si  pour  satisfaire  aux  conditions  du  Problème  on  veul  que  la  dif- 
férentielle 

M  \du  —  pdx  —  qdy 

<l\ 
soi!  intéerable  d'elle-même,  il  faudra  que  la  différentielle  -y—da  le  soit 
&  M  dx 

aussi  en  particulier;  ce  qui  ne  saurait  évidemment  avoir  lieu,  à  moins 

rfN  ..  ...  .  . 

que  -j—  ne  soit  une  fonction  quelconque  de  a. 


Que  f(<x)  dénote  donc  une  fonction  quelconque  de  »,  el  supposant 
dfiçc) 

y. 

<l  y. 


/    oc)  =  -t1— »  on  fera 


équation  par  laquelle  on  pourra  déterminer  a.  Ensuite  on  aura 

/''/N  / 
J  lly  da     J  y.  ; 

donc 

/    M    du        pda         qdy  \       /(«'•; 

de  la  on  aura  l'équation  intégrale 

n     f  y       une  const., 
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ou  bien  simplement 

N  — •/(  x   =o 

[à  cause  que  la  constante  peut  être  censée  renfermée  dans  la  fonction 
/(oc)],  laquelle  servira  à  trouver  la  valeur  de  la  fonction  //;  et  il  est  clair 
que  cette  valeur  de  u  sera  complète,  puisqu'elle  contiendra  une  fonction 
arbitraire. 

7.  On  voit  donc  aussi  par  la  que  toute  équation  de  la  forme 

dy       dx       r  du       H  du 

où  q  est  supposée  une  fonction  quelconque  donnée  de  //,  r,  y,  />,  est 
telle,  que  si  l'on  connaît  seulement  une  valeur  particulière  de  p,  mais 
qui  renferme  une  constante  arbitraire  </.,  on  pourra  toujours  trouver  la 
valeur  complète  de  p;  car  il  n'y  aura  qu'à  tirer  la  valeur  de  v  de  l'équation 

rfN 
doc 

et  la  substituer  ensuite  dans  la  valeur  particulière  et  connue  de  p. 

8.  Pour  montrer  maintenant  l'application  du  Théorème  précédent, 
nous  allons  parcourir  les  principaux  cas  dans  lesquels  l'équation  de  con- 
dition est  facile  à  remplir  par  le  moyen  d'une  valeur  particulière  de  p  qui 
se  présente  naturellement,  et  nous  en  verrons  naître  les  solutions  de  la 
plupart  des  Problèmes  de  ce  genre  qui  n'ont  été  résolus  jusqu'ici  que  par 
des  méthodes  particulières. 

Premier  Cas.  —  Lorsque  q  est  une  fonction  de  p  seul. 
Soit  P  une  fonction  quelconque  de  p,  et  supposons  qu'on  ait 

</  =  P, 
l'équation  de  condition  (6)  deviendra,  en  faisant  dP  =  Pdp, 

dy  dx  du  du 
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à  laquelle  il  est  visible  que  satisfait  cette  valeur 

p  =  une  const. 
On  aura  donc  ainsi 

p  =  x     et     q  — V 

A  étant  ce  que  devient  P  lorsque  P  =  a),  d'où  l'on  voit  que  la  diffé- 
rentielle 

il  h  —  pdx  —  qdy 

deviendra 

du  —  x  tlx  -  A  ih  -, 

laquelle  est  évidemment  intégrable  d'elle-même.  Intégrant  donc  on  aura 

u  —  x  x  —  ky  =  N  ; 
de  là,  en  faisant  varier  c/.,  on  aura 

'/>  ., 

j—  =  —  x  —  *  y 

dot  J 

(  A  étant  égal  à-T-J;  donc 

-x-  k'r=f  x , 

équation  d'où  Ton  tirera  la  valeur  de  y,  qui  étant  ensuite  substituée  dans 
l'équation 

N       f   x         <>. 

ou  bien 

//        y  i  \  )        f    x  o, 

donnera  la  valeur  complète  de  il. 

I)i:i  \n.  mi.  C.\s.  Lorsque  <j  est  une  Jonction  de  p  cl  de  y. 

S<>ii  V  une  fonction  de  /'  et  de  y,  en  sorte  que 

rfP      P'dp      Qdy, 

et  supposons 

q      P; 
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l'équation  de  condition  deviendra  la  même  que  ci-dessus,  à  cause  que 

dx  dx       du  du 

ainsi  l'on  y  pourra  satisfaire  en  prenant  de  même 

P  —  <*, 

ce  qui  rendra  P  égal  à  une  fonction  de  y  seul;  de  sorte  que  la  quantité 

du  —  p  dx  —  gdy, 
savoir 

du  —  ocdx       Pd)  , 
sera  intégrable  d'elle-même,  et  l'on  aura 

N  =  u  —  <xx  —  j  Vdy. 


rfN  rdP    . 

-  J  — 


De  là  on  tirera 

dx  ./    doc 

par  conséquent  on  aura  l'équation 

f(a)  =  —  x—  j  -j^dy, 

laquelle  servira  à  déterminer  a;  ensuite  de  quoi  on  aura  u  par  l'équation 

N— /(«)  =  o, 
ou  bien 

Troisième  Cas.  —  Lorsque  q  est  une  fonction  de  p  et  de  x. 

Dans  ce  cas  il  est  clair  que  la  valeur  de  p  sera  réciproquement  expri- 
mée par  une  fonction  de  q  et  x;  donc  regardant  q  comme  l'inconnue,  et 
supposant  Q  une  fonction  de  q  et  x,  on  aura 

p  =  Q, 
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et  l'équation  de  condition  deviendra,  en  supposant  -y-  =  Q', 

à  laquelle  on  peut  satisfaire  en  prenant  q  égal  à  une  constante  oc,  ce  <|tii 
rendra  Q  égal  à  une  fonction  de  x  seul,  en  sorte  que  la  quantité 

du  —  pdx  —  q  (/)  , 

OU  bien 

du  —  Qdx  —  oedy 

sera  intésrable  d'elle-même.  Ainsi  l'on  aura 

N  =  u  —  /  Q  dx  —  y.  )  ; 

et  de  là 

-j—  =  —  I  ~j-  dx  —y=f  i  «  . 

du.  J    dy.  '         ,; 

d'où  l'on  tirera  y,  qu'on  substituera  dans  l'équation 

N— /(«)  =  o. 

Qi  \  f  rième  Cas.  —  Lorsqu'une  fonction  de  p  et  x  est  égale  a  une  fonc- 
tion de  q  et  y. 

Soit  P  une  fonction  de  />  et  x,  et  Q  une  fonction  de  q  et  y,  en  sorte 

qu'on  ait 

P  =  Q, 

il  est  clair  que  si  l'on  prend  une  constante  c/  et  qu'on  fasse 

P  =  a,     Q       y, 

on  aura,  par  la  première  de  ces  équations, p  exprimé  par  une  fonction 
de  x  seul,  et  par  la  seconde  on  aura  q  exprimé  par  y  seul  :  en  sorte  que 

les  différentielles    !'■>       •  -,  ■  ' '.     seront  nulles  d'elles-mêmes;  ainsi 
(t\     du    (/./     (tu 

l'équation  de  condition   se   trouvera    remplie,   et    il    est    visible  «pie    la 

quantité 

</n      pda       (j(h 
lit. 
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sera  intégrable  sans  aucune  préparation;  on  aura  donc 


et  de  là 

r/N 
da 


N  =  u  —  /  pdx  —  /  q  dy, 


d'où    l'on    tirera    la   valeur  de  a   pour   la    substituer  dans   l'équation 
N  —/(a)  =  o,  laquelle  deviendra  donc 


u  —   I  pdx  —  /  qdy  —  f  >  a.)  =  o. 


Cinquième  Cas.  —  Lorsqu'il  y  a  entre  p,  q,  x  et  y  une  équation  dans 
laquelle  p  et  q  ne  montent  qu'à  la  première  dimension. 

Soient  X  et  Y  des  fonctions  quelconques  de  x  et  y,  et  supposons 
qu'on  ait 

</  =  pX  +  Y; 

substituant  donc  cette  valeur.dans  l'équation  de  condition,  elle  deviendra 

^£_X^-p  — -  — -pX^+(pX  +  Y   &=o. 
dy  dx       "  dx         dx       "du        "  du 

Il  est  d'abord  clair  que  si  l'on  suppose  que  p  ne  contienne  point  u,  cette 
équation  se  simplifiera  beaucoup,  car  elle  deviendra,  en  faisant  pour 
dX        vt     ,    dY 


plus  de  simplicité  -?—  =  X   et  -7—  =  \  , 


^_X^-X>-Y'  =  o. 

dy  dx  ' 

Mais  cette  équation  est  encore  trop  compliquée  pour  qu'on  puisse  trou- 
ver facilement  une  valeur  particulière  de  p  qui  y  satisfasse.  Considérons 
donc  plutôt  la  quantité  même 

du  —  p  dx  —  q  d)  \ 

ou  bien  ,  en  mettant  pX  -+-  Y  à  la  place  de  q, 

du  —  p  (  dx  -+-  X  dy  )  —  Y  </)  ', 


A  DIFFÉRENCES   PARTIELLES  DU   PREMIER  ORDRE.      563 

laquelle  doit  être  une  différentielle  exacte,  ou  d'elle-même,  ou  étant 
multipliée  par  un  facteur  convenable  M;  et  il  est  d'abord  clair  que, 
comme  X  est  une  fonction  donnée  de  x  el  y,  si  l'on  cherche  le  facteur  m 
qui  rendra  intégrable  la  quantité  dx  -hXdy,  et  qu'on  suppose  ensuite 

m   dx  -f-  X.dy)  =  dz, 

on  aura  à  rendre  intégrable  cette  quantité  plus  simple 

du  —  —  dz  —  Yr/v, 

où  —  est  une  fonction  inconnue,  et  Y  une  fonction  connue  de  x  et  de  y, 
m 

ou  bien  de  s  et  de  y,  en  substituant  à  la  place  de  x  sa  valeur  en  y  el  z 

tirée  de  l'équation 

/  m  dx  -+-  X  dy  \  =  z  ; 

or  on  sait  que  la  quantité  dont  il  s'agit  sera  intégrable  si  l'on  a 

<<  ''        /v 
dy  dz 

ce  qui  donne,  en  intégrant  suivant  y, 

—  =  \  -7-  dy  +  a , 
m       J    dz     J 

y  étant  une  constante  arbitraire;  ainsi  l'on  a  une  valeur  particulière 
de  />,  laquelle  donne 

N        u  —  xz  —  j  \  dy; 
donc 

ce  « 1 1 1 î  servira  ii  déterminer  y.\  ensuite  de  quoi  on  aura  l'équation 

N       f  y         U—  ctz—  I  Ydy      f  y.         <>. 

7'- 
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Or  comme  on  a 

iî  est  clair  que  a  sera  une  fonction  quelconque  de  z;  de  sorte  que  l'équa- 
tion qui  sert  à  déterminer  u  pourra  être  représentée  plus  simplement 
ainsi 

u  —  /  Y dy  —  f  i  z )  =  o. 
Au  reste  on  aurait  pu  voir  d'abord  par  l'équation 

(jue  la  constante  a  pouvait  être  une  fonction  quelconque  de  z,  puisque 

C  dY 
l'intégrale  /  —r-dy  est  censée  prise  en  faisant  varier  y  seul,  et  z  demeu- 
rant constante;  de  sorte  que  la  valeur  de  p  étant  complète,  on  aurait  eu 
sur-le-champ  par  son  moyen  la  valeur  complète  de  u;  mais  nous  avons 
cru  qu'il  n'était  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  y  pouvait  parvenir 
aussi  par  le  secours  de  notre  méthode,  en  supposant  que  la  quantité  a 
ne  lut  regardée  d'abord  que  comme  une  constante  indéterminée. 

Sixième  Cas.  --  Lorsqu'il  y  a  entre  p,  q,  x,  y  une  équation  telle,  que  oc 
et  y  ne  remplissent  ensemble  aucune  dimension. 

Faisant  x  =  zy,  on  aura  donc  une  équation  entre  p,  q,  :,  d'où  l'on 

tirera 

q=V, 

P  étant  une  fonction  de  p  et  s  seulement.  Or  en  considérant  immédiate- 
ment l'équation 

du  —  p  dx  —  q  d\  ■, 

ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  le  cas  précédent,  elle  deviendra,  par  les  sub- 
stitutions, 

du  —  p{  zdy  +  ydz  )  —  Vdy      <•, 
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su  voir 

du  —  yp  dz  —  i  pz  -+-  P  )  dy  =  o  ; 

et  l'on  voit  que  cette  équation  peut  devenir  intégrable  en  supposant  /> 
une  fonction  de  z  seul  (ce  qui  rendra  pareillement  P  une  fonction  de  z), 
pourvu  qu'on  ait 

pz  +  V  —  i  pdz, 

savoir 

pdz  —  pdz  -t-  zdp  -+-  dV, 
ou  bien 

z  dp  -+-  d  P  =  o  ; 

équation  différentielle  entre/?  et  z,  d'où  l'on  pourra,  par  l'intégration, 
tirer  la  valeur  de  p  en  z,  laquelle  contiendra  une  constante  arbitraire  a. 
De  celte  manière  on  aura,  par  l'intégration, 


u  —  y  j  pdz, 


et  ensuite 


'/!S  C  dp    i        s, 

-j—  —  —  y  j  -f-  dz  —  f   y.  , 
il  y.  J  J    dy  J 

d'où  l'on  tirera  a,  qu'on  substituera  ensuite  dans  l'équation 

N  -   f  a        u  —y  j  pdz  —f{a        <>. 

Au  reste,  comme  on  doit  avoir  dans  ce  cas  v  -  O.r,  Q  étant  une  fonc- 
tion de  p  et  q,  on  pourra  le  résoudre  aussi  plus  simplement  par  la  Re- 
marque suivante,  a  l'aide  de  laquelle  on  peut  le  réduire  ;ui  cinquième 
Cas  ci-dessus. 

REHARQ1  E.  Tels  sont  les  principaux  cas  résolubles,  en  général, 
lorsqu'il  y  a  une  équation  entre  />,  q,  x  el  y  sans  u.  el  où  par  conséquent 
/;  et  q  peuvent  être  des  fonctions  de  x  et  y  seuls;  il  faut  cependant  \ 

ajouter  encore  ceux   d;uis  lesquels   il  y   aura  entre  ces  quatre  quantités 

mêmes  équations,  mais  en  échangeant  a  .  y  en  />.  q,  et  réciproquement  : 
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car,  ;i  cause  de  -/-  =  o  et  -4-  —  o,  l'équation  de  condition  est 

i!L  ~^i  =0, 

dy       dx 

laquelle,  en  regardant  maintenante  et  y  comme  îles  fonctions  de/;  et  q, 
peut  se  mettre  également  sous  la  forme 

d.r        dy 
dq        dp 

où  p  et  q  ont  pris  la  place  de  x  et  y,  et  vice  versa.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'à 
traiter  ces  cas  de  la  même  manière  que  les  cas  analogues  résolus  ci-des- 
sus, en  supposant  qu'au  lieu  de  chercher/)  et  q  en  x  et  y,  on  cherche  au 
contraire  x  et  y  en  p  et  q. 

Septième  Ca.s.  —  Lorsque  q  est  une  fonction  de  p  et  u. 
Soit  P  une  fonction  de  p  et  u,  en  sorte  que 

dV  =  P'dp  +  Qdu, 

et  soit 

q  =  P, 

l'équation  de  condition  deviendra 

dy  dx      P      du      P%2         du         ' 

il  est  clair  qu'on  peut  supposer  que  p  soit  une  fonction  de  u  seul,  sans  a? 
ni  y,  ce  qui  réduira  l'équation  à  celle-ci 

Fp¥+PQ-V%-  =  o; 

r  du       r  du 

or  comme  P,  P'  et  Q  sont  des  fonctions  données  àep  et  u,  il  est  clair  que 
l'équation  précédente  ne  sera  qu'entre  ces  deux  variables,  en  sorte  qu'elle 
pourra  s'intégrer  par  les  méthodes  ordinaires;  ainsi  l'on  aura  p  en  u,  et 
comme  l'intégration  introduira  une  constante  arbitraire  a  dans  la  valeur 
de  p,  on  pourra  en  déduire  la  valeur  générale  et  complète  de  u. 
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En  effet,  l'équation 

du  —  /;  dx  —  q  dy  =  o, 

ou  bien 

du  ~  p  dx  —  P  dy~  =  o 

donnera  celle-ci 

du  —  pdx 

dr=  — p- — ' 

où  le  second  nombre  étant  une  fonction  de  x  et  //  seuls,  scia  nécessaire- 
ment intégrable;  de  sorte  (ju'on  aura 


X=y- [*—/**', 


</N 
cl  de  là  on  tirera  la  valeur  de  —,—  ■>  qui  étant  supposée  égale  à  fia    ser- 

da.      ■  ri 

vira  à  déterminer  celle  de  y.,  qu'on  substituera  ensuite  dans  l'équation 

intégrale 

N  —  /(«)==  o. 

Huitième  Cas.  —  Lorsque  q  = />X -h  \\  X  étant  une  fonction  de  .< 
et  v,  et  V  une  fonction  de  x,  y  et  u. 

Au  lieu  de  considérer  l'équation  de  condition  par  laquelle  on  doit  dé- 
terminer/?, je  considérerai  d'abord,  ainsi  que  j'en  ai  déjà  usé  plus  haut, 
dans  un  cas  analogue  à  celui-ci    cinquième  (las  ,  la  quantité 

du  —  pdx  —  qdy, 

qui  doit  être  une  différentielle  complète,  ou  dans  l'étal  où  elle  est,  ou 
après  la  multiplication  par  un  facteur  quelconque  M.  Or,  mettant 
f>\  +  V  à  la  place  de  q ,  elle  devient 

du       />    d  i         \dy         \  d)  : 

cl  cherchant  le  multiplicateur  m  qui  rendra  </x  \  \<7v  i'^:\\r  ii  une  dif- 
férentielle exacte  dz,  <m  aura 

il  u  dz    -  Vdr, 

m 

quantité  où        est   une  fonction  inconnue,  el  oii  V  esi    une  fonction 
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connue  de  x,  y,  u,  ou  bien  de  u,  y,  z,  en  mettant  à  la  place  de  x  sa  va- 
leur tirée  de  l'équation 

/  m  i  dx  -t-  Xdj)  =  z. 

Supposons  donc  que  cette  quantité,  étant  multipliée  par  M,  devienne 
une  différentielle  exacte;  il  faudra  que 

M  (du  —  Vdy—  E-  dz} 

soit  la  différentielle  d'une  fonction  de  u,  y,  z;  donc,  en  regardant  d'a- 
bord z  comme  constante,  il  faudra  que 

M  {du  —  Vdy) 

soit  la  différentielle  d'une  fonction  de  u  et  y,  ainsi  il  n'y  aura  d'abord 
qu'à  chercher  le  multiplicateur  M  qui  rendra  intégrable  la  quantité 
M(du-Vdy)  considérée  comme  fonction  de  u  et  y  seuls.  Soit  donc 


/ 


M  :  du  —  Vdy)  =  Z, 

il  est  clair  que  Z  contiendra  aussi  z  comme  constante;  de  sorte  que  si 
l'on  veut  maintenant  traiter  z  comme  variable,  on  aura,  pour  la  diffé- 
rentielle complète  de  Z,  la  quantité 


donc 


M   du  —  Vdy)  -+-  -=-  dz; 


M  '  du  -  Vdr  \  =  dZ—^dz; 

dz 


de  sorte  que  la  quantité  qui  doit  être  une  différentielle  exacte  deviendra 

\  m  dz  I 

Or  il  est  visible  que  pour  que  cette  condition  ait  lieu  il  n'y  aura  qu'à 

supposer 

Mo       dZ 

— —  -l-  —  =  x  : 
ni         dz 
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ce  qui  donnera  une  valeur  particulière  de  p  qui,  contenant  la  constante 
arbitraire  a,  conduira,  à  l'aide  de  notre  méthode,  à  la  solution  générale 
du  Problème.  On  aura  en  effet 

N  =  Z-az, 
d'où 

dN  fit    ^ 

et  de  là 

N— /(«)  =  Z  — «z  -/(«)  =  o. 

D'où  l'on  voit  que  «  sera  une  fonction  quelconque  de  z;  en  sorte  que 
l'équation,  (jui  donnera  la  valeur  complète  de  u,  pourra  se  mettre  sons 
cette  forme  plus  simple 

Au  reste  on  peut  faire  ici  une  remarque  analogue  à  celle  qu'on  a  faite 
ci-dessus  dans  la  solution  du  cinquième  Cas,  dont  celui-ci  n'es!  qu'une 
généralisation. 

Xi.i  vième  Cas.  --  Lorsque  q  =pmXYU,  X  étant  une  fonction  de   i , 
Y  une  fonction  de  y  et  U  une  fonction  de  u. 

Je  considère  encore  immédiatement  la  quantité 

du  —  p  dx  —  q  (h  ; 

laquelle,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  q,  devienl 

clu  —  pt/r       />"\Mw/»; 

je  fais 

p       /c, 

v  étant  une  fonction  de  //,  et  j'ai 

du  —  rv</j  -   r'"v'"\\  lidjr; 

je  suppose  maintenant  v  =  r'T,  ce  qui  donne 

m—  • 

¥    V  ii' 

III  na 
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et  divisant  ensuite  toute  la  quantité  précédente  par  v,  j'ai 

du  ,  _ _,  , 

rdx       vmW  (ly; 
v 

maintenant  il  est  clair  que  cette  quantité  sera  intégrable  si  l'on  l'ait 

r'"X  =  x, 
y.  étant  une  constante,  car  elle  deviendra 

du        mfa.    ,  .    . 
i  /  —  dx  —  x\  (/)■, 

v        y  \ 
dont  l'intégrale  sera 

dN 
de  là  on  tirera  donc  la  valeur  de     ,— •>  qu'on  fera  égal  à  _/'(«;,  et  il  n'y 

aura  plus  qu'à  substituer  la  valeur  de  a,  qui  résultera  de  cette  dernière 

équation,  dans  celle-ci 

N  —f(a)  =  o. 

Remarque.  -  -  Si  l'on  a  une  équation  entre  p,  q,  u  et  x,  on  pourra 
regarder  p  et  q  comme  des  fonctions  de  u  et  x  seuls,  et  le  Problème  ren- 
trera dans  le  cas  où  l'équation  est  entre  p,  q,  x,  y,  en  prenant  y  à  la 
place  de  u,  -  -  —  à  la  place  de  p,  et  -  à  la  place  de  q;  car  il  est  visible 

que  l'équation 

du  —  p  dx  —  q  dy  =  o 

peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme 

.         p  dx       du 

dy  -+-  i =  o, 

g  q 

qui  résulte  de  la  précédente,  en  changeant  u  eny,p  en  —  — »  q  en  -•  Il 

en  sera  de  même,  mutatis mutandis ,  du  cas  où  l'on  aura  une  équation 
entre  p,  q,  u  et  y. 

9.  Les  cas  que  nous  venons  d'examiner  renferment  d'une  manière 
générale  à  peu  près  tout  ce  qu'on  sait  sur  l'intégration  des  équations  du 
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premier  ordre  entre  trois  variables;  d'où  l'on  voit  combien  peu  on  est 
encore  avancé  dans  cette  matière.  Le  principe  que  nous  avons  donné, 
pour  trouver  l'intégrale  complète  d'après  une  intégrale  particulière, 
est,  comme  on  voit,  très-fécond,  et  suffit  seul  pour  résoudre  la  plupart 
des  cas  où  l'intégration  réussit.  Nous  remarquerons  cependant  sur  ce 
sujet  que  si,  au  lieu  d'avoir  une  valeur  particulière  de  p,  laquelle  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  on  avait  une  valeur  particulière  de  u  ren- 
fermant de  même  une  constante  arbitraire,  on  ne  pourrait  cependant 
pas  trouver  par  son  moyen  l'intégrale  complète;  mais  on  pourrait  y  par- 
venir si  la  valeur  particulière  de  //  renfermait  à  la  Cois  deux  constantes 
arbitraires. 

10.  Pour  démontrer  celte  proposition  et  donner  en  même  temps  le 
moyen  de  déduire  la  valeur  complète  de  u  d'une  valeur  particulière  ren- 
fermant deux  constantes  arbitraires,  supposons  que  cette  valeur  soit  dé- 
terminée par  une  équation  entre  u,  x  et  y,  laquelle  renferme  outre  cela 
deux  constantes  «  et  fi  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  l'équation  différen- 
tielle; il  est  visible  que,  si  l'on  différence  celle  équation  en  sorte  que 
l'une  des  constantes  connue  |3  disparaisse,  on  aura  une  équation  diffé- 
rentielle qui  sera  nécessairement  comparable  à  la  proposée 

du  —  pdx  —  q  dy  =  <>, 

et  d'où  l'on  pourra  tirer  par  la  comparaison  une  valeur  de  p,  laquelle 
renfermera  encore  une  constante  arbitraire  c/.\  en  sorte  qu'on  pourra  en- 
suite eu  déduire  la  valeur  c plèle  de  //.  Mais  si  l'équation  en  it,  x  et  y 

ne  renfermait  qu'une  constante  arbitraire  |3,  alors  il  est  visible  qu'en  fai- 
sant évanouir  celte  arbitraire  par  la  dilfereniiahon,  l'équation  différen- 
tielle qui  en  résultera  ne  renfermera  plus  de  constantes  arbitraires;  ainsi 
l'on  ne  trouvera  qu'une  valeur  particulière  de/>  qui  n'aura  point  de  con- 
stante arbitraire,  et  qui  scia  par  conséquent  inutile  pour  la  recherche  «le 
la  valeur  complète  de  //. 

11.11  ne  doit  point  au  reste  être  étonnant  qu'une  solution  particulière, 
qui  renferme  den\  constantes  arbitraires,  soit  suffisante  pour  en  déduire 
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lu  solution  complète;  car  en  y  regardant  de  plus  près  on  voit  que  cette 
solution  remplit  presque  en  entier  les  conditions  de  l'équation  différen- 
tielle, puisqu'on  ne  peut  faire  évanouir  les  deux  constantes  arbitraires 
sans  tomber  dans  une  équation  qui  renferme  à  la  fois  les  différences  par- 
tielles -,—  et  -t-\  en  effet,  comme  il  y  a  deux  quantités  à  éliminer,  il  fau- 
dra avoir  trois  équations;  ainsi  il  en  faudra  encore  deux  outre  la  propo- 
sée, et  ces  deux  ne  peuvent  venir  que  de  deux  différentiations  différentes, 
l'une  en  faisant  varier  x  et  l'autre  en  faisant  varier  y. 

On  peut  prouver  de  la  même  manière  que,  si  l'on  a  une  fonction  u  de 
trois  variables  x,  y,  z,  laquelle  dépende  d'une  équation  différentielle  du 

,  .   du     du     (lu       ,  . 

premier  ordre  entre  u,  x,  y,  z,  et  -7-5  -r—>  -j->  et  qu  on  ait  une  valeur 

particulière  de  u,  laquelle  renferme  trois  constantes  arbitraires  «,  f>,  y, 
cette  valeur  remplira  presque  en  entier  les  conditions  du  Problème;  car 
on  ne  pourra  éliminer  les  trois  constantes  qu'au  moyen  de  trois  différen- 
tiations, l'une  relative  à  x,  l'autre  à  y  et  la  troisième  à  z. 
VA  ainsi  de  suite. 

t2.   En  général,  soit  u  une  fonction  de  plusieurs  variables  x, y,  z,..., 
et  soit  donnée  une  équation  entre 

du      du      du 
"'  *>?'   2'-'-'      dx'    W    &'"' 

par  laquelle  il  faille  déterminer  la  valeur  de  u.  Supposons  que  l'on  ait 
une  valeur  particulière  de  u,  laquelle  renferme  les  constantes  arbi- 
traires a,  fi,  •/,...  dont  le  nombre  soit  égal  a  celui  des  variables  x,  y,  z,...; 
qu'on  en  tire  la  valeur  d'une  de  ces  constantes  comme  «,  en  sorte  que 
l'on  ait 

V  étant  une  fonction  de  u,  x,  y,  z,...  et  de  /3,  7,...;  qu'on  différence 
cette  équation,  et  supposant 

d  \  r-  Mdu  +  Pdx  +  Qdy  -\-Rdz  +  ..., 
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on  aura,  en  divisant  par  M,  l'équation 

P^/.r        Qdy        Hdz 

du  +  -w+  m  +"ir+---=o: 

en  sorte  que 

du  P       f/«  Q       </»  R 

,/.r  ~~  "     M  '     3^  ~     "  M  '     dz  ~        M  '  "  '  ' 

et  ces  valeurs  seront  telles,  qu'elles  satisferont  par  l'hypothèse  à  l'équa- 
tion donnée.  Maintenant,  comme  la  solution  du  Problème  dépend  unique- 
ment de  ce  que  l'équation  précédente  devient  intégrable  étant  multipliée 
par  le  l'acteur  M,  c'est-à-dire  de  ce  que 

M  (/ii  4  Pdx  4  (Wr  ■+-  Rdz  4 

est  une  différentielle  complète  de  u,  or,  y,  z,...,  il  est  clair  que  la  solution 
aura  lieu  de  même  si  les  quantités  /3,  7,...,  au  lieu  d'être  constantes, 
sont  variables,  pourvu  que  la  même  différentielle  continue  a  être  com- 
plète; or  l'intégrale  de  cette  différentielle,  tant  que  |3,  ■/,...  sont  con- 
stantes, est  V;  en  sorte  qu'on  a  dans  cette  hypothèse 

Udu  4  Pdx  4-  Qi/y  4-  Kdz  -+-. .  .  =  dV; 

mais  si  l'on  regarde  |3  comme  variable,  alors  on  aura 

rfV 

\],/u  •    !>//.?       Qrfr  4-  Kdz  •+-. . .+  rf(3      rf>  : 

donc 

M</«  -4-  P«/jc  -+-  Qr/r  -i-Rflf2  +  ...=  ^/\        '-~  i/'j  : 

doue  comme  i/\  est  par  elle-même  une  différentielle  complète,  il  faudra 
que    70-^/3  soil  aussi  une  quantité  intégrable  d'elle-même,  ce  qui  ne 

1  •  d\  • .    ■       1  -  o  1 

peut  avoir  heu  a  inoins  que  ne  soit  égal  a  une  lonclion  quelconque 

de  r{j.  Ainsi  supposant 

et  tirant  de  celle  équation  la  valeur  de  |3,  on  pourra  la  substituer  a  la 
place  de  |3,  et  l'on  aura,  au  lieu  de  l'eipialioii  Y        y.  celle-ci 

\       B  =  «, 
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B  étant  égal  à  if(P)d@,  où  il  faut  remarquer  que  les  quantités  y,... 

peuvent  entrer  d'une  manière  quelconque  en  qualité  de  constantes  dans 

la  fonction /(|3),  et  par  conséquent  aussi  dans  la  fonction  B.  Maintenant 

on  pourra  rendre  de  même  variable  la  quantité  y  contenue  dans  V  et  B, 

en  prenant 

d(Y-B) 

—3T~=f{r" 

ce  qui  détermine  y;  et  substituant  ensuite  cette  valeur  de  y,  ou  aura 

l'équation 

V— B  —  C  =  a, 

où  C=  I  f{y)dy,  et  ainsi  de  suite. 

Par  ce  moyen  l'intégrale  incomplète 

deviendra  de  la  forme 

V—  B-C -...  =  «, 

et  sera  nécessairement  complète,  puisqu'elle  contiendra  autant  de  fonc- 
tions arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  oc, y,  z,...  moins  une  (*). 


13.   Pour  faire  voir  l'usage  de  cette  méthode  par  un  exemple  très- 

du 
dx 


général,  supposons  que  X  soit  une  fonction  de  -r-  et  x,  que  Y  en  soit 


une  de  —  et  y,  que  Z  en  soit  une  de  —  et  z,  et  ainsi  de  suite,  et  que 
l'on  ait  une  équation  donnée  entre  X,  Y,  Z,...,  d'où  il  faille  tirer  la  va- 

(*)  L'analyse  qui  vient  d'être  développée  conduit  assurément  à  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation proposée,  mais  cette  intégrale  ne  contient  pas,  comme  le  dit  ici  par  inadvertance 
l'illustre  Auteur,  autant  de  fonctions  arbitraires  moins  une  qu'il  y  a  de  variables  indépen- 
dantes. Dans  la  formule  obtenue  par  Lagrange,  il  n'y  a  en  réalité  qu'une  seule  fonction  arbi- 
traire, H  +  C+...+  Ï,  laquelle  dépend  des  quantités  |i,  7 Si  l'on  représente  cette  fonc- 
tion par/(6,  7,. . .),  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  sera  le  résultat  de  l'élimination 
de  p,  7,. . .  entre  l'équation 

V=/(M,.--.) 
et  les  suivantes 

rfV  _  df_       rfV  _  d£ 

dp   ~  dp'      d-t    ~  ;}■/ 

(Note  de  r  Editeur.) 
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leur  de  w,  comme  le  Problème  consiste  à  faire  en  sorte  que  la  quantité 

du  —  p  dx  —  q  dy  —  r  dz  —  ... 

soit  intégrable  ou  par  elle-même  ou  étant  multipliée   par  un  facteur 
quelconque,  en  supposant 


du  du  du 

dx"1      '       3y'  ~  dz 


il  es!  clair  que  la  condition  du  Problème  sera  remplie  si  p  est  une  fonction 
de  x  seul,  q  de  y  seul,  r  de  z  seul,  etc.;  or  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'on 
fait  X,  Y,  Z,...  égales  a  des  quantités  constantes;  car  alors  l'équation 
donnée  servira  à  déterminer  une  de  ces  constantes  par  toutes  les  autres, 
en  sorte  qu'il  restera  autant  de  constantes  arbitraires  /3,  y,...  qu'il  y  aura 
de  variables  x,y,  z,...  moins  une.  De  cette  manière  on  aura 


u  —   I  p  dx  —   I  qd)-  —   l  rdz 


—  .  .  .  —  a 


pour  l'équation  qui  détermine  la  valeur  particulière  de  u;  et,  comme 
celle  valeur  de  u  contient  les  constantes  arbitraires  a,  jS,  y,...,  on  pourra 
compléter  la  solution  par  la  méthode  exposée  ci-dessus. 

14.    Il  est  clair  qu'on  peut  généraliser  encore  le  cas  précédent,  en 
supposant  (pie  W  soit  une  fonction  quelconque  de  //,  et  que  l'on  ail  \ 

égal  à  une  fonction  de  W  -.     cl   r,  V  une  fonction  de  W   ,     et  v,  /  mie 

fonction  de  W    .-  cl  ;,...;  car  en  faisant  X,  Y, . . .  constantes,  on  aura  /> 

égal  ii  une  fonction  de  .r  seul  divisée  par  W,  <j  ('gai  à  une  l'onction  de  y 
seul  divisée  de  même  par  W',. . .,  de  sorte  que  la  quantité 

du  —  p  dx  —  <j  dy  -   rdz  — . .  . 

liant  multipliée  par  W  deviendra  intégrable. 


NOUVELLE  SOLUTION 


PROBLÈME  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

D'UN  CORPS  DE  FIGURE  QUELCONQUE 

(M  I     n'est    ANIMÉ     PAU     \iiim      FORCE     ACCÉLÉRATRICE. 


III.  -3 


MU  TELLE  SOLITION 


in 


PKOBLÈME  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

D'UN  CORPS  DE  FIGURE  QUELCONQUE 

QUI   n'est  animé   par    \ut  \k   force  accélératrice. 


Nouveaux   Mémoires  de  /'  tcadémie  royale  tics  Sciences  ci  Belles-Lettres 

de  Berlin,  année  1773.1 


Ce  Problème,  l'un  des  plus  curieux  et  des  plus  difficiles  de  la  Méca- 
nique, a  déjà  été  résolu  par  M.  Euler  dans  les  Mémoires  de  celle  Acadé- 
mie pour  l'année  i  7 5H,  et  dans  le  tome  III  de  sa  Mécanique.  M.  d'Alem- 
liert  l'a  résolu  aussi  dans  ses  Opuscules.  Les  solutions  de  ces  deux  grands 
Géomètres  sont  fort  différentes  quant  à  la  méthode,  mais  elles  son( 
fondées  l'une  et  l'autre  sur  la  considération  mécanique  de  la  rotation 
(\\\  corps  autour  d'un  axe  mobile,  et  elles  supposent  qu'on  connaisse  la 
position  de  ses  trois  axes  de  rotation  uniforme;  ce  qui  exige  la  résolu- 
lion  d'une  équation  cubique.  Cependant,  à  considérer  le  Problème  en 
lui-même,  il  semble  qu'on  devrait  pouvoir  le  résoudre  directemenl  et 
indépendamment  des  propriétés  des  axes  de  rotation,  propriétés  dont  la 
démonstration  est  assez  difficile,  ci  <|iii  devraient  d'ailleurs  être  plutôt 
des  conséquences  de  la  solution  même  (pie  les  fondements  de  celte  solu- 
tion. En  effet,  si  l'on  imagine  un  système  d'un  nombre  indéfini  de  corps 
considérés  comme  des  points  et  lies  ensemble  de  manière  que  leurs  dis- 
lances  mutuelles  restent  toujours  les  mêmes,  el  qu'on  cherche  le  mou- 
vement de  ce  système  après  qu'il  aura  reçu  une  impulsion  quelconque, 

73. 
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c'est  une  question  qui  ne  dépend  que  des  principes  ordinaires  de  la 
Dynamique,  et  qui  ne  demande  d'autres  secours  que  ceux  que  l'Analyse 
elle-même  peut  fournir. 

J'ai  donc  cru  que  ce  serait  un  travail  avantageux  aux  progrès  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  deux  sciences  que  de  chercher  une  solution  tout  à 
fait  directe  et  purement  analytique  de  la  question  dont  il  s'agit;  c'est 
l'objet  que  je  me  suis  proposé  de  remplir  dans  ce  Mémoire;  les  difficultés 
qu'il  présente  m'ont  arrêté  longtemps,  mais  enfin  j'ai  trouvé  moyen  de 
les  surmonter  par  une  méthode  assez  singulière  et  entièrement  nouvelle, 
qui  me  parait  digne  de  l'attention  des  Géomètres. 

Le  mérite  de  ma  solution,  si  elle  en  a  quelqu'un,  consiste  donc  unique- 
ment dans  l'Analyse  que  j'y  emploie,  et  qui  renferme  différents  artifices 
de  calcul  assez  remarquables,  ainsi  que  plusieurs  formules  nouvelles  et 
utiles  dans  bien  des  cas;  c'est  par  cette  raison  surtout  que  j'espère  qu'on 
me  pardonnera  d'avoir  entrepris  de  traiter  un  sujet  qui  a  déjà  été  si 
savammemt  discuté  par  deux  des  premiers  Géomètres  de  ce  siècle. 
D'ailleurs  mes  recherches  n'ont  rien  de  commun  avec  les  leurs  que  le 
Problème  qui  en  fait  l'objet  ;  et  c'est  toujours  contribuer  à  l'avancement 
des  Mathématiques  que  de  montrer  comment  on  peut  résoudre  les  mêmes 
questions  et  parvenir  aux  mêmes  résultats  par  des  voies  très-différentes; 
les  méthodes  se  prêtent  par  ce  moyen  un  jour  mutuel  et  en  acquièrent 
souvent  un  plus  grand  degré  d'évidence  et  de  généralité. 

Lemme. 

I .  Soient  neuf  quantités  quelconques  x,  y,  z,  x' ,  y' ,  z',  x",  y",  z",  je 
dis  qu'on  aura  cette  équation  identique 

(  x  y'  z"  -+-  y  z'x"  4-  z  x'y"  —  x  z' y"  —  y  x'z"  —  z  y'x"  f 
=  <x2-h  y  4-  z2  )  [x'2  +  y'2  -+-  z'2)t  x"2  +  y"2  -+-  z"2  ) 

-+-  2  f  xx'  -t-  y  y'  -+-  z  z'  )  i  xx"  ■+-  y  y"  -+-  zz")   x'  x"  -+-  y' y"  -+-  z'z" 

—  i  x2  -+-  y1  -h  z2  )  (x'x"-h y' y" -\- z' z" )2 

—  [x'2-\-  y'7  -i-  z'2 1  (xx" -\- yy"  -t-  zz"  - 

—  .*-'"--+-  )•"--+- z'"  (xx'  -+-  yy'  -h  zz'  •'. 
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2.  Corollaire  I.  —  Donc,  si  l'on  a  entre  les  neuf  quantités  précé- 
dentes ces  six  équations 

X2  _j_  yi  +  Z2  =a>      x'x"-\-  y'y"-+-  z'z"=  b, 

x'-i  _,_  y  2  _+_  zii  _  a' j       xx"  -+-yy"  -+-  zz"  —  b', 
x"2  -f-jr"2  -f-  z"2  =  a",     xx'.+yy'  -+-  zz'  =  6", 

et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

l—  y'z"—  z'y",    ■n  =  z'x"~x'z",     ^~  x'y"  —  y' x" , 


°>=V>aa'a"+  i.bb'b"-  ab'-a'h"-  a"b"\ 
on  aura 

x\  +  yn  -h  zt  —  p. 

On  aura  de  plus  les  équations  identiques  suivantes 

x'  l  +y'n  +  z'Z  ■    o,    x"\  -+-  y" -n  -+-  z"t  =  o,    £a  -h  rf  ■+■  Ça  =  '/'«"  -  62, 
)•'  'Ç  —  z'r,    =  bx'  —  a'x",     y"  'C  —  z"n  :    a" x'  —  bx" , 
z'I  —  x%  =  by'  —  a'y",     z"£— *"Ç      a"y'—by", 
x'-i)  —y''i       bz'  -  a'z",      x"r,  —  y"'i       a"z'       bz", 

qui  sont  très-faciles  à  vérifier  par  le  calcul. 

'.\.  Corollaire  II.  —  Si  l'on  prend  les  trois  équations 

x\   -+■  yr,   ■+■  zÇ  —  |3, 
xjr'  -f-  )•_)'  ■+-  zz'  =  b", 

XX    +    V)  '  -      Z  Z"  r-   />', 

et  qu'on  en  tire  les  valeurs  des  quantités  r.  v,  s,  on  aura  par  les  formule 

connues 

\   y'z"-     z'}  l>>   r,z'       :.r       I    /,  '   r.r     -r,z 


y 


\  y'z"  -    z'y'  r    : ■ ,  v'z"  +  r  x'y'       \    < 

;    :'  >           ,   :  .    I,        , 

i  y'z"—  z'y  c    z  >  i   :  :    i    | 

r',7  /,'    f  .  /,  ,  ■    h     f[.i         iy 

:         z'y"  ■    i.    :>  v'z"  1 
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loue,  faisant  les  substitutions  du  numéro  précédent  et  supposant,  pour 


aoreger, 
on  aura 


X  = 


y.       a' a" —  lr, 
Pl  +  \ a"b"  —  bb')x'  +  {a'b'—b b"  x" 


S  7]  +  [a"b"—  bb')r' -+-   a'b'  —  h  b"    r' 
y. 

|3  r  +    «"&"  -bb')z'  +  {  a'b'  -  b  b"  z  ' 


4.   Corollaire  III.  —  Si  l'on  l'ait  varier  les  quantités  x ,  r  ,  z',  a   . 
y ",  z",  en  regardant  comme  constantes  les  quantités  a  ,  a"  et  A,  el  qu'on 

suppose 

x"  dx' ■+■  y"  dy' ■+  z"dz'=  dxs, 

\dx'   +  v;<:/r'  +  £c?z'  =  t/'l, 
grfar*  +  •/;</)'"  +  Zdz"=d<p, 

on  aura,  en  vertu  des  équations  du  Corollaire  I,  ces  six  autres-ci 

x'd.r'  -\-y'dy'  -+-  z'dz'  =  o, 
x"dxr  -■-  y"dy"  -+-  z"dz"—  o, 

i  d  i       -r    7J  û?7i     H-  £ rf£     =  O, 

.?•'</.*•'  -+- y'dy"  +  z'dz"  —  ~  dm, 
x'd'c  -+-r'dr,  +  z'd'Ç  =  —  dty, 
v"d\  H-  y"dr,    -+-z"d'Ç,= —  r/o. 

el  à  Taule  de  ces  neuf  équations  on  pourra  déterminer  les  neuf  différen- 
tielles de,  dr,,  d'C.,  dx ',  dy',  dz',  dx" ,  dy" ,  dz"  par  des  opérations  et  des 
réductions  semblables  à  celles  du  numéro  précédent. 

il  n'y  aura  pour  cet  effet  qu'à  changer,  dans  les  expressions  de  r.y,  z, 
les  quantités  jS,  b',  b",  d'abord  en  o,  —  r/o,  dty,  ensuite  en  dL.  dv,,  o, 
cl  enfin  en  de>,  o,       drz,  <'l  l'on  aura 


dl 


_  x'(bdy  —  a"d'b    +  x"\bd'l  -  a'dy 


b  da>  -  <i" d<\i   •+-  y    bddi  -  -  a'd(B 

<l  i     -  '  — ■ — 
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_  z'(bdy  —  a"d<\>  )  -+-  z"(bd<\>  —  a'dy) 
x 
,   ,        id'l)  —  I  bx'  —  a!  x"  )  dts 

(IX    = 

dy'  = 

dz'  = 


df 


dz" 


x 

■r\d^  - 

bf- 

-  a' y"  )  djs 

X 

Kdty- 

-  (bz'~ 

-a'z")dm 

X 

1*9- 

-{a"x'- 

-  bx"  dw 

X 

nd<x>  - 

-{a"  y' 

-by")dxs 

X 

Cdy  - 

—    a"  z' 

—  bz"   dm 

Si  l'on  différentie  maintenant  les  valeurs  de  ce, y,  z  du  Corollaire  précé- 
dent, en  supposant  aussi  constantes  les  quantités  /3,  b',  b",  qu'on  y  sub- 
stitue  ensuite  les  valeurs  de  d\,  dr\,  d'Ç,  dx',  dy' ,  dz', . . .  qu'on  vient  de 
trouver,  et  qu'on  tasse,  pour  abréger, 


<hV      bd<f      a"d<\/,     dm  =  bdty  —  a'dy, 


on  au i'a 


_  —  tJb'dW-ï   h"d<\>)  -+-  x'jfid®  —  exb'dis)  -h  x"  $dV ■+•  a.b"drs 


dr  = 


dz 


-r,  b'dW-hb'd®    -h  y'  pd$  —  ab'dxa    -+-.r"(  £d  M  -+-  xb"dm 

a» 
-Çib'dW  +  6"d$  -hz'  $d$      xb'dts   H   z"  $dW  +  ocb"dTB) 


Et,  si  l'on  substitue  ces  videurs  ainsi  que  celles  de  .r,  v,  z  dans  ces  expres- 
sions xdy  —  ydx,  zdx  —  xdz,  ydz  zdy,  on  aura,  en  employant  les 
réductions  du  n°  2, 

xdy  —  ydx 

P(a"b"-bb')dx¥-  >  a'b'-bb"  </■!> -t- a  ,il,     .„  I,         >hl,l,    dm 

7. 

_,    bp  +  ocb'b"  d>V  i    n'p+xb'    ,n\  h   y.'j  a"b"—bb'  dm 


„   bp  +  ab'b'    dm   •    a  >    l   xb      <hV      st(3  «b'-bb     dw 
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z  dx  —  x  dz 

p{a"b'      b  l>    <l  4  -  (5 1  a'b'  -  bb" )d<$>  +  g  ( a'6"  +  a"l>/,a  - 1 b b' b"  drr, 

<x* 

,     !>$■■+ ocb'b" )d<& -h  (a"fi2-)-ocb'2)dx¥ -h  xp  a"l>"~  ht/   drr, 

-  r  — ^— 

„    b&+ocb'b"  dW  ■+-  (a'(3'+  ocb'^dQ  -  a&(a'b'  —  bb")dxs 

-*-?  — i ' 

ce 

ydz  —  zdy 

.,  (3  a"b"'—bb'  dW  —  ${a'b'  —  bb")d$  +  a {a'b'3 -+-  a"bHl  —  2 b b'b"  dm 

,  I  6(3=  +  y.b'h"  irf$  +(a'(32+  ab'*)dW  +  ocfi(a"b"  —  bb'  )dm 

X  g3 

„  (bp  +  zb' b"  :  dW  +  \  a' &  +  ocb"2  )  d(\>  -  a&  a'b'  -  bb"  dis 

4-  x'  ±-^—  ■ — ! — , 

oc3 

5.  Remarque  I.  -  -  Si  l'on  regarde  les  trois  quantités  x,  y,  z  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'un  point  M  rapporté  a  trois  axes  fixes  et 
perpendiculaires  entre  eux,  et  pareillement  les  quantités  x',  y',  z'  comme 
les  coordonnées  rectangles  d'un  autre  point  M' rapporté  aux  mêmes  axes, 
et  enfin  les  quantités  x",y",  z"  comme  les  coordonnées  rectangles  d'un 
troisième  point  M"  rapporté  aussi  à  ces  trois  axes,  il  est  visible  que  les 
quantités  a,  a ',  a",  que  nous  avons  supposées  égales  à 

x''  -+-  y-  +  z\     x'2  4-  y'-  -+-  z'2,     x"'1  -+-  y"<  -h  z"2, 

seront  les  carrés  des  distances  des  points  M,  M',  M"  au  point  commun 
d'intersection  des  trois  axes,  lequel  nous  nommerons  simplement  le 
centre  des  coordonnées;  et  il  est  facile  de  voir  de  plus  que  les  trois 
quantités 

a  -ha'  —  2  b",     a  -+-  a"  —  ib' ,     a'  -r-  a"  —  ?./>, 

lesquelles,  suivant  nos  hypothèses,  sont  égales  à 

(x  —  x'  y  -+■  (y  —  y'  )'-!-  {z  —  z'  -, 
I  x  —  x"Y+{y  —  y"  2  +  {z  —  z"  -, 
i  x'  —  x"  y  -+-  ( y'  —  y"  :-  -+-  (z'  —  z"  -, 
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exprimeront  les  carrés  des  distances  entre  les  points  M,  M',  entre  les 
points  M,  M"  et  entre  les  points  M',  M";  de  sorte  que,  nommant  h",  h',  h 
les  carrés  de  ces  distances,  on  aura 

.        a'  +  a"  —  h        .,       a  +  a"  -  h'        .„       a -h  a1  -  h" 
o  =  -  — —  i      b  — 1      o=  -  —  • 

2  2  2 

Or  si  l'on  nomme  3,  ï ,  s"  les  angles  formés  au  centre  des  coordonnées  par 
les  rayons  \  a  ,  \  a",  par  les  rayons  \fa,  \ja'  et  par  les  rayons  \a,  \ja", 
on  aura,  par  la  considération  des  triangles  dont  les  côtés  sont  \Ja' ,  \[a", 
\7i,  ou  \a,  \a,  \jh',  ou  \a,  \a',  \Jh",  on  aura,  dis-jc,  ces  valeurs 
de  //,  h  .  h' 

li  =  a'  -+-  a"—  2  y'a'«"coss, 

h'  =  a  -ha" — 2  yaa"  cose', 

h"=  a  -+-  a'  —  2y/«rt'cose"; 

donc 

h      ^«7/"cosô,     //       \<ta'cosi',     b        \/aa'cose,". 

D'où  il  s'ensuit  que  si  l'on  a  b  =  o,  b'=  o,  b"=  o,  les  trois  rayons  \<i. 
\d\  \  a"  feronl  nécessairement  entre  eux  des  angles  droits. 

Imaginons  maintenant  une  pyramide  triangulaire  qui  ait  ses  quatre 
angles,  l'un  au  centre  des  coordonnées,  les  autres  aux  points  M,  M',  M  . 
il  n'est  pas  difficile  de  prouver  que  la  solidité  de  celle  pyramide  sera 
exprimée  par  les  coordonnées  .r,  y,  z,  .r',  v',  z', .  .  .  de  celle  manière 

z   .>'  1  1    /  z'    yx"       x  )  "     +-  z"    x  y'  —  yx' 

6 

c'est-à-dire  par  la  formule 

<; 

par  conséquenl    2    cette  solidité  sera  égale  a  ,J:  d'où  l'on  voil  que  la 

quantité  (3  n'est  autre  chose  (pie  la  pyramide  dont  il  s'agit  prise  six  fois. 
\ i  1 1  - i  cette  quantité  sera  nulle  toutes  les  l'ois  (pie  la  pyramide  en  ques- 

III.  7/j 
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tion  s'évanouira,  ce  qui  arrive  lorsque  les  trois  points  M,  M',  M"  sont 
dans  un  même  plan  passant  par  le  centre  des  coordonnées. 

Comme  toute  pyramide  est  égale  au  tiers  du  produit  de  la  hase  par  la 

hauteur,  si  l'on  divise  la  quantité  ë  par  l'aire  du  triangle  qui  a  ses  trois 

angles,  l'un  au  centre  des  coordonnées,  les  deux  autres  aux  points  M' 
et  M",  on  aura  la  perpendiculaire  menée  de  l'autre  point  M  sur  le  plan 
de  ce  triangle;  or  puisque  ce  même  triangle  est  formé  par  les  deux 

lignes  \Ja',  \Ja" ,  qui  forment  entre  elles  l'angle  i,  on  aura 


pour  son  aire;  mais  on  a 

b  =  y/ a' a"  cose; 
donc  cette  aire  sera  (3) 


\Ja'a"—  b'2 \ja. 

3 
donc  Xz  sera  la  valeur  de  la  perpendiculaire  menée  du  point  M  sur  le 

s/oc 

plan  passant  par  le  centre  des  coordonnées  et  par  les  deux  autres  points  M 
et  M". 

De  plus-;  si  l'on  imagine  par  le  même  centre  des  coordonnées  deux 

autres  plans,  l'un  perpendiculaire  au  rayon  \Ja!  du  point  M',  l'autre  per- 
pendiculaire au  rayon  \ja"  du  point  M",  on  verra  aisément  que  la  dis- 
tance perpendiculaire  du  point  M  sur  le  premier  de  ces  plans  sera  repré- 
sentée par 

V  asinigo0  —  e")  =  y/a  cose''; 

et  que  la  distance  perpendiculaire  du  même  point  M  sur  l'autre  plan  le 
sera  par 

V  a  sin  1 900  —  e'  )  =  y  a  cos  e'  ; 

donc,  puisqu'on  a  trouvé  plus  haut 

b' =z  sj'a a" cose'     et     b"  =  y/rt«'cose", 
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b" 
on  aura      =   pour  la  distance  perpendiculaire  du  point  M  au  premier 
y  a. 

h' 
plan,  et  —      pour  la  distance  perpendiculaire  du  même  point  au  second 

si  a" 
plan. 

6.  Remarque  II.  --Si  l'on  imagine  qu'aux  points  M,  M',  M"  il  y  ait 
des  corps  de  masses  données,  et  qui  soient  unis  ensemble  par  des  verges 
inflexibles  ou  autrement,  de  manière  qu'ils  soient  obligés  de  garder  tou- 
jours entre  eux  les  mêmes  distances  \h,  \h',  \h',  et  qu'on  suppose  de 
plus  que  ces  corps  puissent  tourner  dans  tous  les  sens  autour  du  centre 
des  coordonnées,  sans  néanmoins  que  leurs  distances  à  ce  centre  \[â, 
\a\  \a"  varient,  il  est  clair  qu'on  aura  le  cas  du  Lemme  et  de  ses  Corol- 
laires, et  qu'on  pourra  appliquer  au  mouvement  de  ce  système  les  foi- 
mules  que  nous  y  avons  données.  Ainsi  l'on  pourra  ramener  le  mouve- 
ment du  corps  M,  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  aux  mouvements 
des  corps  M'  et  M",  dont  les  coordonnées  sont  x\  y',  z',  .r",  y",  z". 

En  général,  si  l'on  a  un  système  d'autant  de  corps  qu'on  voudra,  dis- 
posés de  manière  qu'ils  soient  forcés  de  conserver  toujours  les  mêmes 
distances  tant  entre  eux  qu'à  l'égard  d'un  point  donné,  les  formules  ci- 
dessus  serviront  à  rapporter  le  mouvement  de  chacun  de  ces  corps  aux 
mouvements  de  deux  quelconques  d'entre  eux  pris  à  volonté;  car  pre- 
nant a-',  y',  z'  et  .r",  y" ',  z"  pour  les  coordonnées  rectangles  de  ces  deux 
corps,  que  je  désignerai  par  M'  et  M",  et  nommant,  en  général,  .r,  v.  r 
les  coordonnées  d'un  autre  corps  quelconque  M  du  système,  on  pourra 
exprimer  tant  les  variables  .r,  v,  r-  que  leurs  différentielles  dx,  dy,  riz 
par  les  seules  \  ariables  x\  y'.  ?',  se",  y",  z"  et  <7^,  r/>,  <!■,,   lesquelles  se 

rapportent  uniquement  aux  corps  M  et  M".  Kl  l'on  remarquera  que  les 

constantes  a',  a",  />,  et  par  conséquent  aussi  h  et  y.  seront  les  mêmes 
pour  tous  les  coi  ps  M  .  puisqu'elles  ne  dépendent  (pie  (le  la  position  des 

corps  M' et  M";  mais  que  les  constantes  a,  l> ,  h",  et  par  conséquent 
aussi  (3,  b'%  b  ,  seront  différentes  pour  chaque  corps  M.  puisqu'elles 
dépendent  de  sa  situation  il  l'égard  des  corps  M    cl  M' . 

Au  reste,  si  dans  les  formules  du  Corollaire  111  nous  a\ons  supposé  les 

11 
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quantités  a,  a',  a",  b,  b' ,  b"  constantes,  ce  n'a  été  que  pour  plus  de  sim- 
plicité et  parce  que  cette  supposition  était  suffisante  pour  notre  objet; 
car  d'ailleurs,  si  l'on  voulait  regarder  ces  quantités  comme  variables,  il 
n'y  aurait  qu'à  employer,  au  lieu  des  équations 

x'dx'  -+-y'dy'  +  z'dz'  =  o, 
x"dx"-h  y"dy"  -\-  z"dz"=  o, 
\d\   -+-  yj  dn  -t-  £ d'Ç  =  o, 

x'dx"  -*-  y'dy"  +  z'dz"  =  —  dm, 


celles-ci 


x'dx'  +  y'dy'  +  z'dz'  =  — -, 

uj  ,,        „j  „        ,tj  „      da" 
x  dx  -+-  y  dy  -+-  z  dz  = ? 

2 

\d\    -^ndr.    +Cdl   =--— , 

2 

x' dx"  +  y'dy"  -+-  z' dz"  ---.  db  —  dm, 
et  ensuite  avoir  égard  à  la  variabilité  des  coefficients 

,3       a"b"—bb'        a'b'—bb' 

_,      ,     

XX  X 

dans  la  différentiation  des  valeurs  de  x,  y,  z;  on  trouverait  ainsi  des  for- 
mules analogues  à  celles  du  Corollaire  cité,  et  qui  pourraient  être  utiles 
dans  quelques  occasions. 

7.  Remarque  III.  -  -  Si  dans  les  équations  du  n°  2  on  suppose 

a  =  a'  =  a"  =  i 


et 

on  aura 

de  là  on  aura  (S 


b  =  b'  =  b'  =  o, 

(3  =  i     et     x  =  i  ; 

■*'  =  £>   y  =  m>    z  =  K, 


savoir 

x=y'z"  —  z'y",     y=z'x"  -  x'z",     z  —  x'y"  —  y'x' 
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et  l'on  trouvera  de  même,  par  la  simple  analogie, 

x'=y"z —  z"y,     y'  =  z"x —  x"z,     z'  =  x"y —  y"x, 
x"—yz'  — zy' ,     y"=zzx'  —  xz' ,      z"=xy'  — yx' . 

Et  si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  para?, y,  z,  x  ,  y ',  z', 

et  qu'on  les  ajoute  ensemble  trois  à  trois,  on  aura,  en  vertu  du  Lemme, 
ces  nouvelles  formules 

x*  -+-  x'2  +  x"2  =  i ,     xy  +  x' y'  -+-  x"y"=  o, 

,.:  _,_  y'-i  -Jry"-  —  |  ,       XZ  -h  x'z'  -+-  x" z"  =  O, 

z2  -+-  z'2  -+-  z"2  =  i,     yz  -+- y' z'  -\-y"z"  =  o, 

qui  pourront  aussi  nous  être  utiles  dans  la  suite. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  dans  cette  hypothèse  résoudre  les  six  équa- 
tions du  n°  2,  c'est-à-dire  déterminer  six  des  neuf  quantités  oc,  y,  z,  x', 
y',  z',...  par  les  trois  autres,  on  y  parviendrait  aisément  à  l'aide  des  for- 
mules précédentes;  car  supposons  que  les  trois  données  soient  x, y,  x  . 
on  aura  d'abord  par  la  première  équation  du  n°  2 


Z  =  y/l  —  x'  —  y-, 

ensuite  la  première  des  équations  trouvées  en  dernier  lieu  donnera 


>  1  i  —  x' 


■■'■■ 


Connaissant  ainsi  les  cinq  quantités  x, y,  z,  x' ,  x",  on  trouvera  les  quatre 
autres  à  l'aide  des  équations 

x'y"  —  yx  ",     y  —  z'x" —  x'jf", 
xy  +  x'y    ■  x"y"      o, 
xz  -+-  x'z'  -+-  x" z"  =  o, 

lesquelles  donnent 

x'z        i    i    \  ,        x" y  -    x  x' z 

)■ —  5  Z      = » 

a?"-+-a  x'2  +  x"2 

'  '   '  .        î*         '.'■'■'  ~ . 
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Problème. 

8.  Déterminer  le  mouvement  d'un  corps  de  figure  quelconque  qui  n'est 
animé  par  aucune  force  accélératrice,  et  qui  est  seulement  retenu  par  un  de 
ses  points,  autour  duquel  il  peut  d'ailleurs  tourner  dans  tous  les  sens. 

Solution.  —  Je  considère  le  corps  proposé  comme  l'assemblage  d'une 
infinité  de  corpuscules  ou  points  massifs  unis  ensemble  de  manière  qu'ils 
gardent  toujours  nécessairement  entre  eux  les  mêmes  distances;  et  pour 
connaître  le  mouvement  de  ce  système,  j'imagine  trois  axes  fixes  et  per- 
pendiculaires entre  eux,  qui  passent  par  le  point  du  corps  qu'on  suppose 
demeurer  immobile,  et  auxquels  je  rapporte  la  position  de  chaque  parti- 
cule iïm  du  corps  par  le  moyen  de  trois  coordonnées  oc,  y,  z  parallèles  à 
ces  mêmes  axes.  J'aurai  par  les  principes  de  mécanique,  à  cause  que  le 
système  est  supposé  libre  autour  d'un  point  fixe,  et  qu'il  n'est  d'ailleurs 
sollicité  par  aucune  force  étrangère,  j'aurai,  dis-je,  sur-le-champ  ces 
trois  équations 

•^  Ixdy  —  ydx\ 


^  /  z  ax  —  x  az  \ 

21  Zi\ dT >^"  =  B' 

...  V  / ' ydz—  zdy  , 

S,  2,1 dt )ôm  =  C' 

auxquelles  on  peut  joindre  cette  quatrième 


V 

dt 

(z 

dx 

x  dz 

\ 

dt 

(> 

■dz 

— 

z  dy 

(A 


i 


dx'  -+■  dy-  ■+-  dz- 


^y       II      )*»>-=&■ 


Dans  ces  équations  les  quantités  A,  H,  C,  D  sont  des  constantes  arbitraires 
dépendantes  de  l'état  initial  du  corps,  dt  est  l'élément  du  temps,  et  "S 
est  le  signe  d'intégration  relativement  aux  différentes  particules  dm  du 
corps. 

Les  trois  premières  équations  résultent  de  ce  principe  connu  que  : 
dans  tout  système  de  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  ma- 
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nière  quelconque,  et  qui  sont  de  plus,  si  l'on  veut,  animés  par  des  forces 
tendantes  à  un  point  fixe,  ou  assujettis  de  quelque  manière  que  ce  soit  à 
se  mouvoir  autour  d'un  tel  point,  la  somme  des  différentes  aires  ou  sec- 
teurs que  chaque  corps  décrit  relativement  à  un  plan  fixe  quelconque, 
multipliés  chacun  par  la  masse  du  corps  qui  le  décrit,  est  toujours  pro- 
portionnelle au  temps;  de  sorte  que  la  somme  des  produits  des  aires  élé- 
mentaires par  leurs  masses  respectives,  divisée  par  l'élément  du  temps, 
est  nécessairement  une  quantité  constante.  Ce  principe  est  facile  à  démon- 
trer dans  tous  les  cas,  mais  surtout  dans  le  cas  présent,  où  il  suffît  de 
considérer  que  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces 

d\x  .  d'y  .  d7z  , 

— j— •  dm,      —. ,'     om,      —:—ot)i 
dt1        '       dt-         '      dt1 

par  rapport  à  un  axe  quelconque  doit  être  nulle,  ce  qui  donne  immé- 
diatement les  trois  équations 


1 
2( 


x  (/')•  — yd*x 
dt- 


om  =  o, 


z  d-x  —  x  d2z\  . 
yd2z  —  z  d'r\  , 

dont  les  irois  premières  équations  ci-dessus  ne  sont  que  les  intégrales. 

\  l'égard  de  la  quatrième  équation,  elle  renferme  le  principe  très- 
connu  de  la  conservation  des  forces  vives;  on  pourrait  la  déduire,  dans 
le  cas  présent,  des  Irois  précédentes  à  l'aide  des  dillerentiations  el  d'une 
nouvelle  intégration,  comme  nous  le  ferons  voir  plus  bas;  mais  puis- 
qu'elle présente  une  intégrale  tonte  trouvée,  nous  nous  en  servirons  pour 
Simplifier  notre  solution.  Tonte  la  difficulté  8e  réduit  donc  à  déterminer 

le  mouvement  du  corps  par  le  moyen  de  ces  équations,  el  c'est  dans  cette 
détermination  que  consiste  uniquement  le  mérite  de  ma  solution,  si  elle 
en  a  quelqu'un. 

Il  est  clair,  par  la  dernière  Remarque,  que  les  formules  trouvées  dans 
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les  nos  2  et  suivants  s'appliquent  naturellement  au  Problème  dont  il 
s'agit.  Pour  eela  il  n'y  a  qu'à  prendre  dans  l'intérieur  du  corps  deux 
points  quelconques  M'  et  M",  pour  lesquels  les  coordonnées  soient  x\  v', 
:■',  oc",  y",  z"\  et  comme  la  position  de  ces  points  est  a  volonté,  il  sera 
bon  de  les  prendre  tels  que  leurs  distances  au  point  fixe,  qui  est  en  même 
lemps  le  centre  des  coordonnées,  soient  toutes  deux  égales  à  i,  et  que 
de  plus  les  rayons  menés  de  ce  centre  aux  mêmes  points  fassent  entre 
eux  un  angle  droit;  on  aura  de  cette  manière  (5 

a'=i,     a"=\,     e  =  900, 
donc  (3) 

b  -—  o,     oc  =  i. 

De  plus,  si  l'on  nomme  r  la  distance  de  la  particule  dm  au  plan  qui 
passe  par  le  point  fixe  et  par  les  deux  points  donnés  M'  et  M",  q  la  dis- 
lance de  cette  même  particule  a  un  plan  passant  par  le  point  fixe  et  per- 
pendiculaire au  rayon  du  point  M',  et  enfin  p  la  distance  de  la  même 
particule  à  un  plan  passant  aussi  par  le  point  fixe,  mais  perpendiculaire 
au  rayon  du  point  M",  on  aura  (5) 

P  =  r,     b"  =  q,     b'  =  p. 

Et  il  est  clair  que  les  trois  quantités/?,  q,  r  ne  seront  autre  chose  que  les 
coordonnées  rectangles  qui  donnent  la  position  de  chaque  particule  dm 
par  1-apport  à  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux,  passant  par  le  point 
fixe  du  corps  et  demeurant  toujours  fixes  au  dedans  du  corps;  en  sorte  . 
que  ces  quantités  ne  seront  variables  que  pour  les  différentes  particules, 
mais  seront  toujours  constantes  pour  une  même  particule  pendant  le 
mouvement  du  corps. 

Faisant  donc  ces  substitutions  dans  les  formules  des  nos  3  et  4,  on 
aura  d'abord 

#  =  \r  -+-  x'q  -4-  x"p, 

r  =>if  +  x'q  -+■  r  "p, 
z  =  lr  -4-  z'q  -+-  z"p; 
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ensuite,  à  cause  de  d$  —  —  dty  et  dT  =  —  df, 

dx~  \  p  do  4  q  dty)  —  x'(rdty  -+-  p  dm  H-  x"  (q  dm  —  rdy  , 
dy  =  /]  {pdy  4-  q  dty  )  —  y'{rdty  -h  p  dm  -*-y"  {q  dm  —  rdy), 
dz  =Ç(pd<p  4-  q d<\i    --  z'  (rdty  -hp  dm)  4-  z"  (  q  dm  —  rdo  ; 

et  enfin 

xdy —  ydx~   —   'Ç  [qrdo  — prd<\>  —  (p*  -hq2)dm] 

4-  z'  [pq  d<]i  4-  (p-  4-  r2)  do  —  qrdm] 

—  z"  [pq  do  4-  I  q!  4-  ''2  \d<\>  4-  prdm], 

z  dx  —  x  dz  =  —  r,  [qr  do  —  pr  dty  —  {p2  -+-  q2)  dm] 
4-  f  [pq  d'h  +  (p2  4-  r2)  do  —  qrdm] 

—  )'"  [pqdo  4-    </J  +  r2)rf^  -+-/»'^gt], 

v  f/î  —  r  r/)-  =r  —   £  [<jr  rf<p  —  prdty  —  (/j2  4-  ry2 ;<:/îtt] 
4-  x'  [pqd<\>  4-  (/>2  4-  r2)  do  —  qrdm] 

—  x"  [pq  do  4-    q2  -+-  /■  rf^1  -l-  prdm]. 

Donc,  si  l'on  multiplie  ces  trois  dernières  équations  par  5m,  qu'ensuite 

on  les  intègre  par  rapport  à  la  caractéristique  ^?>  en  ne  taisant  varier 

<|uo  les  quantités  p,  q,  r,  et  regardant  les  antres  comme  constantes,  et 
qu'on  tasse,  pour  abréger, 

2_.'l'''n'       1'"'  7  prdm  =  G,  ^.1"I'J>"       "> 

^  02-+-rJ  ô/n       L,     ^  p' -+- r1)  dm  =  M,     ^  /;       </    5/n       \. 

•m  aura,  en  vertu  <l«'s  équations    i  »  (a),  (3)  ci-dessus,  ces  trois-ci 

[-Ç  (pÔ      G^-N^ 

'     \        r//  ^//  r//  y 

\      '//  dt  (Il  J 

(      do         .    d'L        ..  dm  \ 

—  z      H     .     4-  I.     ,     -'   G    ,  A, 

\        dl  dl  dt  j 

III.  75 
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(6 


(7) 


—   Vj 

('S 

dt 

—  N— r- 

dt 

-+-  y 

■(■S 

+  M-r!- 

dt 

"FW 

—y' 

•(-S 

+  6£ 

- 1 

('S 

-Ni 

dt 

-+-  x' 

(■s 

+  m4? 

dt 

,B, 


<ft  <ft  aff 


Os  équations  étant  élevées  chacune  au  carré,  et  ensuite  ajoutées  en- 
semble, donnent  d'abord  (en  vertu  des  formules  du  n°  2,  et  à  cause  de 
a' =  i,  a"=i,  b  =  o)  celle-ci,  où  les  quantités  oc',  y',  z  ,  x",...  ne  se 
trouvent  plus, 

F^-G^-N^ 
dt  dt  dt 

De  plus,  si  l'on  ajoute  ensemble  les  carrés  des  valeurs  de  dx,  dy,  dz 
trouvées  ci-dessus,  on  aura,  en  ayant  égard  aux  mêmes  formules  du  n°  2, 

dx2  +  dy2  -+-  dz-  r=  (  p  dy  +  q  d^\/  f2  +  i  /</'.{;  +  p  </îd  )*  +    (/  a?  et  —  /' dy  )! 
=  (  p2  +  r2  )  J92  +  f  q2  -+-  /•'•' )  d'Y2  -+-  [p3  -+-  q2  ;  dm2 
-I-  2^*7  dodty  -h  iprd'tydm  —  iqrdodm; 

donc  multipliant  par  iïm,  intégrant  par  rapport  à  la  caractéristique]^]? 
et  faisant  les  substitutions  ci-dessus,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (4)f 
celle-ci 

„  dm2       .  d^2       XT  dm2  T1  Jo  dd>  ~  dû/  dis  „  do  dm       n, 

'  q  )      M  -j2-  +  L  -^-  -f-  N  -5 h  2H  -X  ->--  +  iiG  -ji  -= 2F-r--r  =  D*. 

rf/-  ofP  rf/*  rf/    a7  c//    dt  dt    dt 

Ainsi  voilà  déjà  deux  équations  (8)  et  (9)  qui  ne  renferment  que  les 
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•     •  do    d<\>     dm  i  11  , 

trois  inconnues  -j-,  -j-i  -r-->  et  par  lesquelles  on  pourra  par  conséquent 

déterminer  deux  quelconques  d'entre  elles  par  la  troisième. 

Faisons  pour  plus  de  simplicité 

=  _F$+G^+N^, 

dt  dt  de 

.,    do  di)        _,  dm 

=    H   ^+L^+Gfe 
dt  dt  dt 

et  les  deux  équations  dont  nous  venons  de  parler  pourront  se  mettre 
sous  cette  forme  assez  simple 

/  '/:■  +  p.2  +  v2  =  A2  -+-  R-  +  O, 

■  i  .  dm  do  d^        ■ 

\'-dt-^JlTt+v-dt=^ 

Tirant  donc  des  trois  équations  ci-dessus  les  valeurs  de    -.->   -^-»   -5- 

1  of      <//       dt 

en  À,  jLt,  v,  et  les  substituant  dans  la  seconde  des  deux  équations  (11), 
on  aura  deux  équations  en  À,  f/.,  v  à  l'aide  desquelles  on  pourra  déter- 
miner, par  exemple,  les  valeurs  de  ju.  et  v  en  À;  de  sorte  qu'il  ne  restera 
plus  qu'à  connaître  ).. 

Pour  cela  je  reprends  les  trois  équations  (5),  (6),  (7),  lesquelles  par 
l'introduction  des  quantités  X,  u.,  v  se  réduisent  à  celte  forme 

/  Cl  4-  2 'y.  —  2"v  =  A, 

'  £/.  h-  x'  \j.  —  x"v      C; 

et  ajoutant  ensemble  ces  équations  après  les  avoir  multipliées,  la  pre- 
mière par  'Ç,  la  seconde  par  y;,  et  la  troisième  par  §,  j'ai  par  les  formules 

du  11"  2 

J'aurai  de  même  en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  dç, 
dy,  <-/£,  ei  les  ajoutant  ensuite  ensemble,  en  avant  égard  aux  formules 

du  M"  ï. 

u  d  l  +vrf<p        \  di       \\d(,    l-Cd 

t5. 
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Mais  l'équation  précédente  donne  par  la  différentiation 

dï  =  Adi:-{-Bdn  -+-  C  c/  S  ; 

donc  on  aura 

dl  =  —  fidty  -h  y  do, 

et  par  conséquent 

d). 
i  »  -j- -j-  =  dt. 

dû    p      do 

~  P  TTT  '    V  lit 


k  ■      -  dû      .    do  ,  ,  -,  .  . ., 

Ainsi,  comme    -jj  et  —,~  sont  donnes  en  X,  y.,  v,  et  (jue  u.,  v  sont  déjà 

connus  en  X,  celle  équation  ne  contiendra  (jue  les  deux  variables  /  et  X 
déjà  séparées,  et  donnera  par  conséquent  par  l'intégration  la  valeur  de  t 
en  X,  et  vice  versa  celle  de  X  en  t;  ainsi  l'on  connaîtra  les  quantités  X,  a,  v 
par  des  fonctions  du  temps  t. 

Pour  pouvoir  connaître  maintenant  le  mouvement  de  chaque  point  du 
corps,  nommons,  comme  ci-dessus,  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rec- 
tangles qui  déterminent  la  position  instantanée  d'un  point  quelconque 
donné  du  corps,  dans  l'espace,  et  soient  de  mëmep,  g,  r  les  coordonnées 
rectangles  qui  déterminent  la  position  du  même  point  dans  le  corps 
même;  on  aura  donc  comme  ci-devant 

x  =  %r  -\-  x'q  +  x"  j), 

y  -    nr+r'q  +  y"p, 
z  —  'Çr  -h  z'q  +  z"  p, 

d'où  l'on  tire  d'abord  l'équation 

(l4)  &  -r  y2  -+-  Z2  =r  p1  -+-  q:  +  /-'. 

Ensuite,  faisant,  pour  abréger, 


P: 

=  pq 

do 
dt 

+  pr 

dm 
HT 

■+- 

f 

+  ra 

dû 
W 

Q 

=  qr 

dm 
HT 

—  pq 

dû 

HT 

— 

p1 

+  v' 

do 

-à* 

1!: 

=  qr 

do 
HT 

~pr 

dû 

HT 

— 

y 

+  q* 

dm 

HT' 
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on  aura  aussi 

ydx  -  xdy  —  (ÇR  +  z'  Q  -\-  z"P)  dt, 

xdz  —  zdx  =  {nY{  +_r'Q  -4-  y"P)dt, 

zdy  —  ydz  =  ( \ R  +  a;' Q  -+-  a?" P   rf/ . 

Ces  trois  équations,  ainsi  que  les  trois  précédentes,  étant  multipliées 
respectivement  par  les  équations  (12),  et  les  produits  étant  ajoutes  en- 
semble, il  viendra,  en  vertu  des  formules  du  n°  2,  ces  deux  équations-ci 

1 1  5  A  z  -f-  B y  +  C^  =  r)>  +  (/1t/-p, 

16     K   ydx  —  xdy   -h  B'  xdz  —  zdx)  -+-  C{zdy  —  ydz)  =    R/.  -f  Q  y       Pv  <//, 

lesquelles,  étant  combinées  avec  l'équation  fi4)  ci-dessus,  serviront  à 
déterminer  les  trois  inconnues  x,  y,  z. 

Je  remarque  d'abord  que  si  les  deux  constantes  arbitraires  H  et  C 
étaient  nulles,  la  détermination  dont  il  s'agit  n'aurait  aucune  difficulté; 
car  faisant,  pour  abréger, 

9   =  r'i.  ■+  <j y.       pv, 
0  =  RX  +  Q/a  — Pv, 

n2  =  p2  -+-   q2  -t-  r' 

(5  et  (-)  étant  des  fonctions  connues  de  l,  et  «  une  constante  qui  exprime 
la  distance  du  point  donné  du  corps  au  centre  autour  duquel  il  se  meut), 
l'équation    1  5)  donnera  d'abord 

et  l'équation    \  \  t  donnera 
Ensuite  l'équation    i<i   donnera 


laquelle  étanl  divisée  pur  la  précédente,  on  aura  celte  équation  intégrable 

ydx       >  (h  \  <-)c// 


Z=     V 

X2 

y*     'n 

un 

■r;i 

1 

r" 

'> 

xdy 
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Soit  donc,  pour  abréger, 

./  A2«2-ÔJ' 


et  l'on  aura 


<l'où,  à  cause  rie 


Aiddt 
f  =  tangT, 


A3»2— 0' 

^2  +  r!  =  — n —  ■ 


on  tire 


jA'n'—fr        _               i/A2n2  — 62    .    _ 
x=z- eosT,     j=  ï t sinl. 


Mais,  pour  ne  pas  borner  notre  solution  au  cas  de  B  =  o  et  C  =  o,  je 
vais  résoudre  les  trois  équations  (i4).  (i5)  et  (16)  dans  toute  leur  gé- 
néralité. 

Je  fais  pour  cela 

k*  =  A2  +  B2  +  C2 

et 

A  B  .  ^ 

J  =    .- „       „  ■>      g=  - —  ?      h  — 


v/A'-f-BM-C2        °       y/A2  +  B2  +  C2  v^'  +  B'^  +  C2' 

d'où 

k  =  kf,      B  =  hg,      C  = /,7*; ; 

en  sorte  qu'on  ait 

f  +  g*  +  h*  =  i, 

et  je  prends  six  autres  quantités/',  g',  h',/",  g",  h",  entre  lesquelles 
et  les  trois  quantités/,  g,  h  j'établis  les  mêmes  rapports  qu'entre  les 
quantités  oc,  y,  z,  x',  y',  z ',  x",  y",  z"  du  n°  2,  en  y  supposant 

a  =  a'  =  a"=i     et     b  =  b'=b"=o; 

j'aurai  donc  aussi  entre  ces  mêmes  quantités/,  g,  h,/',  g', . . .  des  rela- 
tions analogues  à  celles  qu'on  a  trouvées  dans  le  n°  7  entre  x,  y,  z,  x', 
y',...,  en  sorte  que  prenant  à  volonté  les  trois  quantités/,  g,/',  on 
pourra  par  leur  moyen  déterminer  les  six  autres. 


DE  ROTATION   D'UN  CORPS  DE  FIGURE  QUELCONQUE.     599 

Cela  posé,  je  suppose  encore 

f  z  ~*~  8 '  X  +  hsc  —  Z, 
f'z-hg'y  +  h'x  =  Y, 

f"z+g''y  +  h"x  =  X; 

j'aurai  d'abord,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trois  équations, 

z1  +  j2  -f-  x'  =  Z2  +  Y2  -f-  X2, 

;i  cause  des  relations  établies  entre  les  quantités/',  g,  h,/',  g',  h',...  (2); 
ainsi  l'on  aura  par  l'équation  (i4j 

X2  +  Y2+Z2=z/r. 

Ensuite  l'équation  (i5)  deviendra 

kZ  =  6. 

Or  si  l'on  cherche  la  valeur  de  YdX  —  XdY,  on  la  trouvera  égale  à 

g' h"  -  h' g")  iydx  —  xdy)  -h   h'f"  -  f'h"     xdz  —  z  dx 
+  (f'gtt-g,f"){zdr-ydz); 

mais,  par  les  formules  du  n°  7,  on  aura 

g'h"-h'g"=f,     h'f"-f'h"=g,    f'g"- ■■  hT      h, 

donc  l'équation  fi6)  deviendra 

/.    W\       \</\        (-),//. 

Ainsi  l'on  a  maintenant  entre  X,  Y  et  Z  les  mêmes  équations  qu'on  a 
nies  ci-dessus  entre  x,  v,  ;  dans  le  cas  de  B  =  o  et  C  =  o,  avec  cette 
seule  différence  qu'il  y  a  ici  £  a  la  place  de  A.  On  aura  donc  sur-le-champ 

v/.'/i2-Ô2        _       .         J¥nl      g»    .    ...       _       0 
X=v v—   -rosi,      \  -ni  I ,      /  .- 

n  li  h 

A\;nit  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  on  tirera  des  formules  précédentes  celles 

de  a  ,  v,  z,  cl  l'on  aura  (7)  par  les  relations  qui  doivent  avoir  lieu  entre 
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les  coefficients/,  g,  h,/',  g',  h',... 

x  =  hZ  +  h'Y  +  h"\, 
r  =  gZ  +  g'Y  +  g"X, 
z=/Z+/'Y+/"X. 

Il  faut  remarquer  <jue  la  quantité  f  demeure  indéterminée;  de  sorte 
qu'on  pourra  lui  donner  telle  valeur  qu'on  voudra,  sans  déroger  en  rien 
à  la  généralité  de  la  solution. 

9.  Remarque  I.  -  -  Si  l'on  tire  des  trois  équations  (ioj  du  numéro 
précédent  les  valeurs  de  -jj,  -p-,  -^5  on  aura,  en  faisant,  pour  abréger, 

A  =  LMN  -  2FGH  -  F2L  -  G2M  -  H2N, 

ces  expressions 

tf?  _  (GH  +  FL)^  +  (LN  — G'j^  — (FG  +  H.N   v 
dt  ~  A 

d<\>  __  -  (  FH  ■+-  GM  )  l  —  (  FG  h-  HN  )  ^  -+  (  MN  -  F    v 
~di~~  A 

dv  _  (_LM  —  H2)  > .  -f-  (GH  -f-  FL )  p :  —  (  FH  +  GM  i  v 
dt~  A 

qui,  étant  substituées  dans  la  seconde  des  équations  1 1 1),  la  réduiront  à 
cette  forme 

LM  -  H2  .         LN  -  G2  MN  -  F2   , 

GH  -+-  FL  ,  FH  +  GM  ,  FG  +  HN 

+  2  r —    -Au  —  2 - /.v  —  2  r u.v  =  E-; 

A  '  A  A 

et  cette  équation,  étant  combinée  avec  cette  autre 

>.2  -4-  p.3  H-i/2  =  k\ 

servira,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  à  déterminer  \x  et  v  en  / ,  ou,  en 
général,  à  déterminer  X,  p.  et  v  par  une  même  indéterminée  quelconque. 
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En  effet,  si  l'on  fait 

\x  —--  si,     v  —  II}., 

et  qu'on  divise  les  deux  équations  l'une  par  l'autre,  la  quantité  À  s'en 
ira,  et  l'on  aura  une  équation  du  second  degré  entre  s  et  u,  par  laquelle 
on  pourra  déterminer  u  en  s;  ensuite  on  aura  par  la  dernière  équation 

/.- 

1  = 


V/H-52+  II' 

et  de  là  on  connaîtra  les  trois  quantités  À,  \x,  v  en  s,  dont  les  valeurs 
étant  substituées  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i3),  on  aura 
une  équation  séparée  entre  s  et  t,  par  laquelle  on  déterminera  s  en  /  et 
vice  versa. 

Mais,  comme  de  cette  manière  on  tombe  dans  une  équation  un  peu 
compliquée  à  cause  des  doubles  signes  radicaux  que  les  expressions 
de  À,  (X,  v  doivent  renfermer,  il  est  bon  de  voir  comment  on  peut  parve- 
nir à  des  résultats  plus  simples,  à  l'aide  de  quelques  substitutions  conve- 
nables; d'autant  plus  que  la  méthode  que  nous  allons  exposer  pourra 
aussi  être  utile  dans  d'autres  occasions. 

Il  est  visible  que,  si  l'on  prend  de  nouveau  neuf  quantités 

f,g,h,f',g',h',f",g",h", 

qui  soient  assujetties  aux  mêmes  conditions  (pie  les  quantités 

x,  y,  z,  x',  y',  z',  x" ,  y",  z" 

du  n"  2,  en  supposant 

u     a'     à      i     et    l>      l>'     b"     o, 
on  aura 

/7  ■ />   ■/■,-!    g7   •  g'ft      g"v)*-t-  /'>   •  l>':'   '  !>"■'        'i    I   •'    ■  v       /-3: 

et  comme  parmi  ces  neuC  quantités  il  en  reste  trois  d'indéterminées,  il 

cause  qu'il  n'\  a  que  six  conditions  à  remplir  (numéro  cité  .  on  pourra 

encore,  en  introduisant  trois  nouvelles  indéterminées  y.  [',  y.  faire  en 

III.  :<- 
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sorte  qu'on  ait  aussi 

«(/>  +/>.  +/"v)2+  (3(g->>  -t-  g';j.  +  g"vy  ■+-  y(  lu,  -f-  li'u.  +  A"v  2 

LM  -  H2  ,,       LN  -  G2    ,      MN  -  F2    , 

A  A        r  A 

GH  -+-  FL  ,  FH  -+-  GM  ,  FG  +  HN 

-4-  2 r Au.  —  2  -  — r Av  —  2 y.v  =  V : 

A  r  A  A 

car  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  supposer 

LM~H2=    «p   +    fif    +  ylf, 
=   xf'<   +  [3  g-'2    +  yh», 

=     «f">     +     Ç>g">    +y/<"2, 

=  «//"'  +  ?>§§'  +  yàh', 
=  «//"  +  $gg"+yhh", 

=  «f'f"-i-^g/g"-hyh'h". 

Pour  pouvoir  maintenant  résoudre  ees  équations,  je  remarque  que  les 
neuf  quantités/,  g,  h,f,  g',  h',...  auront  nécessairement  entre  elles  des 
relations  analogues  à  celles  qu'on  a  trouvées  dans  le  n°  7  entre  x,  y,  z, 
ce', y',  z',...\  d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  t'ait,  pour  abréger, 

LM  -  H2         _       LN  —  G2              _       MN  -  F2 
A  = s ,        B  = 5 ,  L  =      — A , 

GH  +  FL        .  FH  +  GM  FG  +  HN 

a  = >      b  — r >       c  — j 

A  A  A 

(il  ne  faut  pas  confondre  ces  quantités  A,  B,  C,  a,  b,  c  avec  celles  que 
nous  avons  dénotées  ailleurs  par  les  mêmes  lettres),  on  trouvera  les 
combinaisons  suivantes 

A/  +  af  +  bf"  =  af,  B/'  +  af  +  cf"  =  «/',  Cf"  +  bf  +  cf  =  xf", 
\g  +  ag'  +  bg"=pg,  Bg'-hag-hcg"  =  &g',  Cg" -4-  bg  +  cg'—fig", 
A/n-h  ah'  -4-  bli"  =  yh,     B/*'  +  ah  -+-  c/?'  ==  y  h',      Ch"  +  6/i  -+-  clï  =  yh  ". 


A 

LN 

— 

G2 

A 

M> 

f- 

■F2 

A 

GH 

+ 

FL 

A 

FH 

-4- 

GM 

A 

FG 

-4- 

HN 
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Des  deux  premières  de  ces  équations  on  tire 

f,       (A—  oc)c  —  ah  _  (A  —  a     R  —  a)  —  cû 

J     "  (R-«)6-  «c;'     ■'  (B  — a)6  — flc  "    •/' 

et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  troisième  on  aura,  après  avoir 
divisé  par /et  fait  disparaître  les  fractions,  cette  équation  en  y. 

y.  —  A  ;  (  a  —  B  j  !  a  —  C  )  —  c2  (  a  —  A  )  —  b2  (  a  —  B  )  —  a-  (  ex  —  C)  —  2  a  bc  =  o. 

Si  l'on  traite  de  même  les  équations  suivantes,  on  en  tire  celte  autre 
équation  en  /S 

(3  —  A)  ((3  —  B)({J  —  C)^-cs((3—  A)  —  62((3  —  B)  —  «3(P  —  C)  —  iabc  =  o. 

Et  les  trois  dernières  équations  donneront  pareillement  celte  équation 
en  y 

y  — A)   y-  B)(y-    ».    -c2  y— A     -  62  y  — B)-  a2(y  —  C)  —  2a6c  =  o, 

D'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  trois  quantités  a,  |3,  y  seront  les 
racines  de  celle  équation  du  troisième  degré 

p  — A)(p  — B)(p-    C   -    c2(p  — A)--  62(p-   R   —a    p  —  C)  —  iabc-    <>, 

savoir 

o3  —  (A  -+   B  H    C   p  -t-    AB  -f   AC  -+■  RC  -     rr  -  h'  -  C  p 

ABC  -+-  c*A  -4   h7 H  H   «»C  —  y-abc  =  o. 

Or  cette  équation,  étant  d'un  degré  impair,  aura  nécessairement  une  ra- 
cine réelle;  mais  je  vais  démontrer  qu'elle  les  aura  par  cela  même  toutes 
trois  réelles. 

Pour  cet  effet  je  remarque  que  si  l'on  prend  la  racine  réelle  de  l'équa- 

f       f" 
lion  dont  il  s  agit  pour  a,  les  deux  quantités  ■ ..  ei  •     seronl  nécessaire- 
ment réelles,  ce  qui  est  évident  par  les  valeurs  ei-dessus  de  ces  quantités; 

,     .  .  . ^  .       g'       B  .  Il'        Il 

et  le  vais  prouver  OU  alors  les  «manilles  '     •  '     ,   ainsi  nue    ,   ?    -,     seronl 

réelles  aussi;  après  quoi  noire  proposition  sera  démontrée,  parce  qu'on 

76 
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a,  par  la  quatrième  des  équations  ci-dessus, 


(3  =  A  +  a 


s 


et  par  la  septième 

y  =  A  -h  a -. — \-  b  -j-- 

'  il  h 

Qu'on  multiplie  la  première  des  mêmes  équations  par  la  quatrième,  la 
deuxième  par  la  cinquième,  la  troisième  par  la  sixième,  et  qu'on  ajoute 
ces  trois  produits  ensemble,  on  aura  (à  cause  de  /g -h  f  g'  ->rf"g"  =  o 
par  les  formules  du  n°  7)  cette  équation 

{Af  +  af  +  bf"){Ag  +  ag'+bg", 
+  (Bf  +  af  4-  cf')(Bg'  4-  ag  +  cg"  ) 
+  (C/"  +  bf  +  cf  )  (Cg"  +  bg  +  cg-'  )  =  o, 


c'est 

-à-dire 

en 

divisant 

par/^, 

(  A  -4-  a  y-  -4-  b 

f) 

(A  + 

g 

+  b 

g! 

')  - 

-(■f 

+  a  -f-  c 

f) 

\  g 

-4-  a 

-4-  C 

si 

g 

'■) 

+(cf 

-4-  />  -4-  C 

f) 

V  g 

-4-  b 

+  C 

si 
g 

H 

On  trouvera  de  même,  en  ajoutant  ensemble  les  produits  de  la  première 
par  la  septième,  de  la  deuxième  par  la  huitième  et  de  la  troisième  par 
la  neuvième,  et  ayant  attention  que  fh  -\-/'h'  +f"h"  —  o,  on  trouvera, 
dis-je,  celle-ci 

(  A/  +  af  +  bf"  )  (  A  h  +  ah'  +  blï  ) 
+  (  Bf  4-  af  +  cf"  )  (Bh'  -4-  a/*  +  ch"  | 
-4-  (C/"  -4-  />/  +  c/'  )  (CA"-f-  bh  +  ch'  j  =  o, 

mais  on  aura  par  les  formules  du  n°  7  appliquées  au  cas  présent 

'*=f'g"-g'f">     h'=f"g-g"f,     V'=fg'-gf'-< 
donc  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  qu'on  la 
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divise  par  f-g,  elle  deviendra 

>+-f-*f)K#-#)Hf-f)+*£Lf)] 

«f—  f)[-(f-fM£-#Mf-f)] 

-cf— f)Kf-fM£-#Mf-ï)]~ 

On  a  donc  ainsi  deux  équations  linéaires  entre  les  deux  inconnues  2-, 

— 5  de  sorte  que  les  valeurs  qu'on  trouvera  pour  ces  inconnues  seront 

nécessairement  réelles. 
Enfin  on  aura 

il  _  si  §L  _  £ 

h  _    /.     g        ^  _    g  '  /    . 

*       /'g"      /V'    /J       ££_££' 
fg        fg  fg        fg 

par  conséquent  les  valeurs  de  t-  et  de  y-  seront  aussi  réelles. 
Il  s'ensuit  de  la  démonstration  précédente  que  : 

Toute  équation  du  troisième  degré  réductible  à  la  forme 

.r3  —    A  -4-  B  4-  C   xi  +  'AB+  AC  4-  BC  —  a"  —  tP  —  c1 1  x 

-  ABC  4-  c'A  4-  1>>B  4-a'C  —  2abc      0 

«  nécessairement  trois  racines  réelles,  quelles  que  soient  les  quantités  A  ,  h. 
C,  a,  /;,  c,  pourvu  seulement  qu'elles  soient  réelles. 

Comme  ce  Théorème  est  assez  remarquable,  il  sérail  utile  d'en  cher- 
cher une  démonstration  directe;  mais  ce  n'esl  pas  ici  le  lieu  de  nous 
occuper  de  cel  objet. 

Quant  aux  valeurs  de ./,,/',,/'.  comme  on  doit  avoir  par  les  formules 

•  In  11"  7 

il  n'y  aura  qu'à  substituer  dans  cette  équation  les  valeurs  de/*'  el  de/ 
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trouvées  ci-dessus,  et  l'on  en  tirera  d'abord  celle  de/,  qui  sera 

( B  —  oc)  b  —  ac 

"      ~  V'[(B  —  «)6-ac]2  +  [(A  —  «)c  —  a6]2+[(A  =  «)(B  —  «)-    â 

ensuite  on  aura 

„,  _  (A  —  a)c—  a6 


/"= 


V'[(B-  a)6-ac]2  +  [(A-  a)  c  —  ab]'  ■+■  [(A  -  a)  (B  -  «    —a2]2 

a2—  (A  —  «)(B  — «) . 

v/[(B  —  a)  6  —  ae]2+  [(A  -  a)c^ab]'+[{A  -  a)  (B  -  oej—â1}- 


On  trouvera  de  même  les  valeurs  de  g,  g',  g"  et  de  h,  h',  h";  et  pour  cela 
il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  les  expressions  précédentes  a  en  |3  pour 
celles  de  g,  g',  g",  et  a  en  y  pour  celles  de  h,  h',  h". 

Ainsi  les  douze  quantités  indéterminées/,  g,  h,  /',  g',  h',  /",  g",  h", 
a,  |3,  y  seront  connues  moyennant  la  résolution» d'une  seule  équation  du 
troisième  degré,  et  elles  seront  nécessairement  toutes  réelles. 

Maintenant,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

W  =  g7.  -+-  g>.  4-  g-"v, 
<ï>  =  />}.  -+-  /l'y.  -+■  A"v, 

nos  deux  équations  à  résoudre  seront  réduites  à  cette  forme 

ip  +  y*  +  <i>2  =  /, », 

«n'+  (3¥2  +  y$2=E2, 
d'où  l'on  tire  facilement 


"'=  y72 


'y/.'2- 

-E2—  (y  — aiIL 

y-§ 

'(3*'- 

-E2—  ((3  —  a)  il 

Or  les  trois  équations  ci-dessus  étant  ajoutées  ensemble,  après  avoir  été 
multipliées  respectivement  par/  g,  h,  par/',  g',  h'  et  par/",  g",  h" ', 
donnent  sur-le-champ,  en  vertu  des  formules  du  n°  2  (a,  a',  a"  étant  ici 
supposées  égales  a  i,  et  b,  b',  b"  supposées  égales  à  zéro,  comme  on  l'a 
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dit  plus  haut), 

à  =  / n  +  g Mr  -+-  h  *,    u.  =f  n  +  §•' w  +  A' <i\    v  =  /"  n  •+  g"  w  +  a ■■  «l> . 

i-k       i  -il  •  i      do    d'il     dm  . 

De  plus,  si  dans  les  expressions  de  -jr-  —•>  —r-  trouvées  au  commence- 
ment de  cette  Remarque,  on  substitue  pour 

GH  -+-  FL        LN  -  G2 

S '  A       '"• 

leurs  valeurs 

«ff  +  Pgg'  ■+-  y  Mi',    *p  +  S#"  +  y  A-, 
et  qu'on  y  introduise  les  quantités  II,  W,  <I>,  on  trouvera 
dm 


(Il 


ocfll^  figW-hy  h  <I\ 


rf/ 


=  «/"n-f-pg-"Mf-t-y/i"«l». 


De  là  on  aura,  après  les  substitutions, 

.£-f^  =  <«-P)l*r-  *nn* 

+  (y-*)(/"A'-/'A")n$ 
-H   ?- y)  7i"gr'-  A'g-      M'I'; 

c'est-à-dire  par  les  formules  du  n°  7 

V  -£    -pJjtz:    x  —  $)hJlW+    y  -  y.    g  II  <1>  +    (3  -  y  i/  M  «I»  ; 

de  sorte  que  l'équation    [3)  de  la  solution  ci-dessus  deviendra 

fd\\  -hgdV  H  fttf* 


((3  —  y)f{\ '«!>+    y       a   -II<1>  +    a       3   // Il  M 

Substituons  au  lieu  <le  dx\  et  «-/<!>  leurs  valeurs  tirées  des  équations 

n= -4-  H'2 -4-  '1>!        h\      7\\     ■    ,3  M'»  H  -•/«!'  I.. 

lesquelles  donnent 

y       y   ll./II  «~P)n</D 

P-7)V    '      '"  3  -  y   $     • 
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et  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra  après  les  réductions 

fin 

(.(3-y)¥<î>~     ' 
c'est-à-dire  en  mettant  pour  M  et(l>  leurs  valeurs  en  II  trouvées  plus  haut, 

c/n 

V^/,2  —  E2  — Tp  —  a)  IPj[ -  y A2-4-  E2  -+-  (y  —  a)  IP]  ~ 

équation  dont  le  premier  membre  n'est  intégrable,  en  général,  que  par  la 
rectification  des  sections  coniques. 

10.   Remarque  II.  —  Nous  avons  trouvé  dans  la  solution  du  Problème 
précédent  que  la  valeur  de 

</.r2  -+-  dyz  -+-  dz-, 

c'est-à-dire  le  carré  du  petit  espace  qu'une  particule  quelconque  du  corps 
parcourt  dans  l'instant  dt,  est  exprimée  par  la  formule 

\pdy  -+-  qd<\i  )2  -+-  (  rd<]/  -+-  pdm  r  -+-  [qdm  —  rdo  )2, 

p,  q,  r  étant  les  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  de 
cette  particule  dans  l'intérieur  du  corps;  donc  toute  particule  ou  point 
du  corps  dont  les  coordonnées  seront  telles,  qu'on  ait  à  la  fois 

pdy  -t-  qdty  =  o,     rd<\>  -+-  pdm  =  o,     qdm  —  rdcp  =  o. 

sera  en  repos  pendant  un  instant;  or  ces  trois  équations  donnent 

q  dw        r  f/ro 

p  ~         d<\t       p  d^1 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  qu'il  y  aura  nécessairement  dans  le  corps, 
non  pas  un  seul  point  immobile  à  chaque  instant,  mais  une  suite  de 
points  formant  une  ligne  droite,  qui  sera  par  conséquent  l'axe  de  rota- 
tion instantanée  du  corps;  et  il  est  clair  que  cet  axe  fera  avec  les  trois 


N  jr  +  q2  H-  r2 
<7 

v  (/'J>2+  dy2  -+-  dxs! 
dcf 

v  >2  -+-  q2  -+-  r2 

s  ,h\,2  +  do2  +  dxs2 
dm 

v  '/;-+  7-+  /•' 

K  i!b'J  4-  c/cp24-  drs2 
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axes  des  coordonnées  p,  g,  r  des  angles  p,  a,  w  tels,  que 

cosp  - 
cosc 

COSW 

011  bien,  en  mettant  pour  dty,  r/'>,  dm  leurs  valeurs  en  II,  M  ,  <1>,  trouvées 
dans  la  solution  ci-dessus, 

cosp  —  J- -b-~- '—  - 

s,  a  11     -  ^  M  -'  4- y  'I1- 

f,5:n  +  i>'3,r+/i'7<i> 

cos  o-  =  j/  °  r  ==-  1 

v  aJII2  4-  £-M"-  4-y*$2 

fxïl  +gj5T  -ï    //y* 
s  *-'II24-  P2  V  h-  y2  <I,J 


cosw 


Maintenant  il  est  clair  que,  comme  les  quantités  II,  M  et  «i*  sont,  en  gé- 
néral, des  fonctions  du  temps  /,  la  position  de  l'axe  de  rotation  dont  il 
s'agit  variera  continuellement,  ii  moins  que  ces  trois  quantités  ne  gardent 
entre  elles  des  rapports  constants;  or  comme  on  a  (par  la  Remarque  pré- 
cédente 


/y/13—  iv 

>l       \/~ïF"    "y  +  g 
n        V  y -(3 


il  est  clair  que  cette  quantité  ne  peut  être  constante  à  moins  que  la  quan- 
tité Il  ne  soit  elle-même  constante;  et  dans  ce  cas  les  deux  autres  quan- 
tités T  et  «I»  seront  aussi  nécessairement  constantes.  Voyons  donc  les 
conditions  qui  peuvent  rendre  II  égale  à  une  constante. 

Si  l'on  considère  l'équation  entre  II  et  /,  trouvée  à  la  fin  de  la  Re- 
marque  précédente,  on  verra  aisément  que  la  quantité  II  sera  constante, 
c'est-à-dire  que  la  différentielle  <7ll  sera  nulle  si  le  dénominateur  est  nul 
en  même  temps;  mais  pour  que  le  temps  /  puisse  être  quelconque,  il 
faudra  de  plus,  par  les  règles  connues,  que  la  différentielle  de  la  quan- 
tité qui  est  sou*-  le  signe  radical  dans  le  dénominateur  ->oit  mille  aussi  • 
m. 
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c'est  pourqoi  on  aura  ces  deux  équations  de  condition 

[(3/r2  -  E2  —  ((3  -  ce)  IP]  [—  y/.2  4-  E2  +  (y  —  a)  II2]  =  o, 

[(3/f2-E2  —  ((3 -ai  II2]  (y  —  a)  II  —  [  -  y/f2 -f- E2  +  f  y  -  a  i  II2]  '  3  -  x   II       o. 

La  première  donne  :  ou 

SA*  —  E2—  (6  —  a)  II2--    o, 

auquel  cas  la  seconde  donnera 

ou     II  =  o     ou     yAr2  — E2 — (y  —  a)TL2  =  o; 

ou  bien 

y  h2—  E2—  (y  —  a)II2^--o, 

auquel  cas  la  seconde  donnera 

ou     II  =  o     ou     (3 A-2—  E2  -((3  —  ajll2—  o; 

d'où  l'on  voit  qu'il  faut  nécessairement  que  de  ces  trois  quantités 

n,     (3/>'2-  E2—  ((3  —  a)  II2,     y/r2-  E2—    y  — a;  II2, 

deux  soient  nulles  à  la  fois;  ce  qui  donne  trois  combinaisons,  et  par  con- 
séquent trois  cas  différents  où  l'axe  de  rotation  instantanée  pourra  être 
fixe  dans  le  corps;  et  comme  on  a 

_  y/f2-E2-(y-a)II2  _6&2-E2 -(ft-sQIF 

y-(3  '     *"  p-y 

il  est  clair  que  ces  trois  cas  seront  ceux  où  l'on  aura  en  même  temps 
*Ir  =  o  et  <D  =  o,  ou  II  =  ô'et  O  =  o,  ou  II  =  o  et  W  =  o;  dans  le  pre- 
mier cas  on  aura  par  les  formules  ci-dessus 

cosp~f",     eoso-  — /',     cosa=f, 

dans  le  second  on  aura 

COSp  =  g",       COSfT  =  g',       COS(ù  =  g, 

et  enfin  dans  le  troisième 

cosp  =  A",     cos(T=  -h',     cosw  ■--  h. 
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On  voit  donc  qu'il  y  a  dans  chaque  corps  trois  lignes  droites  qui  peuvent 
être  des  axes  de  rotation  fixes,  et  qu'il  n'y  en  a,  généralement  parlant, 
que  trois;  de  plus,  si  l'on  nomme  e,  e,  s,"  les  angles  que  ces  trois  axes 
font  entre  eux,  il  est  facile  de  voir,  d'après  ce  qu'on  a  dit  dans  le  n°  5, 
qu'on  aura,  en  général, 

g  II  +  g'  II'  -h  g"  II"  =  COS£, 

fh  -hf'h'  -hf"h"=cose', 
fg  +f'g'-i-f"g"=coss"> 
de  sorte  que    7)  à  cause  de 

fg+f'g'+f"g"  =  °> 
fh+f'h'+f"h"  =  o, 

g/i  -f  g' li1  +  g" h"  =  o, 
on  aura 

C0S£  =  O,       C0S£'=O,       {'OSc"=o, 

et  par  conséquent 

£  =  go°,      £'  =  go",      £"  =  ()o"; 

d'où  il  s'ensuit  que  les  trois  axes  dont  il  s'agit  seront  nécessairement 
perpendiculaires  entre  eux. 
Enfin,  comme 

dx2  -+-  dy2  -4-  dz2 
dt2 

exprime  le  carré  de  la  vitesse  de  chaque  particule  du  corps,  et  que  cette 
quantité  est  représentée,  en  général,  par  la  formule 

fpd<f-\   çrfi|AJ      (rd^-hpdmX*      (  qdxs  —  rrfç\s 


di  J        \  dt  )        \  dt 

si  l'on  y  substitue  les  valeurs  de  -j?,  -^-,   -.-   en    II,  M,  <l»  [Remarque 

(Il      dt      (Il  ' 

précédente]  on  trouvera  que  la  vitesse  d'une  particule  quelconque,  pour 
laquelle  les  coordonnées  sont  p,  r/,  r,  sera,  dans  le  cas  de  M'—  o  et  <1>  =o, 


*'iv  pf'+qf'Y+W+pf    l    '/./'    rj    • 
dans  le  «as  de  il  =  o  et  $      o, 

iM  \  pg'  i  qg'      I    rg       Pê         98      <> 
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et  dans  le  cas  de  TT  =  o  et  W  =  o, 


y  <1>  v  '  ph'+  qh"  y  +  (rh"-h  pli  '  +  (  qh  —  rh!  J . 

Ainsi  ces  vitesses  seront  constantes;  par  conséquent  le  mouvement  de 
rotation  du  corps  autour  de  chacun  des  trois  axes  dont  il  s'agit  sera  uni- 
forme. 

11.  Remarque  III.  —  Nous  avons  dit  dans  la  Solution  ci-dessus  que 
l'équation  (4),  qui  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives,  pouvait  se  déduire  des  équations  (i),  (2),  (3).  Pour  le  démontrer, 
nous  considérerons  ces  trois  équations  sous  la  forme  (12)  à  laquelle 
nous  les  avons  réduites  dans  le  n°  8,  et  prenant  les  différentielles  pour 
en  faire  disparaître  les  constantes  A,  B,  C,  nous  aurons 

Cdl  4-  z' du.  —  z"dv  -+-  Idt  +  fxdz'  —  vdz"  =  o, 
7]  dl  -f- y'd y.  —  y" dv  +  Idr,  +  ydy'  —  vdy"  =  o, 
£dl  -+-  x'd[j.  —  x"dv  -+-ld\  +  u.dx'  —  vdx"  =  o, 

mais  par  les  formules  du  n°  4  on  a,  en  faisant  a  =  i,  a'=  1,  rt"=  i,b  =  o, 

d\  =  —  x'dty  —  x"dy,  dx'  =  £d<])  +  x"dm,  dx" '=  \dy  —  x'drn, 
dri  =  — y'd']/ — y"dy,  dy'  =  -ndty  -+-y"dm,  dj"=Y)d<f — y' dus, 
d~C,  =  —  z'd'\  —  z"dy,      dz'  =  Çd<\i  -+-  z"dw,      dz"  =  Çdy  —  z'dm, 

donc  substituant  ces  valeurs,  nos  trois  équations  deviendront 

'Ç(dl  -+-  v-d*\i  —  vdy  )  -+-  z'[  du.  —  Idty  -+-  vdxz  1  —  z"  (dv  +  Idy  —  y.dm  —  o, 
ri  (dl  -+-  y.ctty  —  vdy  )  +  y' ',  du.  —  IdAt  -4-  vdjs)  —  y"  (dv  -+-  Idy  —  u.dm  =  o, 
"i(dl  -1-  y.d-y  —  vdy)  +  x'\  du.  —  ld<y  4-  vdw)  —  x"\  dv  -+-  7.do  —  u.dm   =  o, 

lesquelles  étant  ajoutées  ensemble  après  avoir  été  multipliées  respecti- 
vement par  'Ç,  -ci,  S,  par  z',  y',  x'  et  par  z",  y",  x",  donneront,  en  vertu 
des  formules  du  n°  2,  ces  trois-ci 

dl  -+-  u.d^i  —  vdy  =  o, 
d\j.  —  ld^  +  vdm  =  o, 
dv  -4-  Idy  —  y.dm       o. 
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Et  employant  les  transformations  de  la  Remarque  première ,  ces  trois 
équations  deviendront 

/[«_«,_,,»]  +  ,  [g_(/L«)m]+*[«_(«_p,nT]=.. 

r  ['!  "■  -  >  -  i  '""]  +  «*'  [t  -  (y  -  «  n»]  +  *  [^  -  (.  -  p  ht]  =  c 
/"  [f  - ■?-/  n]*t["-tr-'  n»]+*-[^*-(«-p  n>i -J=o, 

lesquelles  étant  encore  ajoutées  ensemble  après  avoir  été  multipliées 
respectivement  par/,/',/",  par  g-,  g-',  #"  et  par  h,  h',  h",  donneront 
enfin  ces  trois-ci 

___    (3-yj^cI,  =0) 

Sf-iy-*  n<i>  =  o, 

qui  serviront  à  déterminer  les  trois  variables  11,  M  ,  »1>. 

Or  il  est  visible  qu'en  multipliant  la  première  par  llr//,  la  seconde 
par  M  dt  et  la  troisième  par<I><7/,  et  les  ajoutant  ensemble,  on  aura  une 
équation  intégrable  dont  l'intégrale  sera 

n2-+-M'-'      'I'       const.; 

et  multipliant  de  même  la  première  par  aile//,  la  seconde  par  @Wdt,  et 
la  troisième  par  y<J><7/,  on  aura,  après  les  avoir  ajoutées  ensemble,  une 
nouvelle  équation  intégrable,  et  dont  l'intégrale  sera 

*II -' -t-  VI  '-4-  yl'-       const. 

Ces  deux  équations  sont  les  mêmes  qu'on  a  trouvées  dans  la  Remarque  I, 
et  les  mêmes  que  les  équations  i  i  de  la  Solution  précédente,  dont  la 
seconde  renferme  le  principe  de  la  conservation  (\rs  forces  vives. 

12.  Rem  \ i;< h  e  IV.       Si  l'on  supposait  que  chaque  particule  du  corps 

'ïm  fui  sollicitée  par  des  forces  quelconques,  il  n'y  amail  qu'à  réduire  ces 
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forces  ii  trois,  dirigées  suivant  les  coordonnées  x, y,  z,  et,  les  représentant 
par  les  quantités  X,  Y,  Z,  on  aurait  par  les  principes  connus  de  la  Méca- 
nique, au  lieu  des  équations  fi),  (2),  (3)  du  n°  8,  ces  trois-ci 


x  d2  y  —  y  d2x\ 

J    ,   ' om 

dt2 


=^(xY  —  yX)8m, 


vi  [zd2x —  xd2z\  „  x^      a-  r,    ^ 

2â[-         .„        -\dm=2d(zX-xZ)àm> 


2( 


dt 

y  d2z  —  z  d2y 
dt- 


dm  =  x£  yZ  —  zY  dm. 


Or,  comme 


x  d-y  — y  d' x  =  d  (  x dy  — ydx  , 
z  d2x  —  x  d2 z  =  d  (  2  dx  —  x dz  , 
yd2z  —  z  d2y  =  d{ydz  —  zdy  , 

il  est  clair  qu'on  aura  des  équations  de  la  même  forme  que  celles  dont 
nous  venons  de  parler,  avec  cette  différence  que  les  quantités  A,  B,  C  ne 
seront  plus  constantes,  mais  auront  ces  valeurs 

d\  V^  ir  i-        -v 

-T-=2à(xY—f\.)6mt 


-j-  =  >  ( z X  —  xl) dm, 
—j-  =y!jZ  —  z  Y   dm. 


De  plus,  le  principe  de  la  conservation  des  forces  vives  donnera  aussi 
une  équation  semblable  à  l'équation  (4j  avec  cette  différence  que  la 
quantité  D2  devra  être  telle,  que  l'on  ait 


d  (  D2  )  =2  (Xrfa:  -4-  Y  dy  +  Z  rf-z   6 


m . 


Ainsi,  quand  les  quantités  X,  Y,  Z  seront  données  en  x,  y,  z,  on  pourra 
employer  les  substitutions  et  les  transformations  dont  nous  avons  fait 
usage  dans  le  Problème  précédent. 

En  général,' il  est  clair  qu'il  n'entrera  dans  les  équations  du  Problème 
que  les  variables  x',  y',  z',  x",  y",  z",  z,  vj,  Ç  et  d<\>,  dzs,  do;  mais  les 
six  dernières  sont  des  fondions  données  des  six  premières  (2  et  4),  et 
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l'on  a  de  plus  entre  celles-ci  trois  équations  (2)  par  lesquelles  on  peut 
en  déterminer  trois  par  les  trois  autres.  En  ell'et,  l'équation 


donne  d'abord 


z'=r  y/a  —  x'1  —  y'2; 
ensuite  l'équation 

x'  x"  -+-  y' y"  -4-  z'  z"  —  b 
donne 

y' y"  -+-  z  z"  =  b  —  x' x", 

dont  le  carré,  étant  retranché  de  l'équation 

y"1 -h  z"3--  -  a       >■ 

multipliée  par  y"2-+-z"-,  donne  celle-ci 

y'z"—  z'y"f  =   a  —  x"-)'.  y'2-¥-  z'2)  -     h       x'x    •'; 
ainsi,  combinant  ces  deux  équations 

y'  y" —  z'  z"  =  b  —  x'x", 


y'z" —  z'y"=\j{a  —  x"2){yn-+- z'*   —    b  —  x'x"f, 

on  trouvera/"  et  z":  en  sorte  que  les  trois  quantités  z',  y"  el  z"  se r oui 
données  par  ces  trois  autres  x',  y'  et  x".  Moyennant  quoi  il  n'y  aura,  à 
proprement  parler,  que  trois  variables;  et  la  difficulté  se  réduira  à  déter- 
miner ces  variables  par  le  temps  t. 

13.  Remarque  V.  --  Puisqu'on  a,  en  général,  dans  la  Solution  pré- 
cédente 

l        \r  +  x'q    I    x"/),     y       y,r   ;   y'q    *  y"pt      z        ir   .    :,/         :  //, 

il  est  clair  qu'en  faisanl 

l>     »,    q      o,i      i, 

on  aura 

■v        L      r       r,,      z        Ç; 

que  de  lllciTlc  on  aill.i 

'         '  ,      )'      y  ,      z       :  . 

en  faisanl 
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qu'enfin  on  aura 

x      x",    r~r",    z  =  z", 

en  faisant 

r—o,       q  =  o,       p  =  i; 

donc,  si  l'on  fait  ces  suppositions  dans  les  valeurs  de  0,  0  et  n  (ce  qui 
donnera 


dans  le  premier  cas, 
dans  le  second  cas, 


<//  dt 


9=    -v,_    0=   -,,-^+v^-. 


dans  le  troisième  cas),  on  aura  les  valeurs  des  quantités  |,  >j,  Ç,  a;',  y  ',  z', 
x",y",  z",  lesquelles  seront  les  mêmes  pour  tous  les  points  du  corps; 
et  ces  quantités  étant  connues  en  /,  on  aura  par  les  expressions  ci-dessus 
les  coordonnées  x,  y,  z  pour  chaque  point  du  corps  dont  la  position 
dans  le  corps  même  dépendra  des  coordonnées/?,  q,  r. 

14.  Remarque  VI.  —  Si  le  corps  qu'on  a  supposé  jusqu'ici  fixement 
arrêté  par  un  de  ses  points,  était  entièrement  libre,  alors  il  n'y  aurait 
qu'à  prendre,  à  la  place  de  ce  point  supposé  fixe,  le  centre  de  gravité  de 
tout  le  corps,  car  on  sait  que  les  mouvements  de  rotation  se  font  autour 
de  ce  centre  comme  s'il  était  fixe;  et  à  l'égard  du  mouvement  de  ce 
centre,  on  le  déterminera  par  la  considération  qu'il  doit  être  le  même 
que  si  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  différentes  parties  du  corps  y 
étaient  appliquées:  tout  cela  est  trop  connu  pour  que  nous  devions  nous 
arrêter  à  en  donner  la  démonstration. 


SUR  L'ATTRACTION 


l>KS 


SPHÉROÏDES  KLLIPTIUliES. 


-8 


SIR  L'ATTRACTION 


DES 


SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES. 


Nouveaux  Mémoires  île  V  icadémie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettre* 
de  Berlin ,  année  177^.) 


Quelques  avantages  que  l'Analyse  algébrique  ail  sur  la  méthode  géo- 
métrique des  Anciens,  qu'on  appelle  vulgairement,  quoique  fort  impro- 
prement, synthèse,  il  est  néanmoins  des  Problèmes  où  celle-ci  parait 
préférable,  tant  par  la  clarté  lumineuse  qui  l'accompagne,  que  par  l'élé- 
gance et  la  facilité  des  solutions  qu'elle  donne.  Il  en  est  même  pour 
lesquels  l'analyse  algébrique  parait  en  quelque  sorte  insuffisante,  et  où 
il  semble  que  la  méthode  synthétique  soit  seule  capable  d'atteindre. 

Le  Problème  où  il  s'agit  de  déterminer  l'attraction  qu'un  sphéroïde 
elliptique  exerce  sur  un  point  quelconque  placé  sur  sa  surface,  ou  dans 
son  intérieur,  est  de  cette  espèce.  M.  Maclaurin,  qui  a  le  premier  résolu 
ce  Problème  dans  son  excellente  Pièce  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer. 
couronnée  par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  en  r  7 1  o ,  a  suivi  une 
méthode  purement  géométrique,  et  fondée  uniquement  sur  quelques 
propriétés  de  l'ellipse  ci  des  sphéroïdes  elliptiques;  et  il  faut  avouer  que 
celte  partie  de  l'Ouvrage  de  M.  Maclaurin  est  un  chef-d'œuvre  de  Géomé- 
trie, qu'on  peul  comparer  à  tout  ce  qu'Arcli'unède  nous  a  laissé  de  plus 
beau  et  de  plus  ingénieux.  Comme  M.  Maclaurin  avait  une  sorte  de  pré- 
dilection pour  la  méthode  des  Anciens,  il  n'est  pas  surprenant  qu'il  l'ait 
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employée  dans  la  solution  du  Problème  dont  nous  venons  de  parler; 
mais  il  l'est  extrêmement,  ce  me  semble,  qu'un  Problème  aussi  impor- 
tant que  celui-là  n'ait  pas  été  résolu  depuis  d'une  manière  directe  et 
analytique,  surtout  dans  ces  derniers  temps  où  l'Analyse  est  devenue 
d'un  usage  si  commun  et  si  général.  On  ne  peut,  je  crois,  en  attribuer  la 
cause  qu'aux  difficultés  de  calculs  que  la  solution  de  cette  question  doit 
renfermer  lorsqu'on  l'envisage  sous  un  point  de  vue  purement  analy- 
tique. Ce  n'est  pas  qu'il  ne  soit  aisé  de  trouver,  et  que  même  différents 
Géomètres  n'aient  déjà  donné  des  formules  générales  pour  déterminer 
l'attraction  qu'un  corps  de  ligure  quelconque  exerce  sur  un  point  placé 
où  l'on  voudra  ;  mais  la  grande  difficulté  consiste  dans  l'intégration  de 
ces  formules,  et  il  parait  qu'on  n'a  pu  y  réussir  jusqu'à  présent  qu'en 
se  bornant  à  l'hypothèse  que  le  solide  soit  très-peu  différent  d'une 
sphère.  On  trouve  à  la  vérité  dans  les  Ouvrages  de  M.  Thomas  Simpson 
une  solution  purement  analytique  du  Problème  de  M.  Maclaurin,  dans 
laquelle  on  ne  suppose  point  que  le  sphéroïde  elliptique  soit  à  très-peu 
près  sphérique;  mais  d'un  autre  côté  cette  solution  a  le  défaut  de  procé- 
der par  le  moyen  des  séries,  ce  qui  la  rend  non-seulement  longue  et 
compliquée,  mais  encore  peu  directe  et  peu  rigoureuse. 

Je  me  propose  dans  ce  Mémoire  de  faire  voir  que  bien  loin  que  le  Pro- 
blème dont  il  s'agit  se  refuse  à  l'Analyse,  il  peut  être  résolu  parce  moyen 
d'une  manière,  sinon  plus  simple,  du  moins  plus  directe  et  plus  générale 
que  par  la  voie  de  la  synthèse;  ce  qui  servira  à  détruire  un  des  princi- 
paux arguments  que  les  détracteurs  de  l'Analyse  puissent  apporter  pour 
la  rabaisser  et  pour  prouver  la  supériorité  de  la  méthode  synthétique 
des  Anciens. 

Problème  I. 


1.   Trouver  l'expression  générale  de  l'attraction  qu'un  corps  de  figure 

donnée  exerce  sur  un  point  placé  ou  l'on  voudra,  en  supposant  que  chaque 
particule  du  corps  attire  le  même  point  comme  une  fonction  quelconque  de 
la  distance. 

Soient  a,  b,  c  les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  posi- 
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tion  du  point  donné  par  rapport  a  trois  axes  fixes  pris  à  volonté,  el 
soient  de  même  x,  y,  z  les  trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminenl 
la  position  d'une  particule  a  du  corps  par  rapport  aux  mêmes  axes,  il 
est  clair  que  la  distance  entre  celte  particule  et  le  point  attiré  étant  nom- 
mée r,  on  aura 


/■  =  y/i  x  —  a  )2  -4-  ( y  —  b  )2  -f-  [z  -  c  -  ; 

donc  désignant,  en  général,  par  R  la  fonction  de  /•  :i  laquelle  l'attraction 
est  supposée  proportionnelle,  on  aura  aR  pour  l'attraction  exercée  par 
la  particule  a  suivant  la  direction  de  la  ligne  r;  el  il  est  facile  de  voir  que 
pour  décomposer  cette  attraction  suivant  les  directions  des  lignes  a,  b,  <■ 
perpendiculaires  entre  elles  et  parallèles  aux  trois  axes  fixes,  il  n'y  aura 
qu'à  la  multiplier  respectivement  par 

x  —  a        y  —  b       z  —  c 

. ,      . ,      • 

/•  /•  r 

de  plus  il  est  visible  que  la  particule  c  peut  être  représentée  par  le  pa- 
rallélépipède infiniment  petit  dxdydz\  ainsi  l'on  aura  ces  trois  attrac- 
tions élémentaires 

\\'x  —  a.  .        R(j  —  b)   ,  R(z  —  c)    .     ,     . 

—  axriyriz,  axtrrilz,  -  dx  (lyrfz, 

r  j  r  r  • 

el  il  ne  s'agira  plus  que  de  les  intégrer  en  sort»1  que  l'intégration  s'étende 
à  tous  les  points  du  corps. 

Pour  cela  on  commencera  par  intégrer  en  faisant  varier  une  seule  des 
trois  coordonnées  .r.  v,  c,  comme  s,  et  l'on  étendra  cette  intégrale  jus- 
qu'aux valeurs  extrêmes  de  ;  qui  répondent  à  la  surface  du  corps;  or  la 
figure  du  corps  étant  donnée  on  aura  une  équation  entre  ,r,  y,  z,  pour 
exprimer  la  surface  de  ce  corps,  el  par  laquelle  on  pourra  déterminer 
les  valeurs  extrêmes  de  ;  en   r  el  y;  de  sorte  qu'après  ces  Substitutions  il 

n'\  aura  plus  que  deux  variables  x  et  y\  on  intégrera  donc  une  seconde 
lois  en  faisant  varier  une  seule  d'entre  elles  comme  v,  el  il  faudra  de 
nouveau  étendre  l'intégrale  jusqu'aux  valeurs  extrêmes  de  y  qu'on  trou- 
vera en  cherchant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  y  lorsque  se 
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est  constant  el  z  variable  dans  l'équation  à  la  surface;  moyennant  quoi 
ces  valeurs  de  y  seront  données  en  x  seul;  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  inté- 
grer par  rapport  à  cette  dernière  variable,  et  à  étendre  l'intégrale  aux 
valeurs  extrêmes  de  x,  c'est-à-dire  à  la  plus  grande  et  à  la  plus  petite 
valeur  de  x,  lorsque  y  et  z  sont  supposées  variables  à  la  fois  dans  l'équa- 
tion donnée. 

•2.  Remarque.  —  Quoique  les  formules  que  nous  venons  de  trouver 
soient  celles  qui  se  présentent  le  plus  naturellement,  ce  ne  sont  cepen- 
dant pas  celles  qui  sont  les  plus  commodes  pour  le  calcul. 

Pour  en  donner  un  exemple,  prenons  le  cas  où  le  corps  attirant  sérail 
une  sphère,  et  où  l'attraction  se  ferait  en  raison  inverse  des  carres  des 
distances;  on  aura  donc 

/■- 
ce  qui  donnera  ces  trois  formules 

x  —  a  j  dx  dy  dz       {  y  —  b)  dx  dr  dz       (  z  —  c  ;  dx  dydz 

,        _ : , -l , 

,.3  ;,3  r3 

qu'il  faudra  intégre!'  suivant  les  conditions  énoncées  dans  le  numéro 
précèdent,  et  comme  la  surface  du  corps  est  supposée  sphérique,  si  l'on 
prend,  ce  qui  est  permis,  l'origine  des  coordonnées  x,  y,  z  dans  le  centre 
même  de  la  sphère,  et  qu'on  nomme/ le  rayon,  on  aura  pour  l'équation 
à  la  surface 

x- ■  +  y- -h  z2  =  /-, 

par  où  l'on  déterminera  l'une  des  coordonnées  par  les  deux  autres. 

Considérons  d'abord  l'expression  de  la  force  qui  agit  suivant  l'ordon- 
née z,  savoir 

z  —  c   dx dt 'dz 

■v 1 

,.3 

si  on  l'intègre  en  ne  faisant  varier  que  z  on  aura,  à  cause  de 
r  —  sj{x  —  a?  -+-  {y  -  b  '  +   ~z  -  c  -, 
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la  quantité 


or  l'équation 
donne 


dx  (ly 


r» +  ,.=/» 


z  =  ±v//2  —  x2  —  y2, 
en  sorte  que  les  deux  valeurs  extrêmes  de  z  sont 


■+■  sJP  -x*-) -'    et     -  y''/2  ■  -  ^2  —  rJ  ; 

léter  l'ii 
(ju'elle  soit  nulle  lorsque 


fi  TT  (i\* 

ainsi  pour  compléter  l'intégrale  -  —  il   faudra  la   prendre   en   sorte 


et  qu'elle  finisse  quand 


z  —  -+-  yjp  —  x2  —  ?1, 

ee  qui  donnera  d-onc,  en  faisant,  pour  abréger, 

à1  -+-  b2  h-  cl  =  g-2, 
l'intégrale  complète 

d.rclr  dxelj 


\f2-*-g2 — %ax  —  'xbv  —  1C  \' ]"' —  r7  —v''        V  jf *  "'- S'*  —  î«''-»';i'+ïq,/,-.f1-     I 

Il  faudrait  maintenant  intégrer  de  nouveau  ces  quantités  en  faisant  va- 
riera; OU  y,  mais  c'est  ee  qui  ne  parait  pas  aisé  à  cause  des  deux  signes 
radicaux  qui  y  entrent. 

On  rencontrera  les  mêmes  difficultés  si  l'on  veut  intégrer  les  deux  au- 
tres formules  qui  donnent  les  forces  parallèles  aux  coordonnées  x  et  v: 
de  sorte  qu'en  s'y  prenant  de  la  manière  ci-dessus  il  sera  presque  impos- 
sible de  déterminer  l'attraction  d'une  sphère  sur  un  point  placé  dans  un 

endroit  quelconque;  cependant  on  sait  que  ce  Problème  est  très-facile  a 
résoudre  lorsqu'on  suppose  la  sphère  partagée  en  une  infinité  de  petits 
cylindres  ayant  tous  pour  axe  la  ligne  qui  joinl  le  poinl  attire  et  le  centre 
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de  la  sphère,  et  qu'on  cherche  d'abord  l'attraction  exercée  par  chacun 
de  ces  petits  cylindres,  et  ensuite  la  somme  de  toutes  ces  attractions,  par 
l'intégration. 

On  voit  donc  par  là  combien  il  est  important  dans  cette  recherche 
d'employer  à  la  place  des  trois  coordonnées  rectangles  oc,  y,  z,  d'autres 
variables  qui  puissent  faciliter  les  intégrations  qu'elle  demande.  Nous 
allons  donner  dans  le  Problème  suivant  les  principes  nécessaires  pour  cet 
objet. 

Problème  II. 

3.  Supposons  qu'on  ait  la  différentielle  V  dxdydz,  où  P  soit  une  fonc- 
tion donnée  de  oc,  y,  z,  et  qui  doive  être  intégrée  trois  fois  en  faisant  varier 
successivement  les  changeantes  x,  y,  z,  et  en  observant  les  conditions  énon- 
cées dans  le  Problême  I;  on  propose  d'introduire  à  la  place  de  ces  chan- 
geantes trois  autres  changeantes  p,  q,  r,  qui  soient  des  fonctions  données 
de  celles-là. 

Puisque  p,  q,  rsônt  supposées  des  fonctions  de  oc, y,  z,  on  aura  aussi 
réciproquement  x,  y,  z  exprimées  par  des  fonctions  de  p,  q,  r;  on  fera 
donc  d'abord  ces  substitutions  dans  la  quantité  P,  ce  qui  la  réduira  à  une 
fonction  de  p,  q,  r,  et  il  n'y  aura  de  difficulté  que  par  rapport  à  la  quan- 
tité dxdydz. 

Qu'on  cherche  par  la  différentiation  les  valeurs  des  différences  dx,  dy, 
dz,  et  l'on  aura,  en  général, 

dx  ==  \dp  -r  Bdq  H-  C  dr, 
dy  Y) dp  -+-  Edq  -+-  Fdr, 
dz  =  Gdp  -+-  Hdq  -+-  Idr, 

A,  B,  C,...  étant  des  fonctions  connues  dep,  q,  /  ;  or  il  est  facile  de  com- 
prendre que  pour  avoir  la  valeur  de  dxdydz,  on  ne  doit  pas  multiplier 
ensemble  les  valeurs  précédentes  de  dx,  dy,  dz;  car  alors  la  différen- 
tielle P  dxdydz  contiendrait  des  termes  où  les  différences  dp,  dq,  dr  se 
trouveraient  élevées  au  carré  ou  au  cube,  en  sorte  que  la  triple  intégra- 
tion (jui  doit  se  faire  relativement  aux  trois  variables/»,  q,  r  ne  pourrait 
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plus  avoir  lieu;  d'ailleurs,  comme  dxdydz  exprime  l'élément  de  la  soli- 
dité du  corps,  il  est  clair  que  quelles  que  soient  les  variables  p,  q,  r 
qu'on  introduira  à  la  place  des  variables  oc,  y,  z,  cet  élément  ne  pourra 
être  représenté  que  par  le  produit' dpdqdr  des  trois  différences  dp,  dq,  dr 
multiplié  par  une  fonction  quelconque  de  p,  q,  r.  Je  considère  donc  que 
dans  l'expression  du  parallélépipède  dxdydz,  la  différence  dz  doit  être 
prise  tandis  que  x  et  y  demeurent  constants;  qu'ensuite  la  différence  dy 
doit  être  prise  en  regardant  a;  et  z  comme  constants,  et  qu'enfin  la  diffé- 
rence dx  doit  être  prise  en  supposant  dy  et  dz  nuls;  donc  : 

i°   Pour  avoir  la  valeur  de   dz,  on  fera  dx  =  o  et  dy  —  o,  ce  qui 

donnera 

A  dp  -hBdq  -+-  Cdr  =  o, 

Drf/)  +  EA/  +  F(/r=o, 

d'où  l'on  tirera  dp  et  dq  en  dr,  savoir 

.         BF-CE    .  .         <:i)  -  AF    , 

^  =  AE-BD  dr>      ^    z  AE-BD  dr> 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dz,  on  aura 

G(BF-CE)  +  H(CD  —  AF)  +  I(AE  — BD)   . 
<lz  =  ~AË^BD~  rfp- 

2"  Pour  avoir  la  valeur  de  dy,  on    fera   dx  =  o  et   dz  =  o,  ce  qui 
donnera 

dr       o,      \(/j>  +  hdq       o, 

d'où  l'on  tire 

Bdq 

cl  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dy,  on  aura 

AE-BD   , 
dy  -v        dq. 

V'  Enfin  pour  avoir  la  valeur  de  dx,  on  fera  dy      <>  el  dz      o,  ce  qui 
donne 

dr        o,      fAy        o, 
III. 
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en  sorte  qu'on  aura 

dx  =  kdp. 

Maintenant,  multipliant  ensemble  ces  valeurs,  on  aura 

dxdydz  =  [G(BF—  CE)  +  H(CD  —  AF)  +  I(  AE  —  BD)]  dpdqdr, 

où  l'on  observera  que  la  quantité 

G(BF-CE)  +  H(CD- AF)  +  IfAE-BDj 
ou  bien 

A  El  +  BFG  +  CDH  -  AFH  -  BDI  -  CEG 

demeure  la  même,  ou  change  tout  au  plus  de  signe,  en  échangeant  res- 
pectivement entre  eux  les  trois  systèmes  de  quantités  A,  B,  C;  D,  E,  F; 
G,  H,  I;  de  sorte  qu'on  aura  le  même  résultat  si,  au  lieu  de  chercher 
d'abord  comme  nous  l'avons  fait  la  valeur  de  dz,  ensuite  celle  de  dy  et 
de  dx,  on  voulait  commencer  par  chercher  celle  de  dy  ou  de  dx,  et  en- 
suite celle  d'une  quelconque  des  deux  autres  différentielles.  Il  ne  pourra 
y  avoir  de  différence  que  dans  le  signe,  mais  elle  ne  sera  ici  d'aucune 
conséquence,  puisqu'il  est  indifférent  de  prendre  l'élément  a  =  dxdydz 
en  plus  ou  en  moins;  cependant,  comme  il  est  plus  naturel  de  regarder 
cette  quantité  comme  positive,  on  aura  toujours  soin  de  prendre  la  va- 
leur de  a  positivement;  c'est  pourquoi  nous  supposerons,  en  général, 

a  =  ±  (AEI  +  BFG  +  CDH  -  AFH  -  BDI  -  CEG)  dpdqdr. 

4.  Corollaire.  —  Une  des  transformations  les  plus  utiles  et  les  plus 
ordinaires  est  d'introduire  a  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  y,  z 
un  rayon  vecteur  r  partant  d'un  point  lixe  qu'on  nomme  le  centre  des 
rayons,  avec  deux  angles/)  et  q  qui  déterminent  la  position  de  ce  rayon  ; 
et  dont  l'un  p  soit  celui  que  le  même  rayon  fait  avec  un  des  axes  des 
coordonnées  comme  avec  l'axe  des  z,  ou  bien  avec  un  axe  parallèle  à 
celui-ci,  mais  passant  par  le  centre  des  rayons;  et  dont  l'autre  q  soit 
l'angle  que  la  projection  du  rayon  r  sur  le  plan  des  coordonnées  x,  y  fait 
avec  l'axe  des  x,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  avec  un  axe  parallèle  à 
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celui-ci  et  passant  par  le  centre  des  rayons.  Si  l'on  dénote  par  a,  b,  c  les 
coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  arbitraire  du  centre, 
il  est  visible  qu'on  aura  d'abord 


r  =  v  (  x  —  a )'  -+-  (  y  —  b )2  -+-  (z  —  c  :2 ; 
ensuite  on  trouvera  facilement 


JTx~—  a)2 -h  (  r  —  b  y>         .  r— b 

sinp  z=  ï-i - *■ ,     sino  =  — i 

r  a       ^x  —  ay  +  ^y—by 

d'où  l'on  tire 

x  —  a  =  rsinp  cosq,     y — b  =  rsinpsinq,      z  —  c  =  rcosp; 

et  différentiant 

dx  =  r  coup  cosqdp  —  sinp  sinqdq  |  -t-  sinp  cosqdr, 
(I) ■  ■—  r(cosp  sinqdp  —  sinp  cosqdq)  +  sinp  sinqdr, 
dz  =  —  rsinp  dp  -+-  cospdr; 

ce  qui  donne  par  la  comparaison  des  termes 

A  =  rcosp  cosq,    B  — — rsinpsinq,    C  =  sinpcosq, 

D  =  rcosp  sinq,     E  =  rsinp  cos^r,  F  — sinpsin</, 

G  =  —  rsinp,         Ho,  I  =  cosp; 

d'où  l'on  tire  d'abord 

B¥  —  CE        -  rsinJp,     AE  —  BD  —  r'sinp  cosp; 

de  sorte  qu'à  cause  de  H  =  o,  on  aura 

\EI  +  BFG  +  CDU  -  AFH  -  BDI  -  CEG  =  (BF  —  CE) G  -+-  (  AE  -  BD  I 

=  r'sin'p -f- r'sinp  ros2p       r'sinp; 

par  conséquent  on  aura,  en  prenant  le  signe  -t-, 

tL  —  dxdydz      r'sinpdpdqdr. 

Cette  expression  de  a  qui  est,  comme  on  voit,  assez  simple,  peut  ;nissi  m 

79- 
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trouver  directement  sans  aucun  calcul,  niais  nous  avons  préféré  de  la 
déduire  de  notre  formule  générale  pour  en  faire  voir  l'usage. 

5.  Remarque.  —  Supposons  maintenant  qu'on  ait  un  corps  d'une 
figure  finie  et  continue,  dont  la  surface  soit  exprimée  par  une  équation 
entre  les  coordonnées  x,  y,  z  qu'on  transformera  aisément  en  une  autre 
entre  le  rayon  ret  les  angles/?  et  q,  et  qu'il  s'agisse  d'intégrer  la  diffé- 
rentielle Pa  en  sorte  que  l'intégrale  s'étende  à  toute  la  masse  du  corps; 
il  faudra  faire  varier  successivement  les  quantités  r,  p,  q,  et  intégrer  par 
rapport  à  chacune  d'elles  en  particulier;  mais  pour  cela  on  doit  distin- 
guer deux  cas  suivant  que  le  centre  des  rayons  r  est  placé  au  dehors  ou 
au  dedans  du  corps. 

i°  Lorsque  le  centre  des  rayons  est  hors  du  corps,  il  est  clair  que  les 
angles/?  eiq  ne  peuvent  augmenter  que  jusqu'à  un  certain  point;  et  l'on 
trouvera  leurs  limites  en  cherchant  les  points  où  le  rayon  r  touche  la  sur- 
face du  corps,  c'est-à-dire  où  —  =  =o  et  -y- =  ce  .  En  général,  il  est 
1  dp  dq  c 

visible  que  puisque  le  rayon  r  traverse  le  corps  entier,  l'équation  qui 
exprime  la  surface  de  ce  corps  doit  donner,  pour  chaque  valeur  de  p  et  q, 
deux  valeurs  de  r,  que  nous  dénoterons  par  r'  et  r",  et  qui  répondent 
aux  deux  points  de  la  surface,  lesquels  sont  dans  une  même  ligne  droite 
avec  le  centre  des  rayons.  On  commencera  donc  par  intégrer  la  différen- 
tielle Pa  en  faisant  varier  r  seul,  et  l'on  prendra  l'intégrale  en  sorte 
qu'elle  commence  au  point  où  r  =  r'  et  finisse  à  celui  où  r=r",  c'est- 
à-dire  qu'on  prendra  la  différence  des  intégrales  qui  répondent  à  /•  =  /•" 
et  à  r  =  r';  or  il  est  clair  que  les  points  où  le  rayon  /•  touche  la  surface 
du  corps  sans  la  couper  sont  nécessairement  ceux  où  les  deux  racines  r' 
et  r"  deviennent  égales;  ainsi,  faisant  r'  =  r"  on  aura  une  équation 
entre/?  et  q,  qui  déterminera  l'étendue  qu'on  peut  donner  à  ces  angles, 
et  d'où  l'on  tirera  aussi  deux  valeurs  de/?  en  q,  que  nous  dénoterons  de 
même  par  /?'  et  /?";  c'est  pourquoi  il  faudra  intégrer  de  nouveau  l'inté- 
grale précédente  en  y  faisant  varier/?  seul,  et  prendre  la  nouvelle  inté- 
grale en  sorte  qu'elle  commence  où  p=p'  et  qu'elle  finisse  où  /?=/?"; 
enfin  on  fera /?'=/?",  ce  qui  donnera  une  équation  en  q  seul,  laquelle 
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aura  aussi  nécessairement  deux  racines  q'  et  q";  ainsi  l'on  intégrera  pour 
la  troisième  fois  en  faisant  varier  q,  et  l'on  prendra  l'intégrale  en  sorte 
qu'elle  commence  où  q  =  q'  et  qu'elle  finisse  où  q  =  q".  On  aura  de  cette 
manière  l'intégrale  complète  de  la  différentielle  proposée.  Il  faut  seule- 
ment remarquer  qu'il  peut  arriver  que  l'équation  p'=p' ',  qui  doit  don- 
ner les  deux  valeurs  extrêmes  de  q,  soit  impossible,  ou  qu'elle  ne  ren- 
ferme point  la  variable  q;  dans  ce  cas  ce  sera  une  marque  que  l'angle  q 
peut  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  et  pour  compléter  l'intégrale 
il  suffira  alors  de  la  prendre  depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  1800,  c'est-à-dire 
qu'on  prendra  q'  =  o  et  q"  —  1800.  On  remarquera  encore  que  dans  le  cas 
où  les  valeurs  de//  et//  seront  indépendantes  de  q,  les  intégrations  rela- 
tives a  p  et  q  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  puisque  les  quanti- 
tés/?' et//  auront,  ainsi  que  les  quantités  q'  et  q",  des  valeurs  absolues  cl 
données.  D'où  il  suit  qu'il  sera  indifférent  dans  ce  cas  de  commencer  par 
l'intégration  relative  a  p  ou  par  celle  qui  regarde  q,  et  qu'il  conviendra 
par  conséquent  de  commencer  par  celle  des  deux  qui  rendra  le  calcul 
plus  facile. 

2°  Lorsque  le  centre  des  rayons  /-est  au  dedans  du  corps,  il  est  visible 
que  les  angles  p  et  q  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles,  puis- 
que dans  quelque  position  que  le  rayon  rse  trouve  il  rencontre  toujours 
nécessairement  la  surface  du  corps;  de  plus  il  est  clair  que  le  même 
rayon,  étant  prolongé  de  part  et  d'autre  du  centre,  doit  rencontrer  la 
surface  du  corps  des  deux  côtés;  et  l'on  déterminera  les  deux  valeurs 
de  /',  que  nous  désignerons  par  r'  et  r",  par  la  résolution  de  l'équation 
à  la  surface  cuire  les  coordonnées  /\  p,  q.  Or  il  csl  facile  de  concevoir 
que,  pour  avoir  dans  ce  cas  l'intégrale  complète  de  Pa,  il  suffira  d'inté- 
grer d'abord  en  faisant,  varier  r  seul  cl  de  manière  que  l'intégrale  soit 
nulle  lorsque  r  o,  et  de  prendre  la  somme  des  valeurs  de  l'intégrale 
qui  répondent  ii  /•  r'  et  à  /■  --  r";  d'intégrer  ensuite  celle  quantité  en 
faisant  varier  successivement  les  angles  p  et  q,  et  de  prendre  chacune  de 
ces  intégrales  particulières  en  sorte  qu'elle  snii  nulle,  et  complète  lors- 
que p  ou  y  est  égal  ii  180  degrés.  Et  comme  les  intégrations  qui  regar- 
dent les  variables  p  et  q  sont  absolues  et  indépendantes  l'une  de  l'an  ire. 
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il  est  visible  qu'il  sera  indifférent  de  commencer  par  telle  qu'on  voudra. 
On  voit  par  là  qu'il  y  a  une  grande  différence  entre  le  cas  où  le  centre 
des  rayons  r  est  supposé  au  dehors,  et  celui  où  il  est  au  dedans  du  corps; 
que  ce  dernier  est  sans  comparaison  plus  facile  à  résoudre  que  l'autre,  et 
qu'ainsi  il  convient  de  ramener  toujours  la  question  à  ce  cas,  ce  qui  est 
d'ailleurs  toujours  possible,  puisque  la  position  du  centre  des  rayons  est 
arbitraire,  ne  dépendant  que  des  constantes  indéterminées  a,  b,  c. 

3°  Il  y  aurait,  à  la  vérité,  encore  un  cas  qui  paraîtrait  mériter  une  dis- 
cussion particulière,  parce  qu'il  est  comme  intermédiaire  entre  les  deux 
précédents,  c'est  celui  où  le  centre  des  rayons  serait  placé  sur  la  surface 
même  du  corps;  mais  on  peut  rapporter  ce  cas  au  précédent  et  le  traiter 
de  même,  en  remarquant  qu'on  aura  une  seule  valeur  de  r,  l'autre  deve- 
nant nulle,  et  qu'ainsi  après  avoir  intégré  en  faisant  varier  r,  il  n'y  aura 
qu'à  prendre  l'intégrale  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque  r  =  o,  et  com- 
plète lorsque  r  aura  la  valeur  résultante  de  l'équation  entre  r,  p,  q;  à 
l'égard  des  deux  autres  intégrations,  on  y  observera  les  mêmes  condi- 
tions que  ci  dessus. 

Problème  III. 

6.  Déterminer  la  valeur  de  l'attraction  qu'un  corps  dont  la  surface  est 
exprimée  par  une  équation  du  second  degré  exerce  sur  un  point  placé  au 
dedans  du  corps  ou  à  sa  surface,  en  supposant  l'attraction  réciproquement 
proportionnelle  aux  carrés  des  distances. 

Conservant  les  dénominations  du  Problème  I,  on  aura  R  =  —>  el  l'élé- 


ment de  l'attraction  sera  égal  à  —  »   qui   étant  décomposé  suivant  les 

directions  des  coordonnées  x,  y,  z  donnera  les  trois  attractions  élémen- 
taires 

(  x  —  a  )  a.        (r  —  b  )  «  z  —  c)  a 

►i  3  ti3  i>3 

Introduisons  maintenant  à  la  place  des  coordonnées  rectangles  x,  y,  z  le 
rayon  même  r  avec  les  deux  angles  p  et  q,  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  le 
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n°  4,  et  l'on  aura 

x  =  r2sinp  dpdqdr, 
x  —  a  =  rsinp  cosq,     y—  b  =  rsinp  sinq,     z  —  c  =  rcosp, 

et  les  trois  attractions  élémentaires  deviendront  celles-ci 

•  sin2 p  cosq  dpdqdr     suivant     a, 

sin2 p  sinq  dpdqdr    suivant     h, 
sinp  cosp dpdqdr    suivant     c. 

Maintenant,  comme  le  rayon  est  supposé  mené  du  point  attiré,  il  est  clair 
que  ce  point  sera  ici  le  centre  même  des  rayons;  par  conséquent  il  faudra 
procéder  dans  l'intégration  d'une  manière  différente  suivant  que  le  point 
attiré  sera  hors  du  corps  ou  au  dedans.  Dans  le  Problème  présent  nous 
supposons  que  ce  point  est  placé  dans  l'intérieur  du  corps,  ainsi  l'on 
suivra  les  règles  données  ci-dessus  (5,  2°). 

On  commencera  donc  par  intégrer  par  rapport  a  r,  et  nommant  /•'  et  r" 
les  deux  valeurs  de  r  qu'on  trouvera  par  la  résolution  de  l'équation  à  la 
surface  donnée,  on  aura  ces  premières  intégrales 

/•'  4-  r"  |  sin*p  cos qdpdq, 
/•'  -+-  r")siiï'p  sinqdpdq, 
r'  -+-  /"  i  sin/7  cosp  dp  dq, 

Maintenant  on  sait  que  les  surfaces  du  second  ordre  qui  sont  renfermées 
dans  un  espace  fini  peuvent  être  représentées  toutes  par  l'équation 

i1  -t-  mx1  -4-  ri)  '       k, 

m,  n,  k  étant  des  coefficients  quelconques  positifs;  et  il  est  clair,  par  la 
nature  de  celle  équation,  que  les  axes  des  trois  coordonnées  rectangles  r. 
y,  z  seront  tels,  que  les  plans  passant  par  deux  quelconques  (rentre  eux 
partageront  la  surface  en  deux  parties  parfaitement  égales;  de  sorte  que 
ces  axes  seront  en  inéine  temps  les  axes  de  la  surface,  et  leur  intersection 

commune  en  sera  le  centre.  Qu'on  substitue  donc  dans  celte  équation  i» 
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la  place  de  x,  y,  z  leurs  valeurs  en  r,  p,  q,  savoir  (4) 

x  —  a  -+-  rsinp  cosr/,     r  =  b  -h  rsinp  sinrj,     z  =^c  +  rcosp, 
on  aura  l'équation 

I  c  -h  rcosp  2+  m  (a  ■+-  rsihp  cosq  !  +  h  4  +  rsinp  sinq  •'  =  />, 

et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  r, 

(  cos2p  -+-  m  sin2p  cos2q  +  n  sin2/?  sin2ç  )  /'; 

-f-  z(c  cosp  •+-  ma  sinp  cosq  -f-  /i&  sin/>  sin^r  /■  -+-  ie,J  -+-  »?«-  -r-  «£>-  —  A 

c'est-à-dire 

2       z(c  cosp -\- ?7ias\np  cosq -h  nb  sinp  sinq 
cos2p  +  m  sin2/?  cos2q  +  n  s'm2p  sin2q 

c2  -+■  ma2  -f-  nb2  —  k 


cos2p  -+-  m  sin2p  cos2q  -f-  «  sin2/>  sin'q 

équation  dont  les  racines  seront  r'  et  r";  mais  nous  n'aurons  pas  même 
besoin  de  la  résoudre  pour  chercher  ces  racines;  car  comme  il  nous  suffît 
d'avoir  leur  somme  r'  -h  r",  on  la  connaîtra  immédiatement  par  le  coef- 
ficient du  second  terme  ;  en  sorte  qu'on  aura 

,        „_        i{c  cosp  -+-  ma  sinp  cosq  -+-  nb  sinp  sinq 
cos2p  -+•  m  sin2p  cos2q  -+-  n  sin2p  sin2  q 

ainsi ,  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  précédentes,  elles  de- 
viendront 

i(cosp  ■+-  ma  sinp  cosq  -+-  nb  sinp  sinq  i  sin2/?  cosq  dp dq 
cos2p  -+-  m  sin'p  cos2q  -+-  n  sin2p  sin2q 

2   cosp  -+-  ma  sinp  cosq  -+-  nb  sinp  sinq   sin2p  sinq  dp  dq 
cos2p  -t-  m  sin2p  cos2q  -+-  nsin2p  sin2q 

ai  cosp  -+-  ma  sinp  cosq  -f-  nb  sinp  sinq  |  sinp  cosp  dp  dq 
cos2p  ■+-  m  sin2p  cos2q  -+-  n  sin2p  sin2q 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'intégrer  ces  formules  en  faisant  varier  les 
angles/?  et  q  chacun  en  particulier,  et  prenant  chaque  intégrale  en  sorte 
qu'elle  soit  nulle  lorsque  la  variable  est  nulle,  et  complète  lorsque  la 
variable  est  égale  à  180  degrés  (5,  2°j. 
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Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

eus''/;  -f  m  sin2/)  eos-</  4-  »  sin2 p  sin'q  =   N, 

et  qu'on  suppose 

.         fs'm2p  cosp  cosqdpdq 
A     J  ~N~   :  ' 
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.         rsin3p  cos-qdpdq 

r~    Cs^naP  sinç  cosqdpdq 
L~J-  "N" 

/"sin2/?  cosp  sinqdpdq 

u     J  '  T" 

/"sin'»  sin ^  coso r//><A/ 

f  sin3 p  sin*  q  dp  dq 

*      J  N  ' 

Csinp  cos-p dp dq 

Cs'm-p  cosp  cosqdpdq 
J  N 

P  sin*  p  cosp  sinqdpdq 

I       j ___ , 

ces  intégrales  étanl  complétées  de  la  manière  qu'on  vienl  de  le  dire,  on 
aura  les  valeurs  suivantes  des  attractions  cherchées 


attraction  dans  la  direction  de  la  1 
attraction  dans  la  direction  de  la  1 
attraction  dans  la  direction  de  la  I 


gne  ",  —  ?. cA  —  7. nui  W  —  2n6C; 
gne  b,  7.c  D  -  7i)i(i  V.  •///»  I'; 
gne  c,  ■  cG      2 //mil  —  2/16 I. 


7.  Corollaire  I.      Il  csi  clair  que  les  valeurs  des  quantités  A,  H,  C,... 
sont  indépendantes  des  quantités  a,  b,  c,  qui  déterminenl  la  position  du 

poinl  attire,  ainsi  que  de  la  constante  /•  qui  entre  dans  l'équation  à  la 
surface;  d'où  il  snil  : 

1"  One  si  l'on  a  deux  points,  dont  l'un  soit  déterminé  par  les  coordon- 
nées a,  b,  c,  el  l'autre  par  les  coordonnées  Xa,  /A.  Xc,  proportionnelles 
m.  80 
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à  celles-là,  les  attractions  dit  même  corps  sur  le  premier  point  seront  à 
celles  sur  le  second  point  comme  i  est  à  ).,  puisqu'on  substituant  '/.a,  \b, 
le  à  la  place  de  a,  b,  c  dans  les  formules  précédentes,  on  ne  fait  autre 
chose  que  les  multiplier  par  le  coefficient  /.  Or  il  est  facile  de  voir  que 
la  position  des  deux  points  dont  il  s'agit  sera  sur  une  même  ligne  droite 
menée  par  le  centre  de  la  surface  qui  est  l'origine  des  coordonnées  x,  y, 
z,  ainsi  que  des  coordonnées  a,  b,  c,  et  que  la  distance  du  premier  point 
au  centre  sera  à  celle  du  second  point  au  même  centre  comme  i  est  à  /. 
D'où  l'on  peut  d'abord  conclure  que  les  attractions  sur  deux  points  pla- 
cés dans  une  droite  menée  par  le  centre  de  la  surface  seront  nécessaire- 
ment proportionnelles  aux  distances  de  ces  points  au  même  centre, 
pourvu  toutefois  que  ces  points  ne  soient  pas  placés  hors  de  la  surface. 
Et  comme  cette  proposition  est  vraie  en  particulier  par  rapport  à  l'attrac- 
tion que  le  solide  exerce  suivant  chacune  des  coordonnées  rectangles  a, 
b,  c,  il  s'ensuit  qu'elle  sera  vraie  aussi  par  rapport  à  l'attraction  qu'il 
exerce  suivant  une  direction  quelconque  donnée. 

20  Que  l'attraction  sur  un  point  donné  placé  au  dedans  du  corps  ou  à 
sa  surface,  c'est-à-dire  sur  un  point  quelconque  du  corps,  sera  la  même 
tant  que  les  constantes  m  et  n  de  l'équation  à  la  surface  seront  les  mêmes, 
quelque  valeur  qu'on  donne  d'ailleurs  à  la  constante  k;  or  il  est  facile  de 
prouver,  par  la  nature  de  l'équation 

z-  -+-  mx2  4-  ny'  —  k, 

que  les  constantes  m  et  n  déterminent  l'espèce  de  la  surface,  et  la  con- 
stante k  sa  grandeur,  en  sorte  que  toutes  les  surfaces  dont  l'équation  ne 
diffère  que  par  la  valeur  de  k  sont  semblables  entre  elles,  et  semblable- 
ment  situées;  d'où  il  s'ensuit  que  tous  les  solides  semblables,  dont  la 
surface  sera  représentée  par  une  équation  de  fa  forme 

z2  -+-  mx-  -+-  ny7  =  k, 

exerceront  nécessairement  la  même  attraction  sur  un  même  point  quel- 
conque placé  où  l'on  voudra  dans  l'intérieur  ou  à  la  surface  de  ces  so- 
lides. Et  de  là  on  tire  d'abord  ce  Théorème  que,  si  l'on  a  un  solide  creux 
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dont  les  deux  surfaces,  l'extérieure  et  l'intérieure,  soient  semblables ,  son 
attraction  sur  un  point  quelconque  de  la  surface  intérieure  sera  nulle; 
car  l'attraction  du  solide  entier  serait  la  même  que  celle  de  la  partie  qui 
occupe  la  cavité. 

8.  Corollaire  II.  —  Considérons  maintenant  de  plus  près  les  valeurs 
des  attractions  suivant  les  lignes  a,  b,  c;  et,  comme  tout  se  réduit  à 
avoir  les  valeurs  des  quantités  A,  B,  C,...,  voyons  comment  on  pourra 
les  trouver. 

Pour  faciliter  beaucoup  cette  recherche,  je  commencerai  par  remar- 
quer, en  général,  que  si  l'on  a  une  fonction  P  de  sin/?  et  de  cos2/?,  el 
qu'on  demande  la  valeur  de  l'intégrale  de  P  cospdp  prise  eu  sorte  qu'elle 
soit  nulle  lorsque/?  =  o,  et  complète  lorsque/?  =  i8o°,  cette  valeur  sera 
nécessairement  nulle;  car  comme 

sin'i8o°  —  p   =sin//    et    cos(i8o°  —  p)  =  —  cosp, 

il  est  visible  que  les  valeurs  de  Pcosy?  qui  répondent  à  p  et  à  [8o° — p 
seront  égales  et  de  signes  contraires-,  d'où  il  s'ensuit  que  dans  la  suite 
des  éléments  V CO&pdp  qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  de  p  depuis 
p  =  o  jusqu'à  p  =  i8o°,  les  mêmes  termes  se  trouveront  deux  fois,  mais 
avec  des  signes  différents,  en  sorte  que  la  somme  totale  sera  toujours 
nulle. 

De  là  on  doit  conclure  que  si  P  est  une  fonction  de  sin/>,  cos2/»  el  de 
siny,  cos-'y,  et  qu'on  demande  l'intégrale  complète  de  Pcospdpdq  ou 
àeVcosqdpdq  ou  de  Vcospcosqdpdq,  en  faisant  varier  successivement 
les  angles  p  et  g,  depuis  o  jusqu'à  [80  degrés,  chacune  de  ces  intégrales 
sera  nulle;  car  on  aura,  en  faisant  d'abord  varier/», 


/' 


Pcospdp      <>. 
et  faisant  varier  q,  on  aura  de  même 

V  1 ZOS  qdq        o; 


/' 


80. 
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donc,  etc.  Par  le  moyen  de  ce  Théorème,  on  aura  donc  sans  aucun  calcul 

A  =  o,     C  =  o,     D  =  o,     E  =  o,     H:=o,     I  =  o; 

par  conséquent  les  valeurs  des  trois  attractions  suivant  les  lignes  a,  b,  c 
se  réduiront  à  celles-ci 

—  2maB,     —  2  nb  F,     —  icG. 

D'où  l'on  voit  que  ces  trois  attractions  seront  respectivement  proportion- 
nelles aux  lignes  a,  b,  c. 

Or  comme  ces  lignes  sont  parallèles  aux  trois  axes  du  solide,  il  est 
clair  qu'elles  expriment  en  même  temps  les  distances  du  point  attiré  à 
chacun  des  trois  plans  passant  par  ces  axes.  Donc  l'attraction  d'un  point 
quelconque  du  solide,  parallèlement  à  chacun  de  ses  trois  axes,  sera 
proportionnelle  à  la  distance  de  ce  point  au  plan  passant  par  les  deux 
autres  axes;  par  conséquent  tous  les  points  du  solide  qui  seront  à  même 
distance  de  l'un  quelconque  de  ces  plans,  c'est-à-dire  tous  les  points  pla- 
cés dans  un  plan  parallèle  à  l'un  quelconque  d'entre  eux,  seront  attires 
perpendiculairement  à  ce  même  plan  par  une  force  égale. 

9.  Corollaire  III.  —  Si  dans  l'équation 

z2  -+-  mx2  +  njr?  =  k 

on  fait  n  =  m,  elle  devient 

22+  mi^  +  r'i  =k, 

laquelle  représente  un  sphéroïde  elliptique  formé  par  la  révolution  d'une 
ellipse  dont  l'équation  serait 

z2  -+-  mu2=  /», 

autour  de  l'axe  des  abscisses  z;  mais  si  m  n'est  pas  égal  à  n,  alors  le 
solide  sera  un  ellipsoïde  dont  toutes  les  coupes  seront  des  ellipses. 
Dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  l'attraction  que  le  solide  exerce  sur  un  quel- 
conque de  ses  points,  parallèlement  à  l'un  de  ses  trois  axes,  sera,  par  les 
Corollaires  précédents,  égale  à  celle  qu'exercerait  sur  le  point  du  même 
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axe  sur  lequel  tomberait  une  perpendiculaire  menée  du  point  attiré,  un 
ellipsoïde  semblable  et  semblablement  situé,  c'est-à-dire  avant  le  même 
centre  et  les  mêmes  axes,  et  qui  passerait  par  ce  même  point  de  l'axe.  Et 
cette  attraction  sera  toujours  proportionnelle  à  la  partie  de  l'axe  com- 
prise entre  ce  point  et  le  centre  du  sphéroïde. 

10.   Corollaire  IV.  --  Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  valeurs 
des  quantités  B,  F,  G,  c'est-à-dire  des  intégrales  de  ces  formules 

sin3/?  cotfqdpdq        s\n3p  s\\\2qc/p(/q        sinp  cas2 pdp dq 


N  N  N 


N  étant  (6)  égal  à 


cos-p  -+■  m  s'uVp  cos2(]  -+-  n  sin'/>  sin-r/. 


Pour  y  parvenir  il  convient  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  m  est 
égal  à  n  ou  non. 

Supposons  : 

i°  Qu'on  ait  m  =  n,  ce  qui  est  le  cas  d'un  sphéroïde  elliptique  de  ré- 
volution   numéro  précédent),  on  aura  alors 

N  :     COS1p  +  m  s\\\'j>, 

en  sorte  que  l'angle  q  disparaîtra  du  dénominateur. 

Qu'on  intègre  donc  en  premier  lieu  suivant  q,  et  l'on  trouvera  que 
l'intégrale  des  trois  formules  précédentes,  prise  en  sorte  qu'elle  soit  nulle 
lorsque  y  =  o,  el  complète  lorsque  y  =  i8o°,  sera 

s'm'pdp  sin*  pdp  sinpcos'pdp 

£   '  x .)«.",  (  90»,  N  [8o°; 

où  l'on  voit  que  les  deux  premières  quantités  sont  les  mêmes,  en  sorte 
qu'OD  aura  nécessairement  B  =  F. 

Pour  pouvoir  intégrer  unv  seconde  l'ois  en  faisant  varier  />,  on  suppo- 
sera COSp   =  11,  ce  qui  donne 

et 

%m*pdp  i—ir  du  sinpcos'pdp  u*du 

N  ///  [        m    n  X  m    |      1        m    // 


(538 

SUR  L'ATTRACTION 

Soit  de 

plus 

i  —  m 

-  =  u?     et 
m 

t 

u        i 

F- 

on  aura 

* 

•  - 

u1 

du 

_  (  u:1  —  r-  dt 

i  +  u? 

dt 

dt 

m  -+-  [i  —  m  i  u2        ni  y.3  i  +  P  m  y?      i  H    /:         mp? 

el 

u?du  Pdt  dt  dt 

m  -r-  { i  —  m  u-        mu?\  i  -H-  P         m  y.3        mu?  i  ---  / 

Or  comme  on  doit  intégrer  ces  formules  en  sorte  que  l'intégration  com- 
mence lorsque  p  --  o  et  finisse  lorsque  p  =i8o°,  il  faudra,  à  cause  de 
t  =  au  —  [j.cos/?,  faire  en  sorte  que  chaque  intégrale  soit  nulle  lorsque 
/  =  a,  et  complète  lorsque  t  —  —  p.;  c'est  pourquoi  on  aura 

r.  r  dt 

l  dt  =  t  —  u,        I =  arc  langl  —  arc  tan  y  u, 

J  J  »  +  >- 

et  faisant  ensuite  t  =  —  p, 

.,.      .       ,  r.     î      s'm3pdp 

Donc  I  intégrale  complète  de  — =^-^-  sera 

2  (  I  -+-  U? 

arc  tan  g  p. 


arc  taneu. 


mu*  m  7/ 


et  celle  de  —     ^  sera 

N 


2         2aretangy. 
m  y.2  /n  \j? 


donc  enfin  on  aura 


R    _  F  =  (  - —  arc  tangu — ]  X  i8o°, 

\  m  y3  '        /»«7 

G  =  f-^-arCtangfXW36o°. 

\  wi  u:  m  [J?        j 

2°  Soit  n  différent  de  m,  ce  qui  est  le  cas  où  le  solide  est  un  ellipsoïde 
dont  toutes  les  coupes  sont  des  ellipses;  dans  ce  cas  le  dénominateur  N 
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contiendra  l'angle  q,  et  l'on  ne  pourra  guère  exécuter  qu'une  seule  inté- 
gration, savoir  celle  qui  se  rapporte  à  l'angle  p.  Pour  cela  on  remar- 
quera que,  comme  dans  cette  intégration  l'angle  q  est  supposé  constant, 

,,.    .  ,        ,  ,,.      j       sin* pdp      .    ,       s'inp  eos-pdp    , 

on  aura  pour  1  intégrale  complète  de    — ~— —   et  de   — n  les 

mêmes  expressions  que  ci-dessus,  en  y  substituant  simplement,  à  la  plate 
de  m,  la  quantité  m cos2 q -+- ns\n-q,  ou  bien  (en  faisant  n  =  m+  v) 
celle-ci,  m  -+-  vsin2y.  Dénotant  donc  ces  valeurs  par  Q  et  Q',  il  n'y  aura 
plus  qu'à  intégrer  les  différentielles 

Q  cos2qdq,     QsirPqdq,     Q'tfq, 

en  faisant  varier  q  depuis  q  =  o  jusqu'à  q-—  i8o°;  et  l'on  aura  les  valeurs 
cherchées  de  B,  F,  G. 

1 1.  Remarque.  —  M.  Maclaurin,  dans  son  Traité  du  flux  et  du  reflux 
de  la  mer,  s'est  contenté  de  chercher  l'attraction  d'un  sphéroïde  elliptique 
sur  un  point  quelconque  de  ce  sphéroïde,  et  les  résultats  de  sa  belle  mé- 
thode synthétique  s'accordent  parfaitement  avec  ceux  que  nous  venons 
de  trouver  par  l'Analyse.  M.  d'Alemberl  vient  d'étendre  la  solution  de 
M.  Maclaurin  à  des  sphéroïdes  où  toutes  les  coupes  seraient  elliptiques, 
en  faisant  remarquer  que  les  propositions  qui  servent  de  base  à  cette  so- 
lution sont  également  vraies  à  l'égard  de  tous  les  sphéroïdes  elliptiques, 
soit  de  révolution  ou  non  :  c'est  ce  que  nous  avons  trouvé  directement 
par  notre  Analyse  dans  les  trois  premiers  Corollaires  du  Problème  pré- 
cédent. A  l'égard  de  la  valeur  absolue  de  l'attraction  des  sphéroïdes  qui 
ue  sonl  pas  de  révolution,  M.  d'Alemberl  a  essayé  de  la  déterminer  par 
différents  moyens  très-ingénieux,  mais  dont  aucun  ne  lui  a  pleinement 
réussi.  Un  des  plus  simples  parait  être  celui  que  nous  avons  employé 
dans  le  Corollaire  IV,  2°;  mais  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  inté- 
grations qui  restenl  à  exécuter  pour  avoir  les  valeurs  des  constantes  15, 
F,  (i  échappent  à  toutes  les  méthodes  connues  jusqu'à  présent. 

Au  reste,  si  le  sphéroïde  proposé  différai!  peu  d'un  sphéroïde  de  révo- 
lution, en  sorte  (pie  v  —  m  —  ri  fût  une  quantité  très-petite,  on  pourrait 

déterminer  son  attraction  par  approximation  aussi  exactement  qu'on 
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voudrait.  En  effet,  il  n'y  aura  qu'à  substituer  m      n  sin-y  au  lieu  de  m 
dans  les  valeurs  de 


Q  = —  arc  tangw. 


et  (le 


—  an.  unip 

m  y.s  m  u 


i  2  arc  tan  g  u 

1)1  :x:  m  'J 


lu.-  étant  - — — j?  et  développer  ensuite  ces  quantités  suivant  les  puis- 
sances  de  v;  ce  qui  changera  la  quantité  Q  en 

Q  -f-  —, —  vsin2<7  H -, —  v'sin1*/  -4-. . ., 

«w  2  uni1 

et  la  quantité  Q'  en 

™      <*Q'      •  .,         '  rf2Q'    .  • 

Q  H — ; —  v  sm-fl  h ; —  v2siiro  -)-...; 

«m  '       2   dm-  ' 

on  multipliera  maintenant  la  première  de  ces  quantités  par  cos2qdq  et 
par  ?\n2qdq,  et  la  seconde  par  «ty,  et,  prenant  les  intégrales  en  sorte 
qu'elles  soient  nulles  lorsque  q  —  o  et  complètes  lorsque  q  =  i8o°,  on 
aura  les  valeurs  cherchées  des  quantités  13,  F,  G. 
On  aura  donc  de  cette  manière 

»'/»/*       v  </Q        2v-  i  r/-'Q       5va     i    </3Q        ibv*       i      <24Q         \   0 

B  --  (  —  Q  -+-   —    — —  -*- —  H —  +    — — — —  4-  •  •  •  )  I  oo°, 

\2  H  dm        3-2    i  dm?        12b  2.3  (/m         5i2   2.3.4  "'"'' 

1-      3v  </0       iov!  1  rf!0      35v3    1     (/3Q       i?6v4      1      rf'Q  \    _ 

-Q+-n--7-  +-s -7— r-i 77 — 7  1— T  +  ~£ w  -7— 7+...    ibo", 

2  o  dm        S'i    7.  a  ni'        120  2.3  dm3        012    2.J..)  «m1  / 

2  «/»  o    2  «  32    2.3  dm*         120  2.J.4  «»r  / 

Problème  IV. 

12.   Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  Problème  111.  on  de- 
mande l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  placé  au  dehors. 

On  aura  dans  ce  cas  les  mêmes  formules  différentielles  que  dans  celui 
du  Problème  cité;  toute  la  différence  consistera  dans  la  manière  de  corn- 
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pléter  chaque  intégrale;  on  suivra  pour  cela  les  règles  données  dans  le 
n°  5,  i",  et  il  est  facile  de  voir  qu'après  la  première  intégration  suivant 
la  variabilité  de  r,  on  aura  les  mêmes  formules  que  dans  le  Problème  III, 
mais  avec  cette  différence  qu'au  lieu  de  la  somme  r'+  r"  des  deux  va- 
leurs de  r  il  faudra  mettre  leur  différence  r'—r".  Ainsi  les  premières 
intégrales  des  trois  attractions  suivant  les  trois  axes  du  sphéroïde  seront 

/' —  /•")  sin2/;  cosqdpdq, 
(/•'  —  r"  sin2/>  sin  qdpdq, 
O'  —  r" )  sin  p  cos /; dp dq. 

Maintenant,  si  l'on  représente  par 

r2  H-  irnr  -+-  p  —  o 

l'équation  en  r  dont  r'  et  r"  sont  les  racines,  on  aura,  comme  on  sait, 

(r'-  r")J  =  4(w'—  p); 

donc 

/•'  —  r"  =  2  \Its2  -    p . 

Qu'on  suppose,  pour  abréger, 

c  cos/;  -f-  ma  sin/?  cos</  ■+  />/>  sin/;  sin</       M, 
cos2/;  4-  m  sin2/;  cos2</  -+-  n  sin2/;  sin2^    =  N, 
£'  4-  met1  4-  m62-    /<        //, 

et  l'on  aura  (Problème  III  j 
donc 


M 

P 

n'' 

• 

r".      ■ 

N 

AN 

Ainsi  il  n'\  aura  qu'à  substituer  cette  valeur  dans  les  formules  précé- 
dentes et  intégrer  ensuite  par  rapport  à  la  variable  /;;  pour  compléter  ces 
intégrales  on  fera  r'  ■■    r",  c'est-à-dire  r'      /        o,  et  l'on  aura 

M        AN       o, 
III  8i 
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équation  d'où  l'on  tirera  les  deux  valeurs  extrêmes  de  p,  ou  plutôt  de 
sin/J  ou  de  cosp,  lesquelles  détermineront  l'étendue  qu'il  faudra  donner 
aux  intégrales  dont  il  s'agit.  On  intégrera  enfin  relativement  à  q,  et  pour 
avoir  les  valeurs  extrêmes  de  </  il  n'y  aura  qu'à  ehercher  les  conditions 
qui  donnent  des  racines  égales  à  l'équation 

Ma-/iN  =  o, 

ordonnée  relativement  a  s\np  ou  cos/?;  connaissant  ces  valeurs,  on  s'en 
servira  pour  compléter  les  dernières  intégrales. 

13.  Corollairk  I.  —  Considérons  le  cas  d'un  sphéroïde  de  révolution 
auquel  on  a  m  =  n\  on  aura  donc 

M  =  c  cosp  -+-  msin/>(acos</  -+-  b  s'mq),    . 
N  =  cos2p  +  m  sh\2p. 

Supposons  de  plus  qu'on  cherche  seulement  l'attraction  du  sphéroïde 
pour  un  point  quelconque  de  son  axe  de  révolution;  il  faudra  faire  a  =  o, 
b  =o,  et  l'on  aura  simplement 

M  — -;  c  cosp; 

d'où  l'on  voit  que  l'équation 

M2-/iN  =  o 

ne  renfermera  point  l'angle  q,  et  qu'ainsi  les  intégrations  relatives  à  p 
et  q  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  en  sorte  qu'il  sera  libre  de 
commencer  par  celle  des  deux  qu'on  voudra;  de  plus,  l'intégration  rela- 
tive à  q  devra  s'étendre  (5,  i°)  depuis  q  =  o  jusqu'à  q  —  i8o°. 

Faisant  pour  plus  de  simplicité  ûnp=u,  on  aura,  à  cause  de  h  =  c2  —  k, 

M2—  /«N  =  c2(i  —  m2)  —  h[i—  u*)  —  mhiï> 
=  c'  —  Il  —  (  c2  —  k  +  m/i  )  u2 
=  h  —  [k  -h  m(c2—  /.-)]  W, 
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et  les  trois  formules  différentielles  deviendront 


2  v  /i  —  [k  —  mk  -+-  me- ,  m2     .  ,     . 

u2cosq  a />(/<], 


i  —    1  —  ni  i  m- 


2  i  /f  —  ( k  —  mk  -+-  /ne2)  m2        .        ,     , 
'     — ,/._mw„         -u'smqdpdq, 


i  -7-    i  —  m  )  a 


zJk  —  ik  —  mk-hmc^u1      ,     . 

— ï—  — — —     -  «rfarfç       . 

Or  comme  l'équation 

k  —  (  />  —  mk  -+-  /??e2  m2  =-  o 
donne 


"  y   /r  —  mh  -!- 


me- 


il  s'ensuit  que  les  intégrations  relatives  à  l'angle/»  devront  s'étendre  de- 
puis p  =  y.  jusqu'à  p  =  —  oc,  en  prenant 


•       /  '        * 
a       arc  sin  4  /  7 = • 

y   A  —  mk  -+-  me1 

D'où  il  esi  facile  de  conclure  d'abord  que  l'intégrale  complète  de  la 

quantité 

\Jk  —  (  k  —  mk  -+-  me1 1  ir 


1  —  (  1  —  m  1 11- 


u-(//> 


sera  nulle;  car  si  l'on  dénoie  par  A  l'intégrale  de  celle  quantité  prise 
depuis  p  =  o  jusqu'à  p  =  <?.,  il  esl  clair  que  l'intégrale  de  la  même  quan- 
tité depuis p  =  o  jusqu'à  p=  —  ce.  sera  égale  à  -  A',  puisque  u2=  sin2/; 
conserve  la  même  valeur  en  prenant  p  négatif;  or  il  esl  visible  que  l'in- 
tégrale depuis  p  =  u  jusqu'à  p  =  —  «  n'est  antre  chose  que  la  somme 
des  deux  précédentes,  c'est-à-dire  A  —  A  =  o. 

Donc  l'intégrale  de  chacune  des  deux  premières  formules  différen- 
tielles sera  nulle;  par  conséquent  l'attraction  perpendiculaire  à  l'axe  de 
révolution  dans  lequel  est  prise  l'ordonnée  c  sera  nulle;  ce  qui  est  d'ail- 
leurs évident  de  soi-même. 

'  Le  facteur  2,  qui  figure  dans  ces  formules  el  dans  celles  qui  en  résultent  par  I  intégra- 
tion, esl  omis  dans  le  texte  primitif;  nous  avons  cru  devoir  le  rétablir  ici. 

Vnee  de  l'Éditeur.) 
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Il  ne  reste  donc  qu'à  chercher  l'intégrale  de  la  troisième  formule  dif- 
férentielle, et  comme  on  peut  intégrer  d'abord  suivant  q,  on  aura,  en 
exécutant  cette  intégration,  et  complétant  l'intégrale  en  sorte  qu'elle 
commence  au  point  où  q  =  o  et  qu'elle  finisse  à  celui  où  q  —  i8o°,  on 
aura,  dis-je,  la  formule 


2  Jk  —  (k  —  mk  +  me7  )  u2  u  du         ., 
-ï —  — —      —  X  i8o°. 

i  —  (i  —  m)  u- 

Ainsi  il  ne  s'agira  plus  que  d'intégrer  la  quantité 


2  Jk  —  (/i  —  mk  -+-  me- 1  u-  udu 
i  —  (i  —  m  )  u- 


et  pour  cela  on  fera 
ce  qui  donne 


\Jk  —  (k  —  mk  -+-  me*)  u'  =  t, 

k  -  P 


k  —  mk  -+-  me2 
moyennant  quoi  la  différentielle  proposée  se  transforme  en  celle-ci 


me 


'  t'dt  i       I     ,  i  —  m 

dt dt 


me2  +  (  i  —  m)  P  i  —  m  \  me- 


dont  l'intégrale  est  évidemment 


/  /   mcî  t        \ 

l  t—  \/  -     —  X  arc  tanç \ 

1  X    i  —  m  /   m<* 


pour  compléter  cette  intégrale  il  faut  se  ressouvenir  qu'elle  doit  s'étendre 
depuis  p  =  a  jusqu'à  p  =  —  a;  et  pour  éviter  toute  erreur  il  conviendra 
de  chercher  à  part  les  deux  portions  qui  s'étendent,  l'une  depuis  p  -—  o 
jusqu'à  /;  =  «  et  que  nous  dénoterons  par  A,  l'autre  depuis  p  =  o  jus- 
qu'à p—  —  a  et  que  nous  dénoterons  par  B;  et  la  somme  A-f-  B  sera 
l'intégrale  complète  cherchée.  Or  en  faisant  p  =  o  on  a  //  =  o,  donc 
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*  =  \[k;  par  conséquent  la  constante  à  ajouter  à  l'intégrale  ci-dessus  sera 


(Wï^ 


arc  tan  g 
i  —  m  I   '  v    i  —  '» 


y    i  —  rr 


faisant  ensuite  p  =  oc  on  aura  t  =  o,  et  faisant  />  =  —  »  on  aura  de  même 
£  =  o;  d'où  il  suit  qu'on  aura 

/   me2  k  k       \ 

A  =  B  — /  v k  —  \/  -       -  X  arc  tang  - 


(^-v/i^ 


i  —  m  y-i  —  m  /  „,C2 


v7™ 


donc  l'intégrale  cherchée  sera  égale  à  2 A;  et,  multipliant  par  180  degrés, 
on  aura  enfin  la  quantité 


2 


/  -j  I  me1  Jh 

\"  —  \/  -       -  X  arc  tang  — /  \  x  3(>o" 

1  —  m     '  y    1  —  m 


I  me1 
V  '  —  m. 


pour  la  valeur  de  l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  de  l'axe  place  à 
la  distance  c  du  centre. 

Ce  Problème  a  aussi  été  résolu  synthétiquementparM.  Maclaurin  dans 
son  Traite  des  Fluxions,  et  nos  solutions  s'accordent  dans  les  résultais. 

14.  Corollaire  II.  --  Si  l'on  voulait  résoudre  la  question  du  Corol- 
laire précédent  sans  supposer  m  —  n,  c'est-à-dire  en  regardant  le  sphé- 
roïde comme  simplement  elliptique  sans  qu'il  soit  de  révolution,  la 
quantité  N  serait  (en  faisant  toujours  sïnp  =  u) 

1      u'  ^     mco&q-\-  nsin'ç  u7, 

au  lieu  d'être  siinpleiueul 

1  -  iû   '    mu  ; 

en  sorte  que  pour  appliquer  les  formules  différentielles  «  1  <  1  n"  13  au  cas 

présent  il  suffirait  d'}  mettre  partout  mcos2^      rcsin2^  à  là  place  de  m. 

De  là  on  peul  d'abord  conclure  que  les  intégrales  relatives  à  />  seront  les 
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mêmes  que  ci-dessus,  en  y  changeant  seulement  m  en  mcosiq  +  n&in*q. 
Doue  les  intégrales  des  deux  premières  formules  seront  aussi  nulles,  et 
celle  de  la  troisième  sera  représentée  par  la  quantité 

AÈL_  /  7      »  /J»cl_  ^  „„„  .„„„       \  * 
i  —  m 


/  r      >  I  »'cJ  \  f( 

l\'>'—\/~       -  X  are  tang — , 


laquelle  devra  donc  encore  être  intégrée  relativement  à  q,  après  y  avoir 
substitué  partout  mcos'2q  -+-  ns\n2q  à  la  place  de  m.  Or  comme  les  deux 
valeurs  extrêmes  de  p  sont  (13)  p  =  a.  etp  =  —  oc,  il  est  visible  qu'elles 
ne  peuvent  devenir  égales  qu'en  faisant  a  =  o,  et  par  conséquent 

-. —    — j =  o     et     h  —  mk  —  mc2=  x  , 


ce  qui  ne  se  peut;  ainsi,  ne  pouvant  tirer  de  cette  condition  les  valeurs 
de  q  nécessaires  pour  compléter  l'intégrale  de  la  quantité  précédente, 
on  prendra  cette  intégrale  en  sorte  qu'elle  commence  où  q  =  o  et  qu'elle 
finisse  où  q  ==  1800;  mais  l'intégration  de  la  différentielle  dont  il  s'agit 
étant  très-difficile,  si  même  elle  n'est  pas  impossible,  nous  ne  nous  y  ar- 
rêterons pas;  outre  que  cette  matière  n'est  pas  proprement  de  l'objet 
auquel  ce  Mémoire  était  destiné,  elle  a  d'ailleurs  été  déjà  savamment  dis- 
cutée dans  le  sixième  volume  des  Opuscules  de  M.  d'Alembert ,  auquel  il 
nous  suffira  par  conséquent  de  renvoyer. 

15.  Remarque.  —  On  trouverait  des  difficultés  beaucoup  plus  grandes 
si  l'on  voulait  déterminer  par  les  formules  du  Problème  précédent  l'at- 
traction du  sphéroïde  sur  un  point  placé  hors  de  l'axe;  car  alors  les  quan- 
tités a,  b  n'étant  point  nulles,  les  expressions  des  attractions  différen- 
tielles seraient  trop  compliquées  pour  qu'on  pût  les  traiter  par  les 
méthodes  connues.  On  peut  cependant  ramener  en  quelque  manière  tous 
les  cas  à  celui  où  le  point  attiré  est  placé  dans  le  prolongement  de  l'axe 
des  coordonnées  z,  en  changeant  la  position  des  coordonnées  rectan- 
gles oc,  y,  z  de  manière  que  l'axe  des  z  passe  par  le  point  attiré;  car 


DES  SPHÉROÏDES  ELLIPTIQUES.  OIT 

alors  on  aura  également  a  =  o  et  b  =  o;  ce  qui  pourra  peut-être  faciliter 
les  intégrations  relatives  aux  angles  p  et  q. 

Pour  faire  cette  transformation  des  coordonnées  de  la  manière  la  plus 
générale,  on  remarquera  que  nommant  oc', y',  z'  les  nouvelles  coordon- 
nées rectangles,  qu'on  suppose  avoir  la  même  origine  que  les  coordon- 
nées x,  y,  z,  les  valeurs  de  celles-ci  en  celles-là  seront  exprimées  de 
cette  manière 

x  =  lx'  +  y-y'  -i-vz', 

y  =  l'x'  ■+■  y.' y'  -+-  v'z', 

z  =  ~k"x'  -T-  y." y'  -+-  v"z', 

les  coefficients  X,  jx,  v,  }.',...  dépendant  uniquement  de  la  position  des 
coordonnées  x', y',  z'  relativement  à  celle  des  coordonnées  x,  y,  z. 

Or  comme  on  suppose  que  les  coordonnées  x',  y',  z'  se  rapportent  aux 
mêmes  points  que  les  coordonnées  a?,  y,  z,  on  aura  nécessairement 

xn  _f_ y*  +  2'2=  x-  -h y7 -h  z2—  r'; 
donc  il  faudra  qu'on  ait 

(X'+X"-^"')*:'2-»-    fi»  '-+-  p"  -f   fJt"J)jr"4-    V2H    v'-    I    v"s    : 

-1-2'  Xàix-+-X'y.'-I-X"y."  .r'_>-'H-2f/.v-)-  XV  4-  X'V).rV-l-  ?.   w-i-  f/'v'-f  j*V  lj'.z 
=  *'»+/"  H    2'-', 

équation  qui  doit  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  •»',  v  .  r.  : 
c'est  pourquoi  il  faudra  qu'on  ait,  en  particulier,  les  conditions  suivantes 

X,4-X"-|-X",=    i,  fi'  +  ^H    y.'-'        i,        1/'  +  *"  +  /'        i, 

/.y  -t-  ).'//  -4-  /."y."        O,       >.v  -t    XV    I    >  V         O,       [XV  •+    «V     -  y'V         <>. 

qui  serviront  ii  déterminer  six  des  neuf  quantités  À.  y.,  v,  >. ,  y.', 

Maintenant,  comme  a,  A,  r'  soni  les  coordonnées  qui  déterminent  la 
position  du  point  attiré,  relativement  aux  axes  des  premières  coordon- 
nées > ,  v,  r,  si  l'on  nomme  de  même  a',b'%  <■  les  coordonnées  qui  déter- 
mineront la  position  du  même  point  relativement  aux  axes  des  nouvelles 
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coordonnées  oc',  y',  z',  on  aura  'pareillement 

a—  la'  +  u.b'  +  vc' , 
h  —  Va'  -i-  pi'fc'-f-  v'c', 
c—l"a'+ii."b'+v"c'', 

et  ees  équations  serviront  à  déterminer  les  trois  restantes  des  neuf  quan- 
tités X,  jx, — 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  «'  —  o  et  b'  =  o,  pour  que  le  point 
attiré  se  trouve  dans  l'axe  même  des  coordonnées  c';  et  l'on  aura 


a  =  vc',     b  —  v'c',     c  =  v"c', 


d'où  l'on  tire 


v  =—■> 
c 


Ensuite  on  déterminera  les  autres  quantités  ).,  ).',  ).",  \j.,  jx',  \j.'  par  les  six 
équations  ci-dessus. 

On  substituera  donc  à  la  place  de  x,  y,  z  les  expressions  ci-dessus  dans 

l'équation 

z2  H-  mx2  +  ny-  =  k  ; 

ensuite  il  faudra  mettre  (6)  à  la  place  des  nouvelles  coordonnées  x',  y  , 
z'  les  quantités  rs'mp  cosq,  rsinpsinq,  c' -+-  rcosp;  et  l'on  aura  l'équa- 
tion 

m[7.  r  s'mp  cosq  -4-  jj.  r  sir\p  sinq  -h  v  (c'  -\-  rcosp)  -  I 
-+-  n  [>.'/•  sinp  cos^  -+■  p/r  sinp  sin^r  -f  v'  (c'h-  rcosp.)]1  \  -    k, 
-+-    [V'rsinp  cosq  -t-  y." rsinpsinq  -4-v"(c'-f  rcosp)]2  1 


laquelle,  étant  ordonnée  par  l'apport  à  /•,  deviendra 

m    7.  s'mp  cosq  -+-  \j.  smp  smq  -f  v  eus/; 
-4-  n  (>.'  sin/?  cosq  h-  f/'  sin/?  sinç  ■+■  v'  cosp)1 
-f-     ()/'  s'mp  cosq  -+-  p."sinp  sin</  +  -/'  cospf 
mv  (  7.  s'mp  cosq  ■+-  p.  smp  s'mq  -+-  v  cosp) 
-+-  nv'(V  smp  cosq  -+-  \>!  smp  smq  H- v'  cosp 
_-+-  v"  (V'sinp  cosq  -+-  p." s'mp  sinq  -+-  v"cosp) 
<  m  v2  -f-  n  v'2  H-  v":  )  c'2  —  k—  o. 


': 
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Donc  faisant 


N  = 


M 


f 


m  •  '/.  s'mp  cosq  -(-  u.  s'mp  s'mq  +  v  cosp  2 

-+-  ni  '/!  su\p  cosq  -+-  u!  s'mp  sin</  -\-  v'  cosp  i' 
H-     (A"sin/>  cosq  -+-  y."s'\np  sinry  -f-  v"cosp  '-'_ 
m  Xv  -:-  n  XV  -i-  XV  )  sin/>  cos</ 
-i-    /?;  y.v  +  «  //v'  -f  p/V  i  sin/?  sin  q      X  c', 
-i-  i  mv1  H-  rev's  +  v"2)  eos/; _ 
//         w  y2  -,-  »y'2  +  v"J  c'-  —  /i  =  «2  -f-  mb1  -f  rac2  —  /<  ; 


on  aura 


Nf'+2M/-+/i  =  o; 
d'où  l'on  tire  la  différence  dos  racines 


i    -,    _ ^   -, 

valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  différentielles  du  Pro- 
blème IV,  après  quoi  on  intégrera  relativement  à  p  et  à  q,  en  observant 
les  règles  données  dans  ce  Problème.  Mais  comme  les  valeurs  ci-dessus 
de  M  et  de  N  sont  presque  encore  plus  compliquées  que  celles  du  n°  12, 
il  s'ensuit  que  la  méthode  précédente  ne  saurait  être  d'une  grande  utilité 
dans  la  solution  du  Problème  dont  il  s'agit. 


EXTRAITS  DE   DEUX   LETTRES  DE   D'ALEMBERT  A   LAGRANGE. 

Vouveaua    Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  177  i . 


LBTTBE   1)1    1  r>   9EPTBHBHB   i  7  7  '>  - 

La  lecture  de  votre  excellent  Mémoire  sur  l'attracti les  sphéroïdes  elliptiques,  inséré  dans 

le  volume  de  177  > .  m'a  Fait  revenir  un  momenl  sur  ce  que  j'avais  donné  dans  le  sixième  vo- 
lume de  mes  Opuscules,  relativemenl  a  cette  matière,  el  j'ai  trouvé  que  le  Théorème  du 
M.  Maclaurin,  Bur  lequel  j'avais  tonné  quelques  doutes,  pages  >\>  el  ->.\\.  An.  .M.  el  <|u'il  ;i 

III.  8a 
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énoncé  sans  démonstration,  esl  en  effet  très-vrai;  Pour  le  l'aire  voir,  je  reprends  l'équation  de 
la  page  236  de  mon  sixième  volume 


i  -h  sin2 
sin: 

Z°- 
Z' 

t 

a- 

<r 

I 

+  sin2Z 

w 

— 

A2 

A" 

i  +  sin2  Z  — ! — ■  i  -h  sin2  Z  — --  - 

ce  A 

el  j'ajoute  au  premier  membre  6'  —  c»,  et  au  second  B2  — C2,  qui  lui  es!  égal  par  L'hypothèse, 

ce  qui  donne 

sin2Z 


en  raison  constante  avec 


De  même  ajoutant  au  premier  membre  a2  —  c'2,  et  au  second  A2—  C2,  qui  lui  est  égal  (hypo- 
thèse), et  mettant  au  numérateur  i  —  cos2Z  pour  sin2Z,  et  î  —  cos2Z'  pour  siirZ'.  on  verra 

facilement  que 

cos2Z 

i  -h  sin-  Z ., — 

a 

sera  en  raison  constante  avec 

cos2  Z1 

B2  —  V  ' 

i  -t-  sin2Z' .  ,  — 

A 

d'où  l'on  tire  aisément  le  reste  de  la  démonstration,  par  la  même  méthode  que  dans  les 
pages  236  et  237. 
Il  faut  encore  remarquer,  pour  la  fin  de  la  page  242,  Art.  53,  que  l'équation 

91  3' 

b'2  _  <r-c2-+-//2' 

n'a  lieu  dans  la  supposition  dont  il  s'agit,  qu'en  faisant  S  =  C,  parce  que  C2  —  B"  est  supposé 
égal  à  <•■  —  b";  et  qu'ainsi  il  ne  se  trouve  point,  dans  cette  équation 

C2  —  B'2  =  r2  —  b'2, 

de  quantité  S  qui  soit  différente  de  C. 

Comme  il  me  semble  que  vous  n'avez  pas  traité  dans  votre  excellent  Mémoire  le  cas  du 
Théorème  dont  il  s'agit,  j'ai  cru  cette  remarque  digne  de  vous  être  communiquée. 


LETTRE    DU    l5    DECEMRE    \~~r). 

.le  suis  bien  aise  que  vous  ayez  trouvé  par  votre  théorie,  comme  vous  me  faites  l'honneur 
de  me  le  mander,  une  démonstration  analytique  du  Théorème  de  Maclaurin,  dont  je  vous  en- 
voyai il  y  a  deux  mois  la  démonstration  synthétique,  ('.'est  aussi  par  une  voie  analytique,  dont 
le  détail  aurait  été  trop  long  dans  une  lettre,  que  j'avais  trouvé  la  démonstration  de  ce  Théo- 
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rème.  Je  me  contenterai  de  vous  dire  ici  en  peu  de  mots,  que,  si,  en  suivant  les  dénominations 
des  pages  233  et  suivantes  du  sixième  volume  de  mes  Opuscules,  on  suppose  que   — ^ —  ou 

tr'1 

2-i  soit  le  même  dans  les  deux  sphéroïdes,  et  qu'on  fasse 

c*-bn         .  b'-a* 

h—  =  "        et  p-  =  D» 

à  ri'  ' 

je  trouve  que  les  attractions  des  deux  sphéroïdes  seront  entre  elles  en  raison  donnée  et  connue. 
si  la  quantité 

du  I 


/  .       b'-  c2       /pV  ■+■  c*  - 


-b'     , 

—  Il 


V  —  r- 
est  la  même  dans  les  deux  sphéroïdes,  c'est-à-dire  si       „--     est  constant  dans  ces  deux  sphé- 

o 

r2  —  lr-h  pV 
roules,  ainsi  que  — t—ï .  L     •  Or  il  est  facile  de  tirer  de  cette  double  condition  l'équation 

(  y  -+-  i)';2  ' 

A2  ^  B2  —  b2  ■+-  rf     ou     A2  -  B2  =  a»  -  //. 

11  me  semble  encore  (pie,  pour  trouver  dans  votre  théorie  l'attraction  d'un  sphéroïde  de 
révolution  en  un  point  quelconque  de  l'équateur,  dont  je  suppose  le  plan  parallèle  à  celui  des  i 
et  des)  (ce  qui  donne,  non  plus  ni  =  n ,  mais  m  =  i,  et  n  égal  à  tout  ce  qu'on  voudra  il 
est  nécessaire  de  changer  les  dénominations  de  r-,  x  et  j,  et  qu'il  faut  supposer 

i   =  rsin/j,     x  —  r  cos/j  sin  <y.     s  —  r  —  /•<  :os/>  cosy. 

c  étant  l'axe  parallèle  aux  s,  6  égal  à  c  l'axe  parallèle  aux  ./■.  et  <7  l'axe  parallèle  aux  i  .  suivant 
les  dénominations  que  j'ai  données  à  ces  axes  dans  le  sixième  volume  de  mes  Opuscules.  Par 
cette  transformation  l'attraction  du  sphéroïde  à  l'équateur  se  trouvera  aussi  facilement  que 
l'attraction  au  pôle;  el  vous  pouvez  remarquer  que  cette  transformation  est  analogue  à  la  so- 
lution de  .M.  Maclaurin,  qui  consiste  à  chercher  l'attraction  des  coupes  elliptiques  et  sembla- 
bles, perpendiculaires  au  plan  de  l'équateur,  el  avant  toutes  une  même  commune  section. 


ADDITION  Al    MÉMOIRE  PRÉCÉDENT  C). 

[Nouveaux   Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1775.) 


Les  remarques  contenues  dans  la  lettre  de  .M.  d'AIembert,  donl  j'ai  eu 
l'honneur  de  faire  pari  à  l'Académie  il  y  ;i  huit  jouis,  m'ont  donné  <»<■<  :a- 

i.u  le  g  novembre  « 7 7 "> . 

8a. 
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sion  de  chercher  si  le  Théorème  de  M.  Maclaurin  concernant  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  sur  un  point  quelconque  placé  dans  le  prolongement  de 
l'un  de  ses  trois  axes  ne  pourrait  pas  se  déduire  des  formules  que  j'ai 
données  dans  ce  Mémoire;  et  je  crois  que  les  Analystes  verront  avec  plai- 
sir avec  combien  de  facilité  on  peut  parvenir  par  ces  formules  à  la  dé- 
monstration du  Théorème  dont  il  s'agit. 

1 .   Soit  un  sphéroïde  elliptique  représenté  par  l'équation 

z2  -+-  mx2  -+-  ny2  =  h, 

nous  avons  trouvé  dans  le  n°  14  du  Mémoire  cité  que  l'attraction  de  ce 
sphéroïde  sur  un  point  placé  hors  de  lui,  dans  le  prolongement  de  l'axe 
des  coordonnées  z  (qui  est  en  même  temps  un  des  axes  du  sphéroïde],  et 
à  la  distance  c  du  centre,  est  exprimée  par  l'intégrale  de  la  formule 


V*  -  \/t 


idq     /  lT  I   me1  Jk 

—  X  arc  tang ± 

m  j   me 

v- 


m 


en  supposant  qu'on  mette  dans  cette  formule  m  cos2q  -+-  n  sin2<y  à  la 
place  de  m,  et  qu'ensuite  on  prenne  l'intégrale  depuis  q  =  o  jusqu'à 
q  =  i8o°;  et  comme  les  valeurs  de  sin2^r  et  cos2^  reviennent  les  mêmes 
dans  le  second  quart  de  cercle,  on  pourra  se  contenter  de  prendre  l'inté- 
grale depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  900,  et  de  la  doubler. 

Donc,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  —  =  g,  et  qu'on  écrive  m  à 

la  place  de  m  en  sorte  qu'on  ait  m'=  mco&%q  -+-  »sin2y,  l'attraction 
dont  il  s'agit  sera  exprimée  par  l'intégrale  prise  depuis  q  =  o  jusqu'à 
q  =  go0  île  la  formule 


8  do  Jk  /         1      /     m!  s 

-  ±-Lr  /  1 1  / 7  X  arc  tang  — -« — 

g  V    '  -  m'  °     /     m> 


Or 


donc 
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I  +  C0S20  .     ,  I  —  COS20 

cos2o=-  — -)      sin2a  = — — : 

3  2  a  2 


(>5:î 


m 


, m  -+-  n  +  [m  —  n)  cos 2 q 


Soit  maintenant 


on  aura 


tang^  =  ^ 


cos  o.q 


1  —  t 


dl 


1  + 


?     dq  =  TT72' 


donc 


,__  (m-t-n)  (n-  t2)  +  (m  —  n)  (1—  f2)  _  m -h  rit 


2(l-f-/2) 

I  —  Wl+  (t  —  «)  <2 

1  —  m  _ -- ! — , 


1  +  /2 


/tt 


n-  r 

m  -+-  /i/2 


—  ni'        1  —  m  -f-  i  1  —  n  )  V 


cl  la  différentielle  précédente  deviendra  par  ces  substitutions 


8dtft 


1 —  m-\- (1  —  n  /J 


m  +  ni2 
ni  -h   1  —  n)/ 


X  arc  tang 


b 


\/r 


ni 


nt1 
i—n  I  \ 


et  comme  7  =  o  donne  /  =  o,  et  «y  =  900  donne  /  —  x  ,  il  s'ensuil  que 
pour  avoir  l'attraction  entière  il  faudra  prendre  l'intégrale  de  celle 
quantité  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  =  00  . 

2.  On  voit  par  l'équation  générale  du  sphéroïde,  laquelle  donne  za      / 
lorsque  »  el  y  sont  nuls,  que  \/"  est  le  deini-axe,  en  sorte  que,  faisant 

c  —  \  /•.  le  point  attiré  tombe  sur  la  surface  ;  or  dans  ce  cas  on  a  g  —  1 , 
ce  qui  simplifie  un  peu  la  formule  précédente.  Mais  je  vais  faire  voir 
que  quelle  que  soit  la  valeur  de  g,  on  peut  toujours  ramener  la  formule 
a  la  même  forme  que  dans  le  cas  de  g        1  . 
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Pour  cela  je  suppose 

m  -+■  nP  .  y.  -+-  v0: 

—   o-2  L_ , 

i  —  m  -+-  (i  —  n)P       *    i  —  y.  -+-  (i  —  v  -fr 

\j.  et  v  étant  des  coefficients  indéterminés  et  5  une  nouvelle  variable;  et 
je  tire  de  là 

, g2  ( i  —  m  i  a  —  m  (  i  —  y.  )  -+-  [g'2 i  i  —  m )  v  —  m  ( i  —  v)  ]  Q- _ 

n(i  —  y.)  —  g-  (i  —  n)  y.  +  [n(i  —  v)  —  g2(i  —  n)v]6' 

je  suppose  maintenant 

g2  i  —  wi )  u  —  m  i  —  y.  ;  — -  o,     «  ( I  —  v)  —  g2 (  i  —  «)  v  =  o, 


ce  qui  me  donne 


ni  -h  [i  —  m  ) g'2  n  -f-  (i  —  /i  )  g-2 

j'aurai  ainsi 

., g2  (  i  —  m  )  v  —  m  { i  —  v 

n  (  i  —  p.)  —  g2  (  i  —  n  )  /jl 

savoir,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  \j.  et  v, 

f,=  g2d -'»;  +  '»  g, 

g2(i-«)  +  n      ' 

et  de  là 

V     g2(l  —  «,-4-Ai 

de  plus,  a  cause  de  /-  =  —  o2,  on  aura 


[  I  —  /?l     H  U.   4-  (  I  —   »     /H  V  6" 

i  —  /?(  -f-  i  i  —  n  i  f2  =  -        — - — ' —  -  : 

n  v. 


mais  les  deux  équations  ci-dessus  donnent 


i  —  m)y.=       — r-t-'j       i  —  n  v= — '■, 

g1  g2 
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donc  on  aura 


m 


i  —  m  ■+-  (  i—  n)t2  =  -    -li—  u 

ë2lJ- 


+  (,_V)e»]=  — ,JS-[*-i* 
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V     0»]. 


Faisant  donc  ces  substitutions  dans  la  formule  différentielle  du  numéro 
précédent  et  supposant,  pour  abréger, 


v. 


g'  (i  —  m)  -+-  m]  [g2(i  —  n)  -+-  n] 


elle  deviendra 

i  —  y.  +  ,.i-  v    <?       '  _  V    i  —  u.  -f-(i— V)T2  ^^ 


arc  tan  g 


/_  ^J7-^  ' ^! 
y  i—  <j.  +   i 


et  comme  S  est  égal  à  zéro  lorsque  t  =  o,  et  égal  à  ce  lorsque  /  =  se  ,  il 
s'ensuit  qu'il  faudra  prendre  aussi  l'intégrale  de  cette  formule  depuis 
S  —  o  jusqu'à  6  =  ce  . 

3.  dette  transformée  en  9  est,  comme  on  voit,  entièrement  semblable 
à  la  formule  ci-dessus  en  /  dans  le  cas  de  g  =  i .  les  quantités  (u,  v,  y  ré- 
pondant aux  quantités  m,  n,  /•;  donc  puisque  les  deux  valeurs  extrêmes 
des  variables  t  el  rj  doivent  être  les  mêmes,  il  s'ensuit  que  l'intégrale  de 
la  différentielle  en  /  du  n°  1,  quelle  que  soit  la  valeur  de  g,  sera  expri- 
mée par  une  fonction  de  (x,  v,  y  semblable  à  la  fonction  de  m.  //,  /•  par 
laquelle  sera  exprimée  la  même  intégrale  dans  le  cas  de  g       î . 

Donc  l'attraction  du  sphéroïde  représenté  par  l'équation 

z2  -4-  nix-  -+-  //t-       1, 

sur  un  point  placé  hors  de  lui  dans  l'axe  des  z  a  la  distance  c  du  centre 
sera  cg.de  ii  l'attraction  du  sphéroïde  représenté  par  l'équation 

z1  -+■  u.x2  -t-  vy2  =  / 

sur  nu  point  de  sa  surface  dans  le  même  axe  des  s, 

4.  Les  trois  demi-axes  du  sphéroïde  représente  par  l'équation 

z2  -t-  nix2  -+-  m  J       I, . 
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auxquels  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  supposées  parallèles,  sont  1/ 

t/-5  \fk\  nommant  donc  ces  demi-axes  a,  b,  c,  on  aura 


c  c 

a2  l>- 


et  désignant  par  h  la  distance  du  point  attiré  au  centre  du  sphéroïde, 
distance  que  nous  avons  nommée  plus  haute,  on  aura  (t) 


A2*' 


donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n°  2,  on  aura 

A2  h2  _  a2b2c2 

y'  =  ¥'+  a2  —  c2 '     V  ~~  h2  ■+■  b2  —  c2 '     Z  ~~  ( /j2  -+-  a2  —  c2 )  (  A2  -+-  62  — "c»]  ' 

donc,  si  l'on  nomme  de  même  a,  ]3,  y  les  trois  demi-axes  correspondants 
du  sphéroïde  représenté  par  l'équation 

z2  -4-  p.^2  +  vy2  =  y, 

et  qui  sont  \/->  V/-'  S^X'  on  aura,  en  substituant  les  valeurs  précé- 
dentes de  p.,  v,  y, 

abc 


h  si  h2  +b2—  c-' 

abc 
h  \Jh2  -t-  a2  —  c1 

abc 


sjlï1  -+-  a2  —  c2  v  A-'  +  62  —  c- 

Donc,  si  l'on  a  un  sphéroïde  elliptique  dont  les  trois  demi-axes  soient  a, 
b,  c,  l'attraction  de  ce  sphéroïde  sur  un  point  placé  dans  le  prolonge- 
ment d'un  de  ces  axes  comme  c,  à  la  distance  h  du  centre,  sera  égale  à 
l'attraction  qu'un  autre  sphéroïde  dont  les  trois  demi-axes  seraient  a,  |5, 
y  exercerait  sur  un  point  placé  à  l'extrémité  du  demi-axe  y. 
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Si  l'on  fait  h  =  c,  on  voit  que  les  quantités  a,  j3,  y  deviennent  a,  b,  c, 
et  par  conséquent  les  deux  sphéroïdes  reviennent  au  même;  ce  qui  doil 
être  pour  l'exactitude  de  nos  formules. 

5.  Imaginons  un  autre  sphéroïde  dont  les  trois  demi-axes  soient/,  g, 
h,  et  qui  soit  entièrement  semblable  à  celui  dont  les  trois  demi-axes 
sont  c/.,  [j,  y;  il  faudra  donc  que  l'on  ait 

j.        ail  [jIi 

par  conséquent,  si  l'on  substitue  pour  a,  /S,  y  les  valeurs  précédentes, 
on  aura 


/  —  v  h1  -4-  h1  —  c\     g  =  s  h1  -h  a2  —  c2; 

donc 

/"-  —  //-  =  1/'  —  c\     g-  —  h-  :     a'  —  e  ; 
et  par  conséquent  aussi 

f'-g*=    lr~a. 

Donc,  si  le  sphéroïde  donné  dont  les  trois  demi-axes  sont  a,  b,  c,  et 
le  sphéroïde  dont  les  demi-axes  sont  f,  g,  h  sont  supposés  décrits  autour 
du  même  centre,  et  en  sorte  que  leurs  axes  respectifs  soient  placés  dans 
les  mêmes  lignes,  les  coupes  elliptiques  de  l'un  et  de  l'autre  sphéroïde 
faites  par  un  plan  passant  par  deux  axes  auront  le  même  centre  et  les 
mêmes  foyers,  par  les  propriétés  connues  des  sections  coniques. 

(i.  Par  les  formules  du  n°  1  on  voit  que  l'attraction  sur  un  point  placé 
ii  l'extrémité  du  demi-axe  \ /•  (en  faisant  c=  \ k  ou  g  =  i)  est  propor- 
tionnelle ii  \J  tant  que  les  quantités  m  et  n  demeurent  les  mêmes; 
donc    î    l'attraction  de  deux  sphéroïdes  semblables  sur  des  points  places 

aux  extrémités  de  leurs  axes  respectifs  est  proportionnelle  il  ces  axes. 
Donc  l'attraction  du  sphéroïde,  dont  les  axes  sonl  ■?./,  2g,  7.h  sur  un 
point  placé  ii  l'extrémité  de  l'axe  aÀ,  esl  à  l'attraction  du  sphéroïde  sem- 
blable, dont  hs  axes  sont  j.v,  y.f'j,  >•/  sur  un  point  placé  ii  l'extrémité 
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de  l'axe  2y,  comme  2/1  est  à  ay  ou  comme  1  est  à  X\  mais  (à  cause  «le 


y    *       y 


et  (4) 
donc 


'  y/g- 

y 

ai  c 

y  _ 

abc 

Ainsi  la  proportion  dont  il  s'agit  sera  égale  à  celle  de  1  à  ttt'  ou  de 

11  &  r  y„y, 

fgh  à  <7^c. 

De  là  et  de  ce  qu'on  a  démontré  plus  haut  il  s'ensuit  que  l'attraction 
d'un  sphéroïde  elliptique  sur  un  point  placé  dans  le  prolongement  d'un 
de  ses  trois  axes  sera  à  l'attraction  qu'exercerait  sur  le  même  point  un 
autre  sphéroïde  qui  aurait  le  même  centre,  la  même  position  des  axes, 
dont  les  coupes  elliptiques  laites  par  les  mêmes  plans  passant  par  deux 
axes  auraient  les  mêmes  foyers,  et  dont  la  surface  passerait  par  le  point 
donné,  en  sorte  que  ce  point  se  trouvât  à  l'extrémité  d'un  de  ses  axes, 
l'attraction,  dis-je,  du  premier  sphéroïde  sera  à  celle  du  second  comme 
le  produit  des  trois  axes  du  premier  au  produit  des  trois  axes  du  second 
sphéroïde. 

C'est  le  Théorème  que  M.  Maclaurin  a  énoncé  sans  démonstration  dans 
l'Art.  653  de  son  Traité  des  fluxions,  et  que  nous  nous  étions  proposé  de 
déduire  de  nos  formules. 
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SOLUTIONS  ANALYTIQUES 


DE    QIELQIES 


PROBLÈMES  SUR  LES  PYRAMIDES  TRIANGULAIRES. 


[  Nouveaux  Mémoires  de  V  Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  année  1773.) 


Les  pyramides  triangulaires  tiennent,  par  leur  simplicité,  parmi  les 
corps  solides  le  même  rang  que  les  triangles  parmi  les  figures  planes; 
car  de  même  que  toute  figure  plane  reetiligne  peut  être  regardé»1  comme 
composée  de  triangles,  de  même  aussi  tout  corps  solide  terminé  par  des 
plans  peut  être  supposé  formé  de  pyramides  triangulaires;  mais  si  les 
Géomètres  se  sont  toujours  beaucoup  occupés  de  l'étude  des  triangles  el 
n'ont  cessé  d'en  approfondir  les  propriétés,  ils  n'ont  fait,  ce  me  semble, 
qu'effleurer  celles  des  pyramides  triangulaires;  et  des  principaux  Pro- 
blèmes qu'on  peut  proposer  sur  ces  sortes  de  solides  il  n'y  en  a  encore 
qu'un  très-petit  nombre  qui  ait  été  résolu.  Ceux  qui  vont  faire  la  matière 
de  ce  Mémoire  concernent  la  manière  de  trouver  la  surface,  la  solidité, 
les  sphères  circonscrites  et  inscrites,  le  centre  de  gravite,  etc..  de  toute 
pyramide  triangulaire  dont  on  connaît  les  six  côtes  :  \  :  et  je  me  flatte 
que  les  solutions  que  j'en  vais  donner  pourront  intéresser  les  Géomètres 
tant  par  la  méthode  que  par  les  résultats. 

Os  solutions  sont  purement  analytiques  et  peuvent  même  être  enten- 
dues sans  figures;  j'y  emploie  des  coordonnées  rectangles  pour  détermi- 
ner la  position  des  différents  points  que  j'ai  a  considérer  dans  la  pvra- 

(*)  Je  nomme  cités  les  lignes  formées  par  la  rencontre  des  plans  sous  lesquels  la  pyramide 
est  compri-f  el  je  nommerai  ces  plans  facet  de  la  pyramide. 
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mide,  et  je  n'ai  pas  même  besoin  de  donner  aux  axes  de  ces  coordonnées 
une  position  déterminée;  je  suppose  seulement  qu'ils  se  coupent  au  som- 
met de  la  pyramide,  en  sorte  que  pour  ce  point  les  coordonnées  soient 
nulles,  ce  qui  sert  à  simplifier  les  formules  sans  rien  ôter  à  leur  généra- 
lité. Par  ce  .moyen  tout  se  réduit  à  une  affaire  de  pur  calcul,  et  il  est  très- 
facile  de  déterminer  la  valeur  des  lignes  qu'on  veut  connaître,  puisqu'il 
ne  faut  que  prendre  la  somme  des  carrés  des  différences  des  coordonnées 
qui  répondent  aux  deux  extrémités  de  chaque  ligne  proposée.  Il  ne  s'agit 
plus  ensuite  que  de  rendre  les  résultats  indépendants  de  la  position  ar- 
bitraire des  coordonnées,  en  introduisant  à  leur  place  d'autres  lignes  re- 
latives uniquement  à  la  figure  de  la  pyramide,  comme  les  côtés  de  la  py- 
ramide, les  perpendiculaires  sur  ses  faces,  etc.;  c'est  a  quoi  je  parviens 
à  l'aide  de  quelques  réductions  et  transformations  assez  remarquables 
que  j'expose  au  commencement  de  ce  Mémoire,  et  qui  pourront  être 
aussi  du  plus  grand  usage  dans  beaucoup  d'autres  cas.  Indépendamment 
de  l'utilité  directe  que  ces  solutions  pourront  avoir  dans  plusieurs  occa- 
sions, elles  serviront  principalement  à  montrer  avec  combien  de  facilité 
et  de  succès  la  méthode  algébrique  peut  être  employée  dans  les  questions 
qui  paraissent  être  le  plus  du  ressort  de  la  Géométrie  proprement  dite. 
et  les  moins  propres  à  être  traitées  par  le  calcul. 

I.   Si  l'on  a  neuf  quantités  quelconques 

x,  y,  z,  x',  y',  z' ,  x" ',  y",  z", 
et  qu'on  en  forme  ces  neuf  autres-ci 

l. 

'ç>> 

je  dis  qu'en  supposant  entre  les  neuf  quantités  données  les  six  équations 

suivantes 

x'2  -+-  y-   -+-  z2  =  a,      x'x"  -+-  y'y"  -'-  z'z"  =  b, 

x'"-  -+-  y'2  4-  z"1  =  a',     xx"  -h  y  y"  -+-  zz"  =  b', 
x"2 -v- y"---  z"1  — :  a!',     xx'  -\- yy'  -hzz'  =b", 


y'z"—z'y", 

n 

=:  z'x" 

—    OC    Ai       , 

l 

3=  x'y' 

—  y'x", 

y"z  —z"y, 

ri 

=  z"x 

—  x"  Z, 

'C 

=  x"y 

—  y"x, 

yz'  —  zy', 

■ri" 

=  zx' 

—  x  z', 

'C 

—  x  y' 

—  y  x', 
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et  faisant,  pour  abréger, 

a  —  a' a1'  —  b2,       (3  =  b'  b"  —  ab, 
a!  =  aa"  —  //'-,      (3'  =  b  b"  —  a'  b', 
<x"=aa?—b"3,     p"=bb'  —  a"  b" , 

on  aura  de  même 

£   +  vj!   +  V  =  a,        £/  £"  +  -fl'vi"  +  Ç'  r  =  p, 
£'2  +  -n"2  +  Ç'2  =  a',      If  +  »i  ■'/'  +  ?  S'  =  P', 

C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  par  la  substitution  des  valeurs  de  z,  £' 

*,  a, ...  en  x,  a?', 

2.  Doue,  si  Ton  fait  pareillement 

X=ï}'r-ÇV,  Y  =Ç'£"-£'Ç",  z=H'/)"-Vr. 
X'  =  vj"Ç  — £'"»,  Y'  =  L"£-ï"r,  Z' =£*«  -//'H, 
X."  =  nt,'  -K-n',      Y"=Ç%  -lt',     7J'=l/«'  -n%, 

et  ensuite 

A  =  a'a"-,32,       H        (3' (3     -   a]5, 

A'  =  «a'  -    (3",      B'  =  (3  3     -a'(3', 

A"=aa'  -^"\     B"=PP'  -  a"(3 
on  aura  aussi 

X2  -+-  Y2  -h'/.         V,       X'X        V\        Z  Z        15, 
X'1-hY/1  +  Z'î  =  A',     XX        ï  \         ZZ"       B', 

\ ■•-!  \  "-•-+  y  "*     v",    XX'      ^  y   -i  zz       u  . 

3.  Or  en  substituant  les  valeurs  de  z,  z ,. . .  en  .r,  .»■ , ...  ei  faisant,  pour 
abréger, 

A  zzixjr'z"  -\-yz'x"-\  z.z'y       xz'jr1      yx'z       z  y'  <  . 

on  trouve 

\        A.»-,       \         A)         /        \z, 

\         \.r\      Y        A),      Z        A:. 

\         A/    .      \         A.    .      Z        A;  ; 
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«loue  mettant  ces  valeurs  dans  les  dernières  équations  ci-dessus,  on  aura, 
en  vertu  des  six  équations  supposées  dans  le  n°  1 , 

A  =    A'a,      B  =  AS6, 
A'==A»a',     B'  =  A26', 

A"-.A2«",     B"=A'&", 

<i  de  lii  ii  est  facile  de  tirer  la  valeur  de  A2  en  a,  a',  a",  b,.,.;  car  on  aura 

d'abord 

A  '       a' x"  —  S' 

A2  =  —  = -  5 

a  a 

et,  substituant  les  valeurs  de  a',  a.",  /S  en  a,  a',...  (I), 

A-'  :     a  a'd"  -4-  2  b  b'  b"  —  ab2  —  a'  b'-  —  a'  6"J  ; 

on  trouvera  la  même  valeur  de  A'2  par  les  autres  équations.  Si  l'on  remet 
dans  cette  équation  les  quantités  x,  y,  z,  ce',...,  on  aura  la  même  équa- 
tion identique  que  nous  avons  donnée  dans  le  Lemme  ci-dessus  (*). 

h.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  A2  peut  aussi  se  mettre 
sous  cette  forme 

xa-h  x' a'  +  x"a'  -k 2  ( 6 b  -+-  S'  b'  -+-  S"  6"  i 

or  si  l'on  multiplie  cette  équation  par  A2  et  qu'on  v  substitue  ensuite  A 
à  la  place  de  A2<7,  A'  à  la  place  de  A2«',  et  ainsi  de  suite  (numéro  précé- 
dent), on  aura 

A  x  4-  A'  a'  +  A" ocr  -+-  i  (  B(3  -4-  B'  3'  ■+-  B'  3' 
A  =  -3~—  ' 

ou  bien  en  mettant  pour  A,  A',...  leurs  valeurs  en  y.,  «',...  (2) 

A''       y.  x'a."  -h  i  [3  [3'  S"  —  a  (32  —  a'  8'2  -    a''  S' s  ; 

d'où  Ton  voit  que  la  quantité  A2  et  son  carré  A''  sont  des  fondions  sem- 
blables, l'une  de  a,  a',  a",  b,  b',  b",  l'autre  de  a,  a  ,  a",  [j,  jS',  |3". 

i  *  )  Ce  Lemme  csi  la  première  des  propositions  du  Mémoire  relatif  au  mouvement  de  rota- 
lion  d'un  corps  solide.  /  bir  à  la  page  58o  de  ce  volume.  [Note  de  l'Editeur.) 
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5.  De  plus,  comme  on  a  (3) 

xy'z"  -4-  y  z'x"  -+-  z  x' y"  —  x  z'y"  —  yx'z"  —  zy'x" 


=  sja  a' a"  -hzbb'b"  —  ab2  —  a'  b'2  —  a"  b"2  =  A, 

et  qu'il  y  a  entre  les  quantités  a:, y,  z,  x',...  et  a,  a',  a",  b,...  les  mêmes 
relations  qu'entre  les  quantités  £,  vj,  Ç,  §',...  et  a,  a  ,  a",  |3, . . .  (1),  on 
aura  donc  aussi 

i  n'  r + n  ç*  r  +  &  iv  -  h  sv  -  m  g*  r  -  s  vj'  r 


=  v/a a' a"  +  2 [3  [3'  (3"  —  a(32  —  a'  (3'2  —  a"  [3"2  ==  A2. 
Donc  on  aura  cette  équation  identique  et  très-remarquable 

irrc"  +  «£T  +  ççv  -  £çv  -  7-,H'r  -  Çïi'ç* 

=  {xy'z"  -+-  y  z'x"  +  zx'y"  —  xz'y"  —  yx'z"  —  zy'x'    . 

6.  Si  les  six  quantités  a,  a',  a",  /3,  /3',  |3"  étaient  données  cl  qu'on  vou- 
lût déterminer  par  leur  moyen  les  six  quantités  a,  a',  a",  b,  b',  b",  il 
serait  peut-être  très-difficile  d'en  venir  à  bout  à  l'aide  des  six  équations 
du  n°  1  entre  ces  quantités;  mais  on  y  parviendrait  aisément  par  les  for- 
mules des  numéros  suivants. 

On  formera  pour  cela  les  six  quantités  A,  A',  A",  B,  B',  B"  (2);  en- 
suite on  formera  la  quantité  (4) 


et  l'on  aura  sur-le-champ  (3) 


A 

V 

A 

.        A' 
a    =  -— 

A' 

/          B 

''        A   • 

6        A" 

,,        B* 

6   -x 

7.  Si  l'on  multiplie  les  neuf  premières  équations  i\\\  n"  1  respective- 
ment par  a  .  x  .  a  .  v.  v  ,  v",  r,  z',  z' ,  et  qu'on  les  ajoute  ensemble  trois 

m.  Sj 
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à  trois,  on  trouvera  ces  neuf-ci,  en  mettant  A  a  la  place  de  la  quantité 
xy'z"  -\-yz'x"  -\- ...  (3) 

x\  4-  x'%  -+-x"%'  =  A,  y\  4- y' 'il  4- y"%'  =  o,  z£  4-  z'£'  -t-  z"!-"  =  0, 
.r y)  4-  x'  y/  4-  .r"  y/'  =  o,  y  y)  -h  r' y)'  -I-  y"  r\"  =  A,  z  Y)  -f-  z' y)'  4-  z" Y)"  =  o, 
a-  Ç  +  x'  £'  4-  x"  Ç"  =  0,      jÇ  -h  f  £'  4-  y"  £"  =  o,      z  Ç  -t-  z'Ç'  H-  z"  £"  =  A  ; 

et  l'on  trouvera  de  même  ces  neuf  autres-ci 

x\  4-yy)  4-  zÇ  =  A,  .r'£  4- j'y)  4-  z'Ç  =0,  .r"?  -+-y"n  4-z"Ç  =0, 
x'£'  -hj'//  4-zÇ'  :=  o,  a?'£'  4- y't]'  -+-  z' 'Ç  =  A,  ,r"£'  4  y" ri'  -f-  z"Ç'  =  o, 
x  c"  -h  yr,"  4-  z  Ç"  =  o,      x'  £"  -I-  j'y)"  -f-  z'  Ç"  =  o,      a?"  ç"  +  r"/,  "  4-  z"  'Ç  =  A. 

8.  De  plus,  si  l'on  ajoute  ensemble  trois  à  trois  les  neuf  premières 
équations  du  numéro  précédent  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  £,  y],  'Ç,  ensuite  par  £',  y/,  Ç',  et  enfin  par  |",  vj",  Ç",  on  aura,  en 
vertu  des  six  dernières  équations  du  n°  1 , 

.      _  oex -h  fi"  x' -h  fi' x"  «  T  4-  fi" y'  4-  fi' y"        ., oez  4-  fi"  z'  4-  (3'z" 


A 

t!x 

A  A 


y,  _   fi"x  4-  a'jc'  -\-  fix"         , fi"  y  -h-  x'y'  4-  fi  y" 


,„_  (S'a?  H- (3  a?' 4- «"a?"  „        (3'y4-  (3j'  4-  a"j"         „ 


A 

[3"z4- 

a'z' 

'4- 

(3z" 

A 

(3'z4- 

P*' 

4- 

a"  z" 

Et,  si  au  lieu  de  multiplier  les  mêmes  équations  par  2,  yj,  Ç,  £',...,  on  les 
multiplie  respectivement  par  x, y,  z,  x' ,...,  et  qu'on  les  ajoute  de  même 
trois  à  trois,  on  aura  ces  neuf  autres-ci 


al  4-  b"  V  4-  b'I" 

x  = 


A 

6' 

'l 

-+-  a'  X 

+  6Ç* 

A 

b' 

l 

+  &£'- 

+-a'T 

A 


r  _ 

a  yj  4-  6"y)'  4-  6'yj" 

A 

J'  = 

6"yj  4-  a' n'  -h  6 yj" 

A 

r"= 

6'yj  4  &-/)'  +  a" Y)" 

a 

£4-6"Ç' 

-+-6T' 

A 

// 

'Ç4-a'C 

'  +  6Ç* 

A 

A' 

S  +  6Ç' 

4-a"Ç" 

Ces  relations  entre  les  quantités  ^r,  a?',  x",  y, . . .  et  leurs  correspon- 
dantes ç,  £',  £",  y;,...  sont  très-remarquables  et  peuvent  être  utiles  dans 
différentes  occasions. 
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9.  Regardons  maintenant  les  trois  quantités  x,  y,  z  comme  les  coor- 
données rectangles  d'un  point  M  rapporté  à  trois  axes  fixes  et  perpendi- 
culaires entre  eux,  et  pareillement  les  quantités  x',  y',  z'  comme  les 
coordonnées  rectangles  d'un  autre  point  M'  rapporté  aux  mêmes  axes,  el 
enfin  les  quantités  x",  y",  z"  comme  les  coordonnées  rectangles  d'un 
troisième  point  M"  rapporté  également  à  ces  mêmes  axes;  on  aura,  en 
joignant  ces  trois  points  par  des  lignes  droites,  un  triangle  MM'M"  dont 
la  figure  et  la  position  seront  déterminées  par  les  neuf  coordonnées  x,  y, 
z,  x ',....  Qu'on  mène  de  plus  des  trois  points  M,  M',  M"  au  point  d'inter- 
section des  trois  axes,  point  que  nous  désignerons  par  L,  trois  autres 
droites,  et  l'on  aura  trois  autres  triangles  MLM',  M'LM",  M"LM  qui,  avec 
le  triangle  précédent  MM'M",  formeront  une  pyramide  triangulaire  donl 
les  quatre  angles  seront  aux  points  L,  M,  M',  M";  ainsi  la  forme  et  la  po- 
sition de  cette  pyramide  seront  également  déterminées  par  les  mêmes 

coordonnées  x,  x',  x",y, C'est  sur  les  propriétés  de  celle  pyramide 

que  doivent  rouler  les  recherches  qui  composent  ce  Mémoire. 

10.  Et  d'abord  il  est  visible  par  les  formules  du  n"  1  que  les  quan- 
tités a,  a,  «"expriment  les  carrés  des  distances  des  points  M,  M',  M"  au 
point  L,  et  que  les  quantités 

a  -+-  a'  —  a  b",     a  -+■  a"  —  2  b',     a'  -+-  a"  —  2  b 

expriment  les  carrés  des  distances  entre  les  points  M  et  M',  entre  les 
points  M  et  M",  et  entre  les  points  M'  et  M";  de  sorte  que  si  l'on  désigne 
les  carrés  de  ces  dislances  par  c",  c ' ,  c,  on  aura 

<i  -+-  a"  —  c       ,,      a-\-  a"  -    v'       ,„      a-\-  a'  —  c" 
b—-  1      b  — j      b' =z 

2  2  2 

Ainsi  les  six  cotés  de  la  pyramide  donl  il  s'agit  seronl 
v  ",    \  "\    \Ja" ,    v  r  «     \  '  -     \  r: 

les  trois  premiers  concourenl  au  poinl  L,  qu'on  peut  regarder  connue  le 
sommet  <!<■  la  pyramide,  et  les  trois  derniers  en  forment  la  hase:  de  ma- 

84. 
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nière  que  le  côté  \Jc"  joint  les  deux  \ja,  \ja' ,  le  côté  \[c'  joint  les  deux 
\Ja,  \Ja",  et  le  côté  \]c  joint  les  deux  \Ja' ,  \/a";  ce  qui  forme  par  consé- 
quent quatre  triangles,  qui  sont  les  quatre  faces  de  la  pyramide,  et  dont 
les  côtés  sont  sja,  \ja',  \jc"  pour  la  première  face  latérale  MLM';  \a, 
s] a" ,  \[c'  pour  la  seconde  face  latérale  MLM";  \[a' ,  \ia" ,  \rc  pour  la  troi- 
sième face  latérale  M'LM",  et  \jc,  \jc' ,  \]c"  pour  la  face  qui  sert  de  hase 
MM  M". 

H.  Si  l'on  voulait,  à  la  place  des  côtés  c,  c',  c"  de  la  base,  introduire 
les  angles  y,  y',  y"  qui  leur  sont  opposés  au  sommet  de  la  pyramide,  il 
n'y  aurait  qu'à  remarquer  que  dans  le  triangle  M'LM",  dont  les  côtés 
sont  \]a' ,  \/a",  \/c,  on  a 

c  =  a'  +  a"  —  2  \Ja'a"  cosy  ; 

donc  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  b,  on  aura 

b  =  sj  a' a"  cosy; 

on  trouvera  de  même  les  valeurs  de  b',  b"  exprimées  en  cosy'  et  cosy"; 
et  l'on  aura  de  cette  manière 

b  =  sja'a"  cosy,     b'  =  \Jaa"  cosy',     b"  =  \Jaa'  cosy". 

12.  On  sait  que  si  /,  g,  h  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne, 
son  aire  est  exprimée  par  la  formule 

4  4 

Ainsi  pour  le  triangle  MLM',  dont  les  côtés  sont  \ja,  \'a' ,  \c" ,  on  aura 
l'aire 

-  Jaa  —  b  J  = 

2  2 

Pour  le  triangle  MLM",  dont  les  côtés  sont  \Ja,  yja" ,  \c  ,  on  aura  l'aire 

-  \Jaa  —  b  2  =  - —  ; 
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et  pour  le  triangle  M'LM",  dont  les  côtés  sont  \ja' ,  sja",  ^c,  on  aura 
l'aire 

2    y  2 

Reste  encore  à  considérer  le  triangle  MM'M",  dont  les  côtés  sont  \'c, 
\c  ,  \c";  nommant  E  l'aire  de  ce  triangle,  on  aura  par  la  formule  ci- 
dessus 

i6E2=4cc'—  {c-h  c'  —  c")2; 

mettons  pour  c,  c',  c"  leurs  valeurs 

a'  -4-  a" — ib,     a -h  a" — ib' ,     a  +  a' — ib", 
on  aura 

4E2=  (  a!  -+-  a"  —  i  b     a  -+-  a"  —  i  b'  |  —    a"  —  b  —  b'  ■+-  b"  2 

=  aa'  +  aa"4-a'rt"—  ■zab  —  ia'b'—  2.a"b"~h  ■?.bb'  +  o.bb"-h  ib'b"—  b1—  b'3—  b"- 

=  «  +  a'  +  /+23  +  2(3' 4- 2(3"; 

donc 


yte  -+- «'  -+-  «"  4-  2 fi  +  2(3'  -t-  2 S" 

2 

Ainsi  les  aires  des  quatre  faces  de  la  pyramide  s'expriment  d'une  manière 
fort  simple  par  les  quantités  «,  a',  a",  /3,  ]3\  |3"  fi);  on  a  pour  celles  des 
trois  faces  latérales  les  quantités 


5  1 


\J a."        y  y.'        \  x 

2 

et  pour  l'aire  de  la  hase  la  quantité 


sy    ■    y'    ■     -y      i-  2_j3  j-    >  3'  +  2(3" 
2 

13.  Voyons  maintenant  comment  doit  être  exprimée  la  solidité  de  la 
pyramide.  On  sait  que  toute  pyramide  est  égale  au  tiers  du  produit  de  s;i 
base  par  sa  hauteur;  ornons  avons  déjà  trouve  la  valeur  de  la  hase  K; 
ainsi,  nommant  h  la  hauteur  de  notre  pyramide,  c'est-à-dire  la  valeur  de 
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la  perpendiculaire  menée  du  sommet  L  sur  le  plan  du  triangle  opposé 

F  // 
MM' M",  on  aura  —  pour  la  solidité  cherchée;  mais  la  difficulté  consiste 

à  trouver  la  quantité  h.  Soient  s,  t,  u  les  trois  coordonnées  rectangles  qui 
déterminent  la  position  d'un  point  quelconque  N  du  plan  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  on  aura,  comme  on  sait,  l'équation 

u  —  /  +  ms  -+-  ni, 

les  quantités  /,  m,  n  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  position  du 
plan;  et  comme  ce  plan  est  supposé  passer  par  les  trois  points  M,  M',  M", 
pour  lesquels  les  coordonnées  sont  (9) 

x,  y,  z,  x',  y'  z',  x" ,  y",  z", 

on  aura,  en  substituant  successivement  ces  valeurs  à  la  place  de  s,- /,  //, 
les  équations  suivantes 

z  =  l  -t-  mx  -+-  ny, 

z'  -—  l  -t-  mx'  -4-  ny' , 
z"=  l  •+-  mx"  -h  ny", 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  trois  constantes  /,  m,  n. 
Retranchant  d'abord  ces  équations  l'une  de  l'autre,  on  a  ces  deux-ci 

z'  —  z  =  m(x'  —  x )  -+-  n(y'  —  y  , 
z" —  z  =  m  (x" —  x)  -+-  n{y"  —  y), 

d'où  l'on  tire  sur-le-champ 

m  =  (*'  —  *)  '  r"— y)  ~  iz"~z)  ir'—r)  5 

(x'  —  x)(y"  —  y)  —  (x"  —  x)(y'  —  y) 

[Z1  —  Z  )  !  x"  —  X  )  —  (  Z"  —  Z  )  (  X'  —  X 


(x"  —  x)  {y'— y)  —  {x'—  x)  i  y"— y) 


c'est-à-dire  en  développant  les  termes  et  substituant  les  quantités  |,  £',... 
du  n°  1 , 


l  -f-  H'  ■+■  H" 
m  =  —  t; — -r. .;„  ? 
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Ensuite  la  première  équation  donnera 

ziÇ+r'  +  r"  ;  +  *(£+£'  +  r  i  +  rc/î  -+  r/-h-n") 

l=z-  mn  -  ny  =  -  +      +  - , 

ce  qui,  en  vertu  des  équations  du  n°  7,  se  réduit  à  cette  expression  fort 
simple 

|=-    _A 

On  a  donc  ainsi  l'équation  du  plan  de  la  base  de  la  pyramide;  nous  l'avons 
cherchée  d'autant  plus  volontiers  qu'elle  nous  sera  fort  utile  encore  dans 
la  suite. 

14.  Or  la  ligne  menée  du  sommet  L  à  un  point  quelconque  N  de  ce 
plan,  c'est-à-dire  la  distance  des  points  L  et  N,  est  exprimée  par 


v  S'  +  /=  -4-  U* , 


et  il  est  clair  que  la  plus  courte  de  toutes  ces  lignes  sera  la  quantité 
cherchée  h;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  égale  à  zéro  la  différentielle  de 
\s'2~  t2-\-  u2 ,  ce  qui  donne 

s  ds  -f-  I  dl  +  n  du  =  o  ; 

mais  l'équation 

n       I  -+-  ms  -i    /// 

donne 

du  =  m  ds    i    n  dl  ; 

donc  substituant  celte  valeur  el  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients 

de  ds  et  de  dt,  on  aura 

s  4-  mu      o,     t  -'  nu      o, 
donc 

s       —  mu,      t  n  n: 

ce  qui,  étant  substitué  dans  l'équation 

//        /    :    m  s    ■    ni, 

donne 

n       I      m  n       n*u, 
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et  de  là 

/  ni  ml 

u= r- -,      t= 1      s— , 

i  -+-  m2  -h  n-  i  -f-  m2  -+-  nr  i  -+-  m2  -+-  n2 


et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  yj s2 -+- 12-+-  u2 ,  on  aura  la  va- 
leur cherchée  de  h,  qui  sera  donc 

/ 

y  i  -+-  m2  +  n2 

Substituons  à  présent  à  la  place  de  /,  m,  n  leurs  valeurs  trouvées  ci-des- 
sus, on  aura 

h  = A 

v/U  +  £'+  D2+  (»i  -+-  ■/)'  +  -/i")2  -+-  (?  +  ?'  +  r   ' 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  qui  sont  sous  le  signe  et  faisant 
les  substitutions  du  n°  1, 

A 


y/a.  -+-  x  -+-  a"  +  2  (J  H-  2  p'  H-  2  [3" 
.Mais  on  a  trouvé  (12) 

p  _  y/a  +  a'+  «"+  ?-(3  +  2(3'  +  2(3" 

donc  on  aura  pour  la  solidité  -^-  de  notre  pyramide  la  quantité  ^-  C'est 

ce  que  nous  avons  déjà  démontré  d'une  autre  manière  ci-dessus,  où  nous 
avons  nommé  |3  la  même  quantité  que  nous  désignons  ici  par  A  (*). 

15.  Il  est  bien  remarquable  que  la  quantité  A  exprime  la  solidité  de  la 
pyramide  prise  six  fois;  si  donc  on  veut  exprimer  cette  solidité  par  les 
six  côtés  \]a,  \fa' ,  \'a" ,  \Jc,  \[c' ,  \Jc" ,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  la 
valeur  de  A,  à  la  place  de  b,  b',  b",  les  expressions  du  n°  10;  mais  il  sera 
plus  simple  de  conserver  les  quantités  mêmes  b,  b',  b",  et  l'on  aura  (3) 
la  solidité  cherchée  égale  à 

v  Wa"  +  zbbl/'  —  ab2  —  VW-  âH?2 
6 

(*)  OEwres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  585. 
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Et  comme  nous  avons  trouvé  plus  haut  que  les  aires  des  faces  de  la  pyra- 
mide s'expriment  d'une  manière  fort  simple  par  les  quantités  «,  a', . . ., 
on  pourra  aussi,  si  l'on  veut,  exprimer  la  solidité  de  la  pyramide  par  ces 
mêmes  quantités  à  l'aide  des  formules  du  n"  4;  on  aura  de  cette  manière 
la  solidité  de  la  pyramide  égale  à 

V  y.y.'a"+  iÇ>$'Ç>"-  <xp—  a! (3'2 -  oc" $"* 
6 

16.  Comme  il  faut  six  éléments  pour  la  détermination  d'une  pyramide 
triangulaire,  il  est  clair  que  si  l'on  ne  connaissait  que  la  valeur  de  l'aire 
de  chacune  de  ses  quatre  faces,  avec  celle  de  sa  solidité,  on  n'aurait  que 
cinq  équations,  et  que  par  conséquent  le  Problème  de  trouver  la  pyra- 
mide qui  satisferait  à  ces  données  serait  indéterminé.  En  effet  les  aires 
des  trois  faces  latérales  donneraient  les  valeurs  des  trois  quantités  y.,  a.', 
a",  et  celle  de  la  hase  donnerait  la  valeur  de  /3  +  |3'-f-  /S"  (12);  ensuite  la 
considération  de  la  solidité  donnerait  (numéro  précédent)  la  valeur  de 

la  ((nanti té 

««'«"-4-  2(3(3'[3"—  a|32-  a'(3'2  —  a"  (3'", 

de  sorte  qu'on  n'aurait  que  deux  équations  entre  les  trois  inconnues  |3, 
/3',  fj".  On  pourrait  donc  prendre  une  de  ces  inconnues  à  volonté,  et  alors 
la  solution  du  Problème  se  trouverait  réduite  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  second  degré. 

17.  Mais  s'il  n'y  avait  de  donné  que  les  quatre  faces  de  la  pyramide,  el 
qu'il  s'agit  de  trouver  les  dimensions  de  la  pyramide  dont  la- solidité  se- 
rait la  plus  grande,  on  pourrait  résoudre  celte  question  par  nos  formules 
avec  beaucoup  de  facilité. 

Car  il  est  d'abord  clair  que  les  trois  quantités  ?,  *',  a"  seraient  données 
ainsi  que  la  quantité  |3  -+-  /3'-t-  |3";  ainsi  il  ne  faudrait  que  rendre  un 
maximum  la  quantité 

wV'+  2(5(3' (3"-  *(3'-   «'(3        >    -,   . 

en  \  regardant  %,  «',  a"  comme  constantes,  el  |3,  jS',  ['"  comme  variables, 
m. 
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niais  de  manière  que  leur  somme  demeure  constante;  on  aurait  donc  ces 
deux  équations  différentielles 

(  (3'  (3"  —  a (3 )  rf(3  +  ( (3 |3"  —  a'(3'  )  tf(3'  -+-  ( (3(3'  —  a" 0*)  d(3"  =  o, 

âf(3  +  f/(3'  +  </(3"  =  o, 

d'où  chassant  c?/3",  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  dfc  et  ^//i',  on  tire 
ces  deux  équations  de  condition 

(3'(3"~  a£  =  [3(3"-  a'|3'  =  (3(3'-  a"  (3", 

qui  renferment  la  solution  du  Problème.  Ces  deux  équations  se  réduisent 
par  les  formules  du  n°  2  à 

B  =  B'=B  , 
ci  par  celles  du  n°  3  a 

b  =  b'  =  b"  ; 

d'où  Ton  voit  que  les  trois  quantités  b,  b',  b"  doivent  être  égales  entre 
elles.  Ainsi,  comme  les  quantités  oc,  a!,  a"  sont  supposées  données  ainsi 
que  la  somme  [i  -+-  /3'-hj3",  on  aura  ces  quatre  équations 

a' a" — b2  =  oc,     aa" —  b2  =  oc' ,     aa' — b"-  =z  oc" , 
3b2  —  (a  +  a'-\-a")b  =  fi-h  (3'  +  [3", 

d'où  il  faudra  tirer  a,  a',  a"  et  b. 
,    Si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité 

[3  +  (3'  +  (3"  =  e, 

on  a,  en  divisant  la  dernière  équation  par  b, 


a-\-a+a==ob  —  T  • 

b 


et  prenant  les  carrés 


à2 -h  a''  -+-  a"2+  i{aa!  H-  aa"  +  a' a")  =  (]o2  —  6s  -+-  ^-, 
or-  les  trois  premières  équations  donnent 

aa'      x"  -h  b2,     aa"  =  oc  -t-  //',     n'a        y.  +  b2, 
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et  df  là  on  tire 

fa'+62)(a"+62) 


a 

-+-62 

'y. 

+ 

h' 

1      a" 

+ 

b>) 

oc' 

+  6= 

(« 

+ 

b 

*' 

+ 

lr 

a'  = 

oc'  -+- 

a„t=(a±J^)( 

a"  +  ¥ 

Donc  substituant  ces  valeurs  et  faisant  pour  simplifier  encore 

2 (a  4-  a'-f-  a")  +  6e  =  8     et     62=«, 

on  aura,  après  avoir  ôté  les  fractions, 

«(a'  -+-  m  |J(a"  4-  u)''+  u(oc  +  Hj2(a"  +  «)*  +  mot  -+-  «)2(a'+  «)2 

-(3H'-ÔH  +  e!)(a  +  M)(a'  +  tt)!a"+«)=:(i, 

équation  qui,  étant  développée,  ne  montera  qu'au  quatrième  degré  par 
la  destruction  des  termes  qui  contiendraient  u'\  et  l'on  trouvera  que  le 
premier  terme  de  cette  équation  sera 

(a -¥■  oc' +  a"  +  è    u*, 

c'est-à-dire  (en  remettant  la  valeur  de  o  et  de  e) 

3  «  +  «'+  a"-f-  2.(3 -+-  2(3'+  2(3")//', 

el  que  le  dernier  sera  —  s2aaV;  de  sorte  que  comme  les  quantités  K, 
?',  a"  sont  nécessairement  positives    12   ainsi  que  la  quantité 

«  -h  a' -t-  a"  •+  a(P  -f-  (3' ■+  (3"  ), 

ces  deux  termes  seront  de  signes  différents;  par  conséquent  l'équation 

aura  toujours  au  moins  une  racine  réelle  et  positive. 

Avant  trouvé  une  valeur  positive  de  U,  on  aura  b  \  u  .  et  de  lit  on 
aura  a,  a :',  a'  par  les  formules  ci-dessus;  ainsi  l'on  connaîtra  les  si\  cotes 
de  la  pyramide,  à  cause  de  b'     b'      l>. 

1.8.  Considérons  un  autre  point  I'  place  où  l'on  voudra,  au  dedans  ou 

85. 
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au  dehors  de  la  pyramide,  pour  lequel  les  coordonnées  rectangles  soient 
p,  q,  r,  et  supposons  que  le  carré  de  la  distance  de  ce  point  au  sommet  L 
de  la  pyramide  soit/,  que  les  carrés  des  distances  du  même  point  aux 
points  M,  M',  M"  de  la  base  de  la  pyramide  soient  g,  g',  g";  il  est  facile 
de  concevoir  qu'on  aura 

/>'  -+-  g*  +  r2  =/, 

lp  —  x)-    -+-■(</  — r)2    -t-(r  —  z'r    =  g, 
(p-x'f  +{q—r'Y  +(r—z'Y  =  g', 
[p  —  x"  ?  -f-  (  q  —  y"  }  +  (  /■  —  z"  ;-  =  g", 

d'où,  en  taisant,  pour  abréger, 

.        «+/'—£•        , ,       «'  -4-  f  —  g'        ,  „       a'  +  f  —  g" 
/(•— 1 &,       fi'—  1 &_,       lc"— 1 &_, 

2  2  2 

on  tire  (1)  ces  trois  équations 

px  -+-  qy  -t~  rz  =  k, 
px'  -f-  qy'  -+-  rz'  =  h' , 
px"  -+-  qy'  -+-  rz"  =  h" , 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  coordonnées/»,  q,  r; 
et  l'on  trouvera  par  les  règles  connues  de  l'élimination,  en  mettant  les 

quantités  £,  £',...  à  la  place  de  y'z"—  z'y",  zy"  —  yz ",...  (lj  et  la  quan- 
tité A  à  la  place  de  xy'z"-\- yz'ocf'+...  (3), 


A 

h-n 

+  /» 

V 

-+- 

/,' 

V 

A 

H 

+  A 

rÇ/ 

-1- 

/,' 

'  y" 

19.  Or  il  faut  que  ces  valeurs  de  p,  q,  r  satisfassent  à  la  première 
équation 
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les  y  substituant  donc,  et  faisant  les  substitutions  des  dernières  formules 
du  n°  1,  on  aura,  après  avoir  multiplié  par  A2, 

A2/=  afc-hoc'k  ''  -+  a" /, '-'  +  2   (3"  k h  ->   (3'  k h  "  4-  (3/*'  k "  , 

équation  qui  servira  à  déterminer,  si  l'on  veut,  la  quantité/par  les  quan- 
tités g,  g',  g",  a,  a',  a",  b,  b ',  b". 

Ainsi  l'on  pourra  par  le  moyen  de  celle  équation  résoudre  le  Problème 
suivant,  qui  parait  d'ailleurs  assez  difficile. 

20.  Etant  donné  un  solide  formé  par  deux  pyramides  triangulaires 
adossées  l'une  contre  l'autre  par  leurs  bases  supposées  égales;  trouver  la 
valeur  de  la  diagonale,  c'est-à-dire  de  la  ligne  droite  qui  joindrait  les  som- 
mets opposés  des  deux  pyramides .  en  supposant  qu'on  connaisse  les  neuf 
cotés  de  ce  solide. 

Il  est  visible  que  si  l'on  imagine  que  le  point  P  soit  le  sommet  de  la 
seconde  pyramide,  dont  la  base  soit  le  même  triangle  MM'M"  qui  sert  de 
base  à  la  première  pyramide,  on  aura  /pour  le  carré  de  la  diagonale 
eberebée,  et  a,  a',  a",  c,  c' ,  c",  g,  g',  g"  pour  les  carres  des  neuf  cotés 
donnés  des  deux  pyramides;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  l'équation 
du  numéro  précédent  à  la  place  de  k,  k',  k"  leurs  valeurs,  et  l'on  aura 

[Al/=«  a-hf—  gY+a'{a'+f-g'f+cc"  a"  +  f-g" 

+  2p'(a-hf-g)(a'+f-g'    I    i£'(a  +  f-g)(a'      f     g 
+  *P(a'+f-g')(a''+f-g'>  . 

Cette  équation  étant  Ordonnée  par  rapport  à /moulera  au  second  i\(>£\r 
et  aura  par  conséquent  deux  racines  qui  seront  nécessairement  toutes 
deux  réelles;  en  effet  il  est  visible  que  le  Problème  admet  deux  solutions. 
parce  que  l'on  peut  concevoir  que  les  deux  pyramides  qui  ont  leur  base 
commune  soient,  ou  des  deux  côtés  opposes  de  cette  base,  ou  bien  du 
même  côté;  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  /' appartiendra  au  pre- 
mier cas,  et  la  moindre  au  second. 

21 .  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  pris  en  sorte  qu'il  soil 
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également  distant  des  quatre  angles  L,  M,  M',  M"  de  la  pyramide  du  n°  9; 
il  est  clair  que  ce  point  deviendra  le  centre  de  la  sphère  qui  serait  cir- 
conscrite à  cette  pyramide.  On  aura  donc  dans  ce  cas 

f=:g  =  g'  =  g"> 
et  l'équation  du  numéro  précédent  deviendra 

4A2/  —  xa2  ■+-  a'rt'2-4-  a"a"2-4-  2((3"aa'  +  fi'aa"-h  fia'a'   , 

d'où  l'on  tire 

_  «a;  +  «'a'2  +  oc"a":  -+-  2  (  (3'W  +  $'aa"-¥  $a'd 
*~  4A2  : 

et  cette  quantité /sera  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  la 
pyramide. 

Quant  à  la  position  du  centre  de  cette  sphère,  elle  sera  déterminée  par 
les  coordonnées/;,  q,  r,  lesquelles,  à  cause  de 

■2.  1  1 

auront  les  valeurs  suivantes  (18) 

P  ~~ 

at  -+-  c 
r  =  ~ a  A 

ou  bien  en  substituant  pour  |,  £',  Ë",  vj,...  leurs  valeurs  en  x,  x  ,...  (8), 

_(«a  +  a'(3"  +  fl"(3')z+  (a(3"-t- a'a'  + a"(3).r'-i-  (a(3'-f- a'(3  H-  a"a      c 
^~  2  A2 

_  («a  +  «'(3"-l-a//f3'  ) y  -+-  (a(3"  +  a' oc'  -+-  «"(3)  j'  -t-  (a(3'  -+•  a' (3  -+-  «"g      1 
q~~  2  A' 

_  (a«-t-«'f3"  +  a"(3')  z  -+-  (a(3"  +  a'a'  +  fl"(3)  z' -h  (a  (5'  +  a' (3  -+  a" a."    z" 
r—  2AS 

22.  Considérons  encore  le  même  point  P  déterminé  par  les  coordon- 


2A 

an 

+  a'vj'-f-  a' 

'*}" 

2A 

al 

-+-a'Ç'+a'T 
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nées  p,  q,  r  du  n°  18,  sans  supposer  que  ce  point  soit  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite,  et  voyons  comment  on  peut  déterminer  la  distance 
de  ce  point  à  la  base  MM'M"  de  la  pyramide,  c'est-à-dire  la  ligne  perpen- 
diculaire menée  du  même  point  sur  le  plan  de  cette  hase. 

Pour  cela  on  suivra  une  méthode  analogue  à  celle  du  n"  14,  en  remar- 
quant seulement  que  la  distance  du  point  P  au  point  quelconque  N  du 
plan  MM'M"  sera  exprimée  par 


Jis-py-h{t  —  q .2  +  («  —  !■  [*, 

de  sorte  qu'on  aura,  en  égalant  la  différentielle  de  cette  quantité  à  zéro, 

l'équation 

(s  —  p)ds  ■+-(£—  q  dl  -h  { u  —  r) du  =  o, 

laquelle,  en  substituant  pour  du  sa  valeur  mds -\-  ndt  numéro  cité  el 
Taisant  séparément  égaux  à  zéro  les  coefficients  de  ds  et  de  dt,  donnera 
ces  deux-ci 

s  —  p  ■+-  m(u  —  r)  =  o,     t  —  q  -+-  n (  u  —  r  )  =  o  ; 

d'où 

s  =  p  +  mr  —  mu,     t  =  q  -+.  nr  —  nu. 
ce  qui  étant  substitué  dans  l'équation 

u ±=  l-\   ms  h-  nt, 

on  aura 

«  =  /-(-  mp  -4-  m7 r  —  m' M  4  nq  -h  ri'r  —  ra2«, 

el  de  là 

__  /  4   mp    l    nq    '      m     ;    n2    r 
i  -4-  m-  -f  '/-' 
donc 

/      //>/>    I    no       / 
i    •    m       n 

mais  en  substituant,  dans  la  quantité 

v   s      p  '  +    t      q      ■     „       r  ', 
pour   s       j>  el   /       y,   leurs  valeurs  ci-dessus        ///    //       /    .         //    //       / 
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elle  devient 

u  —  r)  y  i  -+-  m2  +  nJ; 

e!  mettant  encore  pour  u  —  r  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver,  elle  se 
changera  en  celle-ci 

/+  mp  -t-  nq  —  r 
y/l  -t-  /??2  -4-  H2 

Substituant  enfin  à  la  place  des  quantités  /,  m,  n  leurs  valeurs  du  n°  13, 
on  aura  la  quantité 

A  -  (  l  -+•  t1  +  l"  )P  -  i  -/j  +  •//  +  y  )  g  -  (  g  -+-  g'  -+-  g'    r 

v  r+  ? + r  )2 + (  »! + r/ + r,"  f  -+-  (  ç  +  ç'  -+-  r  ■ 

ou  bien,  par  les  formules  du  n°  1 , 

A  -  (  l  +  ï  -4-  r  )  p  —  i  -A  -f-  n'  -+  y,"  j  7  -  i  g  -h g'  -+-  l")r 

qui  sera  donc  la  valeur  de  la  perpendiculaire  menée  du  point  P  sur  la 
base  MM'M"  de  la  pyramide. 

23.  On  peut  déduire  de  cette  même  formule  la  valeur  des  trois  autres 
perpendiculaires  qu'on  pourrait  mener  du  même  point  P  sur  les  trois 
faces  latérales  MLM',  MLM",  M'LM"  de  la  pyramide.  Pour  cela  il  suffît  de 
considérer  qu'en  faisant  coïncider  successivement  les  points  M",  M',  M 
avec  le  point  L,  le  triangle  MM'M"  prendra  successivement  la  place  des 
triangles  MLM',  MLM",  M'LM";  or  il  est  clair  que  cela  n'exige  autre 
chose  que  de  faire  évanouir  les  coordonnées  x",  y",  z",  ou  x',  y',  z', 
ou  x,y,  z;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  faire  pour  le  premier  cas  c,  |',  r,,  r/,  Ç, 
Ç'  nulles  et  par  conséquent  aussi  «,  a',  |3,  /3',  Ci"  et  A  égales  à  zéro,  pour 
le  second  cas  £,  |",  vj,  yj",  'Ç,  Ç"  nulles  et  par  conséquent  a,  a",  |S,  /S',  p" 
et  A  égales  à  zéro,  pour  le  troisième  cas  £',  2",  r/,  r,",  £',  £"  et  par  consé- 
quent a',  a",  jS,  /S',  |8"  et  A  égales  à  zéro  (1  et  4);  mais  il  faut  observer 
que  tandis  que  le  triangle  MM'M"  prend  la  place  des  triangles  MLM', 
MLM",  M'LM",  le  point  P  supposé  au  dedans  de  la  pyramide  traverse  le 
plan  de  ce  triangle  et  passe  de  l'autre  côté  de  ce  plan,  ce  qui  doit  faire 


SU  H   LES  PYRAMIDES  TRIANGULAIRES.  081 

changer  de  signe  à  l'expression  de  la  perpendiculaire  menée  du  point  P 
sur  ee  même  plan;  donc  les  trois  perpendiculaires  menées  de  ce  point  P 
sur  les  trois  faces  latérales  MLM',  MLM",  M'LM"  seront  exprimées  par  les 

quantités  suivantes 

%'p  +  Yi"q-hZ,"r 


H' 

67»- 

i-  r'q 

1    -Çr 

vV 

lp- 

-/)</ 

\-ïr 

S 


y. 


24.  Désignons  par  —  la  perpendiculaire  menée  du  point  P,  dont  les 
coordonnées  sont  p,  </,  /•,  sur  la  hase  M  M' M"  de  la  pyramide,  et  par  p,  p', 
p"  les  perpendiculaires  menées  du  même  point  P  sur  les  faces  latérales 
.MLM",  MLM  ,  MLM';  on  aura  par  les  deux  numéros  précédents  les  équa- 
tions 

A         E-4-g    h|    p-      r,    hrj'-hr)"   q-    (Ç-4    S'       S*   r 


i'/>      -n'q  -i-  £'r 


;>    ifq  +  KTt 


HT. 


lesquelles  donnent  d'abord  celle-ci 

A       et  )ja  H-  «'  ■+-  a'        2(3  H     'V         •  3         p  ^  z        p' ^a     h  p'  N  a    , 

qu'on  aurait  pu  i  ri  m  ver  immédiatement  parcelle  considération  que,  si  du 
point  P  on  mène  aux  quatre  coins  L,  M,  M  ,  M  de  la  pyramide  des  droites, 
elles  formeronl  quatre  nouvelles  pyramides,  ayant  toutes  leurs  sommets 
au  point  P,  et  ayant  pour  bases  les  quatre  faces  de  la  pyramide  donnée. 
en  sorte  que  celle-ci  se  trouvera  par  là  partagée  en  quatre  autres  pyra- 
mides; <•!  par  conséquent  sa  solidité  sera  égale  ii  la  somme  des  solidités 
des  pyramides  partielles  qui  la  composent.  Or  les  aires  des  faces  de  la 
III.  i  ' 


082     SOLUTIONS  ANALYTIQUES  DE  QUELQUES  PROBLÈMES 
pyramide  donnée  sont  (12) 

y/a        y/a'         y/a"        yja.  -!-  a'  H-  a"  -4-2(3+  2  J3'  -+-  2  ,3"  _ 


-5      •> 

2 


donc,  multipliant  ces  aires  par  le  tiers  des  perpendiculaires  p,  p',  p"et  ot, 
abaissées  du  point  P  sur  ces  mêmes  faces,  on  aura  les  quantités 


psjot       p' <Jtx'        p"  y/a"        nry/a  -4-a'  +  a"-f-  2(3  +  2(3'  -I-  2(3" 
"6"'     ~~6~'     "~ g-'  ~6~ 

qui  exprimeront  les  solidités  des  quatre  pyramides  partielles  qui  ont  le 
point  P  pour  sommet  commun  et  les  triangles  MLM  ,  MLM",  MLM', 
MM'M  pour  bases;  mais  la  somme  de  ces  solidités  doit  être  égale  à  la 
solidité   totale  de   la  pyramide  donnée,  laquelle  étant  exprimée  <\.k) 

par  -^-5  on  aura  par  conséquent  I  équation  ci-dessus;  ce  qui  pourrait 

servir,  s'il  était  nécessaire,  à  prouver  la  bonté  de  nos  calculs. 

25.  Si  les  trois  perpendiculaires  p,  p',  p"  étaient  supposées  données  et 
qu'on  voulût  connaître  la  position  du  point  P  d'où  elles  sont  menées,  il  n'y 
aurait  qu'à  tirer  les  valeurs  des  coordonnées  p,  g,  rôe  ces  trois  équations 

lp  -t-ng  +  Çr  =  py/â, 
l'p  -4-  n'q  +  'Ç'r  =  p'  y/a', 
£"p  -h  n"q  +  'Ç'r—  p"  y/a", 

et  l'on  trouvera  pour/>,  q,  r  des  expressions  analogues  à  celles  du  n"  18 
en  y  changeant  k,  k',  k"  en  p  y/a,  p'  \fa' ,  p"  \]a"  et  x,  y,  z,  x ' ,  y',...  en  2, 
vj,  'Ç,  £',  0 '.-••»  ce  qui  change  ces  dernières  en  X,  Y,  Z,  X',  Y',...  (1  et 2), 
c'est-à-dire  en  &x,  Aj,  Az,  Aa?',  Ay',...  (3),  et  la  quantité  A  en  A-  5  . 
De  sorte  qu'on  aura 

_  p  y/a  x  +  p'  y/a'  .r'  +  p"  y/a"  a;" 


P 


'/ 


A 

p  y/â y  +  p'  y/a7/'  -+-  p"  y/a77/" 
A 

p  y  a  2  -4-  p'  y/a'  «'-+-  p"  y/a".z" 
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26.  Par  là  on  pourra  connaître  si  l'on  veut  les  distances  de  ce  même 
point  P  aux  angles  L,  M,  JM',  M"  de  la  pyramide  donnée;  car  conservant 
les  mêmes  dénominations  du  n°  18,  on  aura  par  la  substitution  des  va- 
leurs précédentes  de/?,  q,  r,  et  d'après  les  formules  du  n°  1, 


/  = 


a  y  y.  -Y-  a  p'-x  -+-  a"  p"2x"  -f-  2.b"pp'  \Ja.a!  -+-  zb'pp"  \jxx   -+-  ibp'p"  \ja!a. 


A- 


Oll 


.        dp  v  «  -+-  b"p'  \  x'  -+-  b'p"  y  oc" 
k  --  —£- 

. ,        b" p  s/ ce -h  a' p' \;  x' -h  b  p"  \  x' 
k  —  1 — > 


.„       b'pJx  -+-  bp'  \Jx'  4-  a"p"  s/ a." 
h  £- 


«+/ 


. ,       a'  H-  f  —  g' 
k'  — *- ^_, 

2 

2 

/,  g,  g',  g"  étant  les  carrés  des  distances  cherchées. 

27.  Réciproquement,  si  ces  distances  éiani  données  on  voulait  con- 
naître 1rs  perpendiculaires  p,  p',  p",  il  n'y  aurai!  qu'à  les  tirer,  par  l'éli- 
mination, des  trois  dernières  équations  ci-dessus;  et  pour  cela  on  remar- 
quera que,  si  dans  les  trois  équations  du  u"  18  on  change  p,  q,  r  en 

p  i  y     p   i  y'      0    v  y."  ,        ,       ,        „        „       ,  .  ,         ,  » 

-4-5     y  -5  — y-'  (''  •,-.v'  z<  r  >  y  >  2  '  '  •  v  •  r-   en  a,  b  , b ,b , a,  l>. 
b  .  />.  a",  elles  deviennent  les  précédentes;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  pour 

pJa    p'  Ja?    9*  \l<*"  i  ■  •  ,  •         i  i 

—  »  -          les  mêmes  expressions  <|u  on  a  trouvées  dans  le  nu- 
méro cité  pour/;,  q,  r,  en  y  échangeant  seulement  x,  v,  z,  .r en  c/. 

b",  b  ,  // Or  par  ces  échanges  les  quantités  ;,  |'f  §",  r,.  r,  .  rt  .  _'.  _  . 

86. 
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r  deviennent  (1)  a,  |3"f  fi',  |S",  a',  /3,  /S',  /3,  a",  et  la  quantité 

k  =  xy'z" -\-y  z'x" -r- . . . 

devient 

a  a' a"  +  ib  b'b"  —  ah2  —  a'b'-  —  a"l>"2      \'; 

c'est  pourquoi  on  aura,  après  avoir  multiplié  par  A, 

<xff-h&"h'+&'k" 

?  V'a  ="      — ^ — - — ' 

(37,  +(3/,-'  +a"A" 


p'V«" 

28.  Les  formules  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  numéros  précédents 
peuvent  servir  à  résoudre  avec  beaucoup  de  facilité  le  Problème,  où  il 
s'agirait  de  trouver  dans  l'intérieur  d' une  pyramide  donnée  un  point  tel, 
(pie  menant  de  ce  point  aux  quatre  angles  de  la  pyramide  des  lignes  droites 
qui  la  partageassent  en  quatre  autres  pyramides  ayant  ce  point  pour  som- 
met et  les  faces  de  la  pyramide  donnée  pour  bases,  ces  pyramides  partielles 
fussent  entre  elles  dans  des  rapports  donnés. 

Soient  les  rapports  de  ces  quatre  pyramides  partielles  à  la  pyramide 
totale  donnée  exprimés  par  les  quantités  jjl,  u.',  u."  et  v,  en  sorte  que  l'on 

ait 

[j.  -+-  a'  -+-  u"  -4-  v  =  1  ; 

donc,  par  ce  que  l'on  a  dit  dans  le  n°  24,  on  aura 

p  \Joc  =  u  A,     p'  y/a'  =  f/A,     p"  \ja."  —  y."  A, 


td  S/a  -+-  a'-t-  oc" -h  2(3  +  2(3' +  2(3"  =  vA; 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  des  quantités/;,  q,  r 
du  n°  25,  on  aura  sur-le-champ,  pour  la  détermination  du  point  cherché, 
ces  trois  coordonnées  rectangles 

p  =  \xx  +  [j! x'  4-  y."x" , 

</  ==  f*r  ■+-  F-'r'  +  p-"r"> 

r  =  az  -\-  u'z'  -+-  u." z" . 
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Et  si  l'on  veut  déterminer  ce  point  par  ses  distances  \jf,  \jg,  s/g',  \lg 
;m  sommet  et  aux  trois  angles  de  la  base  de  la  pyramide  donnée,  on  aura, 
par  les  formules  du  n°  26, 

/—  a\j?  H-  a' a'2  +  a"  u."2  +  2  b"  pp.'  -4-  a  b'  u.y!'  +  ?.  b  '/"■", 

^f~-K  =  au.  +  by+  b'(j.", 


2 


b" [j.  -4-  a' p.'  +  by.'  , 


a"+f-     g"  _    y     +  b    ,  _,_  a„    »  _     , 
2  iii 

29.   Si  maintenant  on  suppose  dans  les  formules  du  n°  2i 

TB  =  p  =p'=p", 

il  est  clair  que  le  point  P  deviendra  le  centre  de  la  sphère  inscrite  à  la 
pyramide,  et  que  w  en  sera  le  rayon;  ainsi  l'équation  de  ce  même  numéro 
donnera  sur-le-champ 

A 
m  —      =  — = _     » 

V  (a  -4-  v'a  +  \  «'  -4-  \Ja" 

en  faisant,  pour  abréger, 

w  =  a  +  a' ■+■  «"-1-2(3-1-2 (3'  +  2 (3'  . 

Ensuite  on  aura    25  y  pour  la  détermination  du  centre  de  la  sphère  les 

coordonnées 

X\l*        >    K  y  >     \  y 

V  b)  -+-  y'a  -+-  v'a'  ■+■  V  y 

ysy   ■    v\x       y   Ky 

^/fi)    I    \  y    I    \  z'  -1    ^ 

Z  v  a        :    \  y.     <    z    K  y 
y/w  -4-  \  y        s  *         v  ^ 

Et,  si  l'on  veiii  déterminer  ce  point  par  les  distances  \f,  \fg,  \jg  .  s/$ 
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aux  angles  de  la  pyramide,  on  aura  (26) 


„ aa  -h  a! a1  4-  d'à!'  4-  7.b"  y'aa'  -t-  ib'  y/a  a."  4-  il  \  y!  a! 


(y/«  -f-  y/ a  4-  y/a'  4-  y  a"/ 

a-hf- 

-  g        a  y/ 'oc  4-  b"  y/a'  4-  b'  y/a" 

i 

y/ûJ  -f-  y/a  4-  y/a7  4-  y/a" 

a'-hf- 

-  g"'  __  b"  y/a  4-  a'  y/a'  -1-  b  \/tx" 

2 

y/w  4-  \/a.  4-  y/a'  -h  y/a" 

«"+/- 

-  g"         b'  y  a  -f-  6  y  a'  H-  a"  y/a" 

2  y/cù  -4-  y/a  -f-  y/a'  4-  y/a" 

30.  Dans  toutes  ces  formules  il  faut  prendre  les  radicaux  \  <» ,  \v, 
\jy' ,  \u"  positifs,  pour  avoir  véritablement  le  cas  d'une  sphère  inscrite 
dans  la  pyramide;  mais  il  est  remarquable  qu'en  prenant  l'un  de  ces 
mêmes  radicaux  négatif  on  aura  le  cas  où  la  sphère  tomberait  hors  de 
la  pyramide,  et  toucherait  en  même  temps  une  de  ses  faces  en  dehors,  et 
les  plans  des  trois  autres  faces  prolongés;  et  en  particulier  la  face  tou- 
chée en  dehors  par  la  sphère  sera  celle  dont  l'aire  sera  représentée  par 
la  moitié  du  radical  auquel  on  donnera  le  signe  négatif  (12).  C'est  de 
quoi  on  peut  se  convaincre  en  réfléchissant  sur  la  nature  de  nos  formules 
et  de  notre  Analyse,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  nous  entrions  là-des- 
sus dans  aucun  détail. 

31 .  Venons  maintenant  ii  la  considération  du  centre  de  gravité  de  noire 
pyramide,  et  pour  en  trouver  la  position  nous  remarquerons  que  si  l'on 
fait  passer  par  un  quelconque  des  côtés  de  la  pyramide  un  plan  qui  coupe 
le  côté  opposé  en  deux  également,  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  se 
trouvera  nécessairement  dans  ce  plan  :  c'est  ce  qui  se  démontre  facilement 
par  les  principes  de  Mécanique.  Or  comme  trois  plans  différents  ne  peu- 
vent se  couper  qu'en  un  seul  point,  il  suffira  donc  de  considérer  trois  des 
plans  dont  nous  venons  de  parler  et  de  chercher  le  point  qui  leur  sera 
commun.  Nous  imaginerons  pour  cela  qu'on  mène  par  les  trois  côtés  de 
la  base  de  la  pyramide  trois  plans  qui  coupent  les  eûtes  opposes  des  laces 
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latérales  par  le  milieu;  nous  chercherons  l'équation  de  chacun  de  ces 
plans  et  nous  en  déduirons  ensuite  aisément  la  position  du  point  com- 
mun, qui  sera  par  conséquent  le  centre  de  gravité  cherché. 

32.  Considérons  d'abord  le  plan  qui  passerait  par  le  côté  M' M"  de  la 
hase  et  qui  couperait  par  le  milieu  le  côté  LM  qui  va  du  sommet  L  à 
l'autre  angle  M  de  la  hase;  et,  nommant,  comme  dans  le  n°  13,  s,  t,  u  les 
coordonnées  rectangles  des  points  de  ce  plan,  on  aura  une  équation  de 
la  forme 

U  =  "k  ■+■  fJ.S  -+-  vt, 

À,  u.,  v  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  position  du  plan. 

Pour  déterminer  ces  constantes  on  remarquera  que,  comme  le  plan  est 
supposé  passer  par  les  points  M',  M"  de  la  hase  de  la  pyramide,  pour  les- 
quels les  coordonnées  rectangles  sont  x',  y',  z',  x",  y" ',  z"  (9),  on  aura 
d'abord  ces  deux  équations 

z'  ="k+  <j.x'  -+-  vjr', 
A  +  fix"  -t-  vy". 

Ensuite,  comme  on  veut  que  ce  plan  passe  aussi  par  le  milieu  de  la 
ligne  LM  menée  du  point  L,  qui  est  l'origine  des  coordonnées,  au  point  M. 
pour  lequel  les  coordonnées  rectangles  sont  x,  y,  z,  on  considérera  que 
ce  point  du  milieu  de  la  ligne  LM  sera  nécessairement  déterminé  par  les 

coordonnées  rectangles  —■>  —■>  -',  do  sorte  qu'on  aura  cette  troisième 
équation 

z       .        ax        v r 

-  =  A  4- h   -  •     ■ 

■?.  ■?.  2 

on  bien,  en  multipliant  par  2, 

z  =  ?. /  -t  ;j..r  +  vy. 

Cette  équation  étant  retranchée  des  deux  précédentes  multipliées  par  2, 
on  aura 

?.z'  —  z        ■)     <  >  i  t     |  i  )    , 

7.Z  Z  ■    '  '  .      I   1  1     . 
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d'où  l'on  tire 

■>-■    -  z)\  iy"  —  y)  —  (22"  —  z ){?.)•'  —  .)■ 


{ix' 

—  X  )  (  2  J"" 

—y)- 

-  (ix"  —  x)  [if'  --  y 

iz' 

-  Z){2.X" 

-x)- 

-  [iz"  —  z){2x'  —  X) 

{ix"  —  x)  (2  r'  —  y)  —  (ix'  —  x)  (  %y"  —  y) 
et  développant  les  trimes  fl) 

2%  -4-  %  -f-  %'  2 y,  -+-  n'  -4- y/' 

Ensuite  on  aura  (7) 

2à  —  z  —  [j.x  —  vy 

_z{  2Ç  4-  Ç'  4-  Ç")  +  *(  2H  H-  Ç'  4-  T  1  +  .)•'  2y,  4-  in'  4-  r,"  2A 


aç  +  ç'+.ç"  2 r  4-  r;  -+-  'ç 

et  par  conséquent 

A 


2Ç+Ç'-t-Ç* 


De  sorte  que  l'équation  du  plan  dont  il  s'agit  sera,  en  multipliant  par 
2Ç4-  Ç'+  Ç'\  et  transposant  les  termes, 

A  =  (2^  +  £'  4-  ^")*  ■+  (2*1  4"  "fl'  4-  y]")  *  4-  (2Ç  4-  Ç'4-  £"    ». 

33.  On  trouvera  de  la  même  manière  l'équation  du  plan  qui  passerait 
par  le  côté  MM"  de  la  hase  et  qui  couperait  le  côté  opposé  LM\  ainsi  que 
celle  du  plan  qui,  passant  par  le  côté  MM' de  la  base,  couperait  le  côté  LM"; 
mais  sans  l'aire  pour  cela  un  nouveau  calcul  il  suffira  de  changer  dans 
l'équation  ci-dessus  les  coordonnées  x,  y,  z  en  x' '.,  y' ',  z'  et  vice  versa  pour 
le  premier  cas,  et  en  x",  y",  z"  et  vice  versa  pour  le  second  cas.  Or  par  le 
premier  de  ces  changements  les  quantités  2,  £',  c"  se  changent  en  —  ë\ 

—  £,  —  £,";  de  même  les  quantités  rt,  v/,  r," ,  'Ç,  Ç,  'Ç"  se  changent  en  —  *j'> 

—  y;,  —  ri" ,  —  Ç',  —  'Ç,  —  'Ç",  et  la  quantité  A  se  change  en  —  A.  Et  par 
le  second  de  ces  changements  les  quantités  £,  c,  |",  y;,  y;',  yj",  Ç,  Ç',  Ç",  A 
se  changent  en  —S",  —  |',  —  £,  —  r/',  — ïj',  —  vj,  —  Ç",  —  Ç',  —  Ç,  —A. 
C'est  ce  qu'on  peut  voir  aisément  par  les  formules  des  nos  1  et  3. 

Ainsi  l'on  aura  pour  les  équations  des  deux  plans  dont  nous  venons  de 
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parler,  après  y  avoir  changé  les  signes, 

A  —  (£  4-  2'E'  +  X'  )  *  +  (  «  +  2  V  +  V  )  '  -+-  (  £  -+■  2  Ç'  -+-  Ç"  )  m, 
A  =  {£  +  £'  H-  2£"  )  *  -f-  (ïj  -4-  »'  +  2  Y}"  )  f  -t-  (Ç  +  Ç'  -4-  2  Ç")  «/. 

34.  Or,  dans  le  point  coninmn  aux  trois  plans,  les  coordonnées  s,  l,  a 
doivent  être  les  mêmes;  c'est  pourquoi  il  n'y  aura  qu'à  tirer  les  valeurs 
de  ces  trois  quantités  des  trois  équations  que  nous  venons  de  trouver,  et 
l'on  aura  les  coordonnées  qui  déterminent  le  point  d'intersection  des 
trois  plans  en  question.  Pour  cela  je  retranche  d'abord  des  deux  équa- 
tions du  numéro  précédent  celle  du  n°  32,  et  j'ai  ces  deux-ci 

(£'  —  \)  s  4-  (n'  —  n)  t  +  (Ç'  —  Ç)  «  =  o, 

(r- 1)>  -+-  (ïj"-  vj)  t  +  (  T  -  C)  «  =  o, 

d'où  je  tire  facilement 

L  -       !  -  -K)(n"--n   -(£"-$)■  n'  -  5 

1-     (S' -S' (S"--  \      (Ç  -S)($'-$j 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes  et  employant  les  substitutions  du 

n"  2, 

5        X-i-X'  +  X"        l        Y-hY'  +  Y" 


5  — 


m  bien  (3 


«        Z  -+-  Z'  -+-  Z"        a        Z  +  Z'  -t-  Z 


5    _  j?  -f-  .r'  -4-  .r"        t     _  y  -+-  y'       i 

u         z        z'  ■+■  z"         u         z  -4-  z'  -    : 


Substituant  les  valeurs  de  .v  el  <le  /  tirées  de  ces  équations  dans  celle  du 
n°  32,  oïl  en  déduira  la  valeur  de  //,  laquelle  sera 

"         ,j    .?'.;"■./     •     ,  -  ■>,.        ,,         ,;     •  i     ■    I  '       i 

mais  le  dénominateur  de  celle  formule  se  réduit  par  les  équations  «In  n°  7 

ï  \  A  ;  de  sorte  qu'on  aura,  pour  les  coordonnées  s,  i .  //  qui  répondent  au 

(II.  87* 
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centre  de  gravité  de  la  pyramide,  ces  expressions  fort  simples 


•  j        l  —  7 ^        Il  — 


x  -+-  x'  -+-  x"        .        y  -+-  y'  -+-  Y"  z  -4-  z'  -+■  z" 


4        '  4        7  4 

35.  Si  l'on  imagine  qu'il  y  ait  aux  quatre  coins  de  la  pyramide  des 
corps  de  masses  quelconques  égales  entre  elles,  il  est  visible  que  le  mo- 
ment de  ces  corps,  que  je  suppose  égaux  à  Q,  par  rapport  à  un  plan  pas- 
sant par  le  sommet  de  la  pyramide  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  sera 

Q(x  -h  x'  -+-  x" ), 

ce  qui,  étant  divisé  par  la  somme  des  masses  4Q,  donnera 

x  -+-  x'  -+-  x" 
4      - 

pour  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces  quatre  corps  au  même  plan. 
On  trouvera  de  même  que  la  distance  du  même  centre  au  plan  passant 
par  le  sommet  et  perpendiculaire  à  l'axe  des  y  sera  exprimée  par 


et  qu'enfin  la  dislance  de  ce  même  centre  au  plan  passant  par  le  sommet 
et  perpendiculaire  à  l'axe  de  s  sera 


4 

Or  ces  distances  ne  sont  autre  chose  que  les  coordonnées  rectangles  qui 
déterminent  la  position  du  centre  dont  il  s'agit  par  rapport  aux  mêmes 
axes;  donc  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des  quatre  corps  Q  pla- 
cés aux  quatre  coins  de  la  pyramide  sont  (numéro  précédent)  les  mêmes 
que  celles  du  centre  de  gravité  de  toute  la  pyramide;  par  conséquent  ces 
deux  centres  coïncident,  ce  qui  fournit  ce  Théorème  de  Statique  assez  re- 
marquable par  sa  simplicité  :  Le  centre  de  gravité  de  toute  pyramide  trian- 
gulaire est  le  même  que  celui  de  quatre  corps  égaux  qu'on  imaginerait  pla- 
cés aux  quatre  angles  de  la  pyramide. 

36.  Si  l'on  veut  déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  par  ses 
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distances  aux  quatre  coins  de  la  pyramide,  nommant  9  le  carré  de  la  dis- 
tance de  ce  centre  au  sommet,  et  4,  <J/,  t|/'  les  carrés  de  ses  distances  aux 
trois  angles  M,  M',  M"  de  la  base,  on  aura 

9    —  ■$'  -4-  P  4-  IÛ, 

ty  =  {x  —  s)2 -h  {y  —t?+{z  —u'Y, 
4/  =  (x'  —  s)2 -h  (y'  —  t)2+  \z'  —  ur, 
Y  =  {x"—s)i+{y"—  ty-h{z"—  m)2; 

donc,  substituant  pour  s,  t,  u  les  valeurs  ci -dessus,  développant  les 
termes  et  faisant,  les  substitutions  du  n°  1,  on  aura 

_  a  -t-  a'  -+-  a"  -+-  2  (  b  -t-  b'  -+-  b"  ) 


ib 

9a  +  «'  +  fl"  +  ?.(i-  3b'  —  3b" ] 


,_«  +  9«'  +  a"+2(-36  +  /»'-  3b"  \ 


„_rt  +  «'  +  9a'/-f-2(—  36  —  36' 4  h' 
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37.  On  pourrait  chercher  maintenant  à  déterminer  la  position  mu- 
tuelle des  trois  points  que  nous  venons  de  considérer  dans  la  pyramide, 
c'est-à-dire  le  centre  de  la  sphère  circonscrite,  le  centre  de  la  sphère  in- 
scrite et  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  même,  et  il  est  clair  que  si, 
pour  distinguer  les  coordonnées  des  centres  des  deux  sphères,  on  désigne 
par  /,  m,  n  celles  du  centre  de  la  sphère  circonscrite  que  nous  avons  dé- 
signées par/),  q,  rC2i),  et  que  l'on  conserve  ces  dernières  lettres  pour 
marquer  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  inscrite  ainsi  qu'on  en  ;i 
usé  (29;,  il  est  clair,  dis-je,  qu'on  aura 

/  -  py -+■  (m  —  q)7 -+■   n  —  1 

pour  le  carré  de  la  distance  entre  les  centres  des  deux  sphères,  l'une  in- 
scrite, l'autre  circonscrite, 

/  —  s  2  4    m  -  1      •     //       // 

«7- 
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pour  le  carré  de  la  distance  entre  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  et  le 
centre  de  gravité,  et  enfin 

p  —  s)2  +  {q  —  ty  +  (r  —  u'f 

pour  le  carré  de  la  distance  entre  le  centre  de  la  sphère  incrite  et  le  même 
centre  de  gravité.  Or  faisant  dans  ces  expressions  les  suhstitutions  des 
valeurs  de  /,  m,  n,p,  q,...  (21 ,  29,  34),  et  développant  ensuite  les  termes 
on  trouvera,  à  l'aide  des  formules  du  n°  1,  des  quantités  indépendantes 
des  coordonnées  «r,  y,  z,  x',  y', . . .  et  qui  seront  uniquement  des  fonc- 
tions de  a,  a',  a",  b,  b  ,  b",  c'est-à-dire  des  côtés  de  la  pyramide.  Par  le 
moyen  de  ces  formules  et  de  celles  que  nous  avons  trouvées  précédem- 
ment on  pourra  résoudre  différents  Problèmes  curieux  et  nouveaux  sur 
les  pyramides  triangulaires;  mais  en  voilà  assez  sur  un  sujet  que  je  n'ai 
presque  traité  que  pour  donner  un  exemple  de  l'application  de  l'Analyse 
à  ces  sortes  de  recherches. 
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RECHERCHES  D'ARITHMÉTIQUE. 


[Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  années  1773  et  1775  (*).] 


PREMIÈRE    PARTIE. 

Ces  Recherches  ont  pour  ohjet  les  nombres  qui  peuvent  être  représen- 
tés par  la  formule 

Ht2  +  Ctu  -+-  Dm-, 

où  B,  C,  D  sont  supposés  des  nombres  entiers  donnés,  cl  /,  u  des  nombres 
aussi  entiers,  mais  indéterminés.  Je  donnerai  d'abord  la  manière  de  trou- 
ver toutes  les  différentes  formes  dont  les  diviseurs  de  ces  sortes  de  nom- 
bres sont  susceptibles;  je  donnerai  ensuite  une  méthode  pour  réduire  ces 
formes  au  plus  petit  nombre  possible;  je  montrerai  comment  on  en  peut 
dresser  des  Tables  pour  la  pratique,  et  je  ferai  voir  l'usage  de  ces  Tables 
dans  la  recherche  des  diviseurs  des  nombres.  Je  donnerai  enfin  la  dé- 
monstration de  plusieurs  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers  de  la 
même  forme  B/2  +  C^  +  Dk2,  dont  quelques-uns  sont  déjà  connus, 
mais  n'ont  pas  encore  été  démontrés,  et  dont  les  autres  sont  entièrement 
nouveaux. 

1 .  Avertissement.  —  On  suppose  toujours  dans  la  suite  que  toutes  les 
lettres  désignent  des  nombres  entiers  positifs  OU  négatifs,  et  l'on  repré- 
sentera ordinairement  par  les  premières  lettres  de  l'alphabet  les  nombres 
donnés,  et  par  les  dernières  les  nombres  indéterminés. 

(*)  La  première  Partie  de  ce  Mémoire  a  été  insérée  dans  le  volume  de  177  i.  la  second) 
Partie  dans  le  volume  de  1 7  7  r> .  Vote  de  l'Éditeur. 
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2.  Observation.  —  La  formule  du  premier  degré  B*  -l-  Cm,  où  B  et  C 
sont  des  nombres  quelconques  donnés  et  premiers  entre  eux,  peut  repré- 
senter un  nombre  quelconque;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  for- 
mule du  second  degré  lit2-\-  Ctu  ■+-  Dm2;  car  nous  avons  prouvé  ailleurs 
\ voyez  les  Mémoires  de  l'Académie  pour  les  années  i  767  et  1 768  (*)]  que 

l'équation 

A  =  B  t  -4-  C  u 

est  toujours  résoluble  eu  nombres  entiers,  quels  que  soient  les  nom- 
bres A,  B,  C,  pourvu  que  les  deux  derniers  soient  premiers  entre  eux; 
mais  que  l'équation 

ne  l'est  que  dans  certains  cas,  et  lorsque  certaines  conditions  ont  lieu 
entre  les  nombres  donnés  A,  B,  C,  D.  On  doit  dire  la  même  chose,  à  plus 
forte  raison,  des  formules  du  troisième  degré  et  au  delà. 

3,  Scolie. —  Il  y  a  donc  une  grande  différence  entre  les  formules  du 
premier  degré  et  celles  des  degrés  supérieurs,  celles-là  pouvant  repré- 
senter tous  les  nombres  possibles,  au  lieu  que  celles-ci  ne  peuvent  repré- 
senter que  certains  nombres  qui  doivent  être  distingués  de  tous  les  autres 
par  des  caractères  particuliers.  De  très-grands  Géomètres  ont  déjà  consi- 
déré les  propriétés  des  nombres  qui  peuvent  être  représentés  par  quel- 
ques-unes des  formules  du  second  degré  ou  des  degrés  ultérieurs,  comme 
celles-ci 

t1  +  u2,     t2  -4-  2  u2,     P  +  3  a2,     /4  -h  u\     t*  -4-  u\ 

{Voyez  les  Ouvrages  de  M.  Fermât  et  les  Nouveaux  Commentaires  de 
Pétersbourg,  t.  I,  IV,  V,  VI,  VIII).  Mais  personne,  que  je  sache,  n'a  en- 
core traité  cette  matière  d'une  manière  directe  et  générale,  ni  donné  des 
règles  pour  trouver  à  priori  les  principales  propriétés  des  nombres  qui 
peuvent  se  rapporter  à  des  formules  quelconques  données. 

Comme  ce  sujet  est  un  des  plus  curieux  de  l'Arithmétique,  et  qu'il 
mérite  particulièrement  l'attention  des  Géomètres  par  les  grandes  diffi- 

*  I   OEiwres  de  La  grange,  t.  Il,  p.  377  et  655. 
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cultes  qu'il  renferme,  je  vais  tâcher  de  la  traiter  plus  à  fond  qu'on  ne  l'a 
encore  fait;  mais  je  me  bornerai  pour  le  présent  aux  formules  du  second 
degré,  et  je  commencerai  par  examiner  quelle  doit  être  la  forme  des  di- 
viseurs des  nombres  qui  peuvent  être  exprimés  par  ces  sortes  de  formules. 

Théorème  I. 

Y.   Si  le  nombre  A  est  un  diviseur  d'un  nombre  représenté  par  lu  formule 

B*2  +  C*«  h-I)//2, 

en  supposant  t  et  u  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ce  nombre  A  sera  nécessai- 
rement de  la  forme 

\       L^  +  Msx  +  Nx', 
où  l'on  aura 

4LN- -M2  —  4BD-   C2, 

s  et  x  étant  aussi  premiers  entre  eux. 

Carsoit  a  le  quotient  de  la  division  de  Bt2-+-Ctu  \  Du-  parA,ehsorte 

qu'on  ait 

A<7  =  lit-  J   Ctu       Du2, 

et  soit  b  la  plus  grande  commune  mesure  entre  a  et  u  si  a  el  //  sont  pre- 
miers entre  eux,  on  aura  b  =  i),  de  manière  qu'en  faisant 

a  =  bc,     u  =  bs, 

c  el  s  soient  premiers  entre  eux;  on  aura  donc 

Abc^Rf'-hChts^    \)l>  s 

par  conséquent  \\t2  sera  divisible  par  b;  mais  /  el  //  étant  premiers  entre 
eux  hypothèse] ,  /  sera  aussi  premier  il  b,  qui  est  un  diviseur  de  //  :  donc 
il  faudra  que  H  soit  divisible  par  b;  de  sorte  qu'on  aura  15  Y.b.  el 
l'équation  étanl  divisée  par  b,  elle  deviendra 

\r  Y.l  Os  I»  As 

Maintenant,  puisque  <■  et  s  sonl  premiers  entre  eux.  on  peut  supposer 
(  par  l'Ohservation  précédente 

III.  88 
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ce  qui,  étant  substitué,  donnera 

Ac-  iE02+  C9  +  \)b)  52-t-  {7.E6c  +  Cc)sx-h  Ec'x1, 

de  sorte  qu'il  faudra  que  le  nombre  (E0-  f-  C5  -h  D&j*2  soit  divisible  parc; 
et  comme  c  et  s  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  EO2  -+-  C5  -f-  DZ> 
soit  divisible  par  c;  donc  divisant  toute  l'équation  par  c,  et  faisant 

L=  —,     M  =  ?.E0-hC,     N  =  Ec, 

c 

on  aura 

A  =  L'*2+  Msx  +  Ni!. 

Or  4LN  —  M2  sera  égal  à 

4E(  EÔ2  +  C0  +  Bb)  —  (2EÔ  -f  C)2  =  4ED6  -  C2  =  4BD  —  (?, 

à  cause  de  B  =  Eb.  Donc,  etc. 

Maintenant,  comme  t  et  u  sont  premiers  entre  eux  (hypothèse),  /et  5 
le  seront  aussi,  à  cause  de  u  =  bs;  mais  si  x  et  s  n'étaient  pas  premiers 
entre  eux,  il  est  clair  que  t  devrait  être  divisible  par  leur  plus  grande 
commune  mesure,  à  cause  de  t  —  Qs-{-cx;  ce  qui  ne  pouvant  être,  il 
s'ensuit  que  x  et  s  seront  nécessairement  premiers  entre  eux  si  t  et  u  le 
sont. 

Théorème  II. 

5.   Toute  formule  du  second  degré  telle  que  celle-ci 

Ls2  -+-  Mu  -1-  i\.rJ, 

dans  laquelle  M  est  plus  grand  que  L  ou  N  (abstraction  faite  des  signes 
de  ces  quantités j,  peut  se  transformer  en  une  autre  du  même  degré ,  comme 

L's'2-+-  MV.r'-i-  N'ar'2, 
dans  laquelle  on  aura 

4L  N  -  M         |LN  -  M-, 

et  où  M'  sera  plus  petit  que  M. 
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Car  soit  par  exemple  M  >  L,  on  fera 

s  —  mx  4-  5' , 
et  la  formule  proposée  deviendra 

(  L  m'  -+-  M  m  -l-  N  )  x2  +    ■?.  L  m  -4-  M  |  xs'  +  Ls'\ 

ou  bien,  en  changeant  x  en  a;', 

LVJ  +  MV;r' +  N'x'», 

où  l'on  aura 

L'  =  L, 

M'=  îLfli  +  M, 

N'  1=  Lm!+  Mm  4  N, 

de  sorte  qu'on  aura  d'abord,  quel  que  soit  le  nombre  m, 

4L'N'-M'2=  4L!L/n,+  Mm+  N    -     >.LmH    M'-'-    4LN  —  MJ. 

Or,  puisque  L  est  moindre  que  M  (  hypothèse),  il  est  clair  qu'on  pcul  dé- 
terminer le  nombre  m  en  sorte  que  2Lm  4-  .M  devienne  moindre  que  M  : 
donc,  etc. 

6.   Corollaire  I.  —  Donc,  si  dans  la  transformée 

LV'  +  M'iY-rN'.»'  , 

l'un  des  nombres  L'  ou  N'  est  moindre  que  M  .  on  pourra  parvenir  ii  une 
autre  transformée  telle  que 

LV»+  MW+Va    . 
dans  laquelle  on  aura  pareillement 

4L"N"— M'"  =  4L'N'— M"      jL\      M. 

et  où  M'  sera  plus  petit  que  M',  et  ;iinsi  de  suite;  donc,  comme  la  série 
des  nombres 

M,   M.   M",... 

88. 
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ne  saurait  aller  à  l'infini,  à  cause  que  ces  nombres  doivent  être  tous  en- 
tiers et  décroissants  de  l'un  à  l'autre,  il  faudra  nécessairement  qu'on  ar- 
rive ;i  une  transformée,  que  je  représenterai  ainsi 

Pj2+  Qyz  +  \\z\ 

dans  laquelle  Q  ne  sera  pas  plus  grand  que  P,  ni  que  R,  et  où  l'on  aura 

4PR  —  QJ  =  4LN  —  M2. 

7.  Cokollaike  II.  —  Si  les  nombres  s  et  x  de  la  formule  proposée 
sont  premiers  entre  eux,  il  est  clair  que  les  nombres  s'  et  x'  de  la  trans- 
formée seront  aussi  premiers  entre  eux;  car  si  ceux-ci  ne  l'étaient  pas  il 
faudrait,  à  cause  de  x'  =  x  et  de  s  =  mx  -+-  s',  que  s  fut  divisible  par  la 
plus  grande  commune  mesure  entre  s'  et  x. 

Donc  les  nombres  s"  et  x"  de  la  seconde  transformée  seront  aussi  par 
la  même  raison  premiers  entre  eux,  et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  peut  con- 
clure que  les  nombres  y  et  z  de  la  dernière  transformée  seront  nécessai- 
rement premiers  entre  eux,  si  les  nombres  s  et  x  le  sont. 


Théorème  III. 

8.   Si  A  est  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme 

B  P  -+-  C  tu  -+-  D  iû, 

t  et  il  étant  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ce  nombre  A  sera  nécessairement 
de  la  forme 

y  et  z  étant  aussi  premiers  entre  eux,  et  P,  Q,  R  étant  tels,  qu'on  ait 

4 PI»,  _Q>  — 4BD  — C2, 

et  de  plus  Q  n'étant  ni  plus  grand  que  P  ni  plus  grand  que  R,  abstraction 
'faite  des  signes  de  P,  Q  et  R. 

La  démonstration  de  ce  Théorème  suit  naturellement  des  deux  Théo- 
rèmes précédents  et  de  leurs  Corollaires. 
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9.  Corollaire  I.  —  Si  4BD  —  C2  est  un  nombre  positif,  il  faudra 
que  4PR  soit  aussi  positif;  donc,  à  cause  que  P=  ou  Q,  et  R  =  ou  Q, 
il  est  clair  que  4PR  sera  aussi  =  ou  >  4Q2»  et  par  conséquent 


donc  un  aura  aussi 
et  de  là 


4PR  -Q2=  ou  >3Q2; 
4BD  —  CJ=  ou  >3Q', 


Q=  ou  < 


10,  Corollaire  II.  —  Soit  maintenant  4BD  —  C2  un  nombre  négatif, 
en  sorte  que  C2— 4BDsoit  positif;  on  aura  donc  dans  ce  cas  Q2—  4PR]  <>• 
ce  qui,  à  cause  queQ  n'est  jamais  plus  grand  queP  ni  plus  grand  que  R, 
ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  4PR  ne  soit  un  nombre  négatif;  ainsi 
—  4PR  sera  un  nombre  positif  =  ou  >  4Q2,  à  cause  de  P  —  ou  >  Q  et 
R=  ou  >  Q;  de  sorte  que  Q2—  4PR  sera  —  ou  >  5Q2,  cl  par  consé- 
quent C2—  4BD  sera  aussi  =  ou  >  5Q2;  donc  il  faudra  que 


s/- 


/C-4B» 

Q  =  ou 


il.  Corollaire  III.  —  Donc,  puisque  Q  doit  être  un  nombre  entier, 
un  ne  pourra  prendre  pour  Q  que  les  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs 
qui  ne  surpasseront  pas  les  limites  trouvées,  en  comprenant  aussi  le  zéro 
parmi  les  nombres  entiers;  d'où  l'on  voit  que  Q  ne  pourra  jamais  avoir 
qu'un  certain  nombre  de  valeurs  différentes. 

De  plus,  il  est  clair  que  pour  que  l'équation 

jl'!',       Q        ii'.i»      i 

puisse  subsister  en  nombres  entiers,   il   faut  que  Q  SOÎI   pair  ou   impair. 
Buivanl  que  C  sera  pair  ou  impair,  ce  qui  limite  encore  davantage  le 
nombre  <le>  valeurs  de  Q. 
Connaissant  Q,  <>n  trouvera  facilement  Pet  R  par  la  même  équation; 
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car,  a  cause  de 

4 

il  est  clnir,  qu'il  n'y  aura  qu'à  prendre  pour  P  et  R  les  facteurs  du  nombre 

entier 

Q^h-4BD-C2 

V    "' 

en  ayant  soin  de  rejeter  ceux  dont  l'un  ou  tous  les  deux  seraient  plus 
grands  que  Q. 

Problème  I. 

12.  Trouver  toutes  les  formes  possibles  des  diviseurs  des  nombres  qui  sont 
représentés  par  la  formule  du  second  degré 

B/M-  Ctu  -f-  D«J, 

t  et  u  étant  des  nombres  premiers  entre  eux. 

Il  est  évident,  par  ce  que  nous  venons  de  démontrer  ci-dessus,  que 
chaque  diviseur  de  la  formule  proposée  est  réductible  à  cette  forme 

Pr2+  Qyz  +  Rz2, 

y  et  z  étant  aussi  premiers  entre  eux.  Ainsi  la  difficulté  se  réduit  à  trou- 
ver les  valeurs  des  coefficients  P,  Q,  R,  lorsque  celles  de  B,  C  et  D  sont 
données. 

Pour  cet  effet  je  distingue  deux  cas,  l'un  lorsque  le  nombre  4BD  —  (7 
est  positif,  et  l'autre  lorsque  ce  nombre  est  négatif. 

i°  Soit  4BD  —  C2  =  K  (K  désignant  un  nombre  positifj;  on  détermi- 
nera d'abord  Q  par  ces  conditions  :  que  Q  soit  pair  ou  impair  suivant 

/"k 
(jue  K  le  sera,  et  qu'il  ne  surpasse  pas  le  nombre  ±  1/  tt-'?  ensuite  on 

déterminera  P  et  R  par  ces  conditions-ci  :  que  P  et  R  soient  deux  fac- 
teurs du  nombre  — j  ">  el  (lue  chacun  de  ces  facteurs  ne  soit  pas 
moindre  que  Q  (9  et  1 1). 
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20  Suit  4BD  —  C2  =  —  K;  on  déterminera  Q  par  ces  conditions  : 
que  Q  soit  pair  ou  impair  suivant  que  K  le  sera,  et  qu'il  ne  surpasse  p;is 

le  nombre  ±  l/-?-;  après  quoi  l'on  déterminera  les  valeurs  correspon- 
dantes de  P  et  R  par  ces  conditions,  que  P  et  R  soient  deux  facteurs  du 

Q2  k 

nombre  -  —.      •  et  que  chacun  d'eux  ne  soit  pas  moindre  que  Qf  10  et  1 1  . 

13.  Remarque  1.  —  Si  l'on  avait  4RD  —  C2  =  o,  alors  K  étant  égal 
à  zéro,  on  ne  pourrait  prendre  que  Q—  o,  et  ensuite  on  aurait  aussi 
PR  =  o,  de  sorte  que  l'un  des  nombres  P  ou  R  serait  nul  et  l'autre  serait 
tout  ce  qu'on  voudrait.  Mais  il  faut  remarquer  que  dans  ce  cas  la  formule 

B/'-t  Ctu  +  Du- 

se  réduit  à  celle-ci 

12B*  -(-  Cmj2 

~4B~     ; 

de  sorte  que,  comme  2B t  +  Cu  peut  représenter  un  nombre  quelcon- 
que (2),  les  diviseurs  de  la  formule  proposée  peuvent  aussi  être  quel- 
conques. 

li.  Remarque  11.  -  La  même  chose  doit  avoir  lieu,  en  général,  lors- 
que la  formule 

B/2+  Ctu  -+-  Dm' 

esl  le  produit  de  deux  formules  rationnelles  du  premier  degré  telles  que 
ai  ■+-  bu  et  et  -+-  r///,  dont  chacune  peut  représenter  des  nombres  quelcon- 
ques 1  :  c'esl  ce  qui  arrive  quand  'i liL)  —  Ca  esl  égal  à  un  nombre  carre 
pris  négativement;  car  supposanl 


4BD       <  II. 

on  a 

ht*  +  Ctu  +  \)li> 


?Ii/  4    C-i-  Il    u      -11/  +   C-    II   11 


i« 


Or,  quoique  dans  ce  cas  toul  nombre  puisse  être  un  diviseur  de  la  for- 
mule dont  il  s'a^il  ,  cependant  si  l'on  cherche  les  formules  des  diviseurs 
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par  le  Problème  précédent,  on  les  trouvera  comme  dans  les  autres  cas, 
de  sorte  qu'il  en  faudra  conclure  que  ces  formules  renfermeront  tous  les 
nombres  possibles. 
Au  reste,  comme  on  a 

4PR  -  Q2^  4RD  -  C'  =  -  H2, 

il  est  clair  que  la  formule  générale  des  diviseurs 

P.r2+  Qrz  +  R*2 
sera  aussi  résoluble  en  deux  formules  rationnelles  du  premier  degré. 

15.  Remarque  III.  —  Il  est  remarquable  que  les  formules  des  diviseurs 
ne  dépendent  que  de  la  valeur  de  K,  c'est-à-dire  du  nombre  4BD  —  C2; 
mais  il  est  facile  d'en  voir  la  raison  en  remarquant  que  la  formule 

Bt'-^-Ctu  +  !)//■ 

peut  se  réduire  à 

iBt  +  C«P4-   4RD  —  Q)u- 

~4B~ 

de  sorte  que  les  diviseurs  de  la  formule  B/2+  Ctu  -+-  Bu2  peuvent  être 
regardés  aussi  comme  diviseurs  de  cette  formule  plus  simple 

x*±Ku2. 

11  resuite  de  la  qu'il  suffit  de  considérer  les  formules  de  celte  dernière 
espèce;  et  pour  cela  nous  ajouterons  encore  le  Problème  suivant,  qui 
peut  être  regardé  comme  un  cas  particulier  du  précédent,  mais  qui  dans 
le  fond  a  la  même  généralité. 

Problème  II. 

1f>.    Trouver  toutes  les  formes  possibles  des  diviseurs  des  nombres  de  la 

forme 

t-  ±  au2, 

a  étant  un  nombre  quelconque  positif  donné,  et  t  et  u  étant  des  nombres  in- 
déterminés premiers  entre  eux. 
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i°  Considérons  la  formule 

t2  -4-  a  u\ 
et  la  comparant  à  la  formule  générale  du  Problème  I,  on  aura 

B  =  i,     C  =  o,     D  =  a; 

donc  K  =  f\a\  donc  Q  devra  être  pair,  et  il  ne  devra  pas  être  plus  grand 
que  db  y^r'i  ainsi,  faisant  Q  =  ±  n.q  et  regardant  q  comme  positif,  il 
faudra  que  q  ne  soit  pas  plus  grand  que  w  ~  ;  ensuite  on  aura 


PK  =  - — r-î-i-  =  a  -4-  <72; 

4 

de  sorte  que  si  p  et  /"dénotent  deux  facteurs  de  a  +  q2,  dont  aucun  ne 
soit  moindre  que  iq,  on  aura 

pjr*  ±  zqyz  +  rz'1 

pour  la  formule  générale  des  diviseurs  de  t2  +  au2. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  comme  pr  =  a  +  q2,  il  faudra  que  />  et  r 
soient  de  même  signe,  et  il  est  clair  qu'il  faudra  les  prendre  positivement 
pour  que  la  formule 

/>) ■'■  ±  -y.qyz  -4-  rz7 

puisse  représenter  des  nombres  positifs. 

De  plus,  comme  celte  formule  ne  change  point  de  forme  en  \  niel- 
lant p  à  la  place  de  /\  il  ne  sera  p;is  nécessaire  de  prendre  successive- 
ment pour  j>  chacun  des  facteurs  de  a  1-7'",  ei  pourr  ions  les  facteurs 
correspondants;  c'esl  pourquoi  dans  «lia  (pie  couple  de  facteurs  de  a-\-q% 
il  Buffira  de  prendre  toujours  le  plus  pelil  pour/;,  et  le  plus  grand  pour  /•; 
et  c'est  ainsi  que  nous  en  liserons  d;nis  la  stiile. 

III.  89 
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9"  Considérons  maintenant  la  formule 

P  —  au2, 

et  l'on  aura 

B  =  i,     C  =  o,     D  =  —  a, 

donc  K  =  4«.    comme   ci-dessus;   c'est   pourquoi   on    fera   de    même 

Q  =  ±  iq,  et  il  faudra  que  q  ne  soit  pas  plus  grand  que  y  -?'-,  ensuite 

on  aura 

PR^q'-a; 

de  sorte  que  si  l'on  désigne  par/?  et  r  deux  facteurs  de  a  —  q"-  dont  aucun 
ne  soit  plus  petit  que  iq,  on  aura 

V      p,     R  =  —  r,     ou     P  =  —  p,     \\  =  r; 

ce  qui  donnera  ces  deux  formules 

py.2  -+-  ?qyZ  —  rz*}     —  py1  ±  >qyz  -+-  rz-, 

pour  les  diviseurs  de  t'1  —  au2;  et  l'on  trouverait  la  même  chose  pour  la 
formule  au2  —  t-. 

Quant  aux  nombres/?  et  r,  nous  les  prendrons  tous  les  deux  positifs, 
et  nous  supposerons  toujours  que/?  soit  le  plus  petit  des  deux  facteurs 
de  a  —  q-,  et  r  le  plus  grand,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut;  cas*  il 
est  visible  qu'en  changeant  les  signes  de  /?  et  r,  ou  mettant  l'un  de  ces 
nombres  à  la  place  de  l'autre,  on  n'aurait  pas  de  nouvelles  formules. 

17.  Corollaire.  —  Si  l'on  multiplie  la  formule 

py-2±  iqyz  +  rz2 
par/?,  elle  pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

{pf±qz)2+{pr  —  q2)z2, 
c'est-à-dire  (à  cause  de  pr  =  a  -+-  q2)  sous  celle-ci 

/>>' dz  qz  2  -+-  az2, 
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qui  est  la  même  que  celle  de  la  formule  t'-^-au2.  D'où  il  s'ensuit  que 
tout  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  £2-h  au2  sera  aussi  nécessairement 
de  la  même  forme  si  p  n'a  d'autres  valeurs  que  l'unité,  ou  le  deviendra 
étant  multiplié  par  une  des  valeurs  de  p  s'il  y  en  a  plusieurs.  On  prou- 
vera de  même  que  les  formules 

py2  ±  7  qyz  —  rz2,     —  py2  zh  iq yz  -+-  rz2 
étant  multipliées  par/?  deviendront,  à  cause  de  pr  =  a  —  q2, 

py  ±qzf—az2,     —  (py  ±  qz  f  +  a  z2. 

De  sorte  que  tout  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t2  —-au2  ou  au2  —  l2 
sera  nécessairement  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes  si  p  n'est 
que  l'unité,  ou  bien  le  deviendra  toujours  étant  multiplié  par  une  des 
valeurs  de  p  s'il  y  en  a  plus  d'une. 

THÉORÈMES  SUR    LES  DIVISEURS  DES   NOMBRES  DE   LA.   FORME   t2^i-au2, 
t  ET  II  ÉTANT  SUPPOSÉS   PREMIERS  ENTRE  EUX. 

18.   I.  Soit  a  =  i ,  donc  q  non  plus  grand  que  l/ôî  doue  q      o,  pr  =  i  ; 
donc 

p  —  i ,      ;•  =  i . 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t1  -+-  M2 
sont  nécessairement  renfermés  dans  la  formule 

i      .-  z2; 

c'est-à-dire  que  :  Tout  diviseur  d'un  nombre  égal  à  la  somme  de  deux  canes 

est  aussi  lu  somr/K  de  deux  carrés. 

[1.  Soit  a  =  a,  donc  q  non  plus  grand  que  \,   ,•  donc  q      o,pr=    >: 
donc 

I,        /  9. 

8a 
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Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t2  -t-  lit2 

sont  renfermés  dans  la  formule 

y2  -f-  zz2; 

c'est-à-dire  que  :  Tout  diviseur  d'un  nombre  égala  la  somme  d'un  carré  et 
d'un  double  carré  est  aussi  la  somme  d'un  carré  et  d'un  double  carré. 

III.  Soit  a  =  3,  donc^r  non  plus  grand  que  i/-  =i;  donc  q  =  o  ou  =  i . 
Faisant  q  =  o,  on  aura  pr=  3,  donc 

p  =  i,  /  =  3; 
ensuite  faisant  q  =  i ,  on  aura 

pr=  3  +  i  =  4; 
donc,  comme  ni  /?  ni  r  ne  doivent  être  <  2q,  on  aura 

p  =z  1,       /'=:  2. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t2  +  3  M2 

seront  renfermés  dans  ces  deux  formules 

y1-\-Zz2,     ,xy1±iyz  -+-  iz2. 

Or  comme  la  seconde  de  ces  formules  ne  peut  appartenir  qu'à  des  nombres 
pairs,  étant  toute  divisible  par  i,  il  s'ensuit  que  tout  diviseur  impair  de 

t2  -+-  3  u> 

sera  nécessairement  renfermé  dans  la  formule 

j2+32'; 

c'est-à-dire  que  :  Tout  diviseur  impair  d'un  nombre  qui  est  la  somme  d'un 
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carré  et  d'un  triple  carré  premiers  entre  eux,  est  aussi  la  somme  d'un  carré 
et  d'un  triple  carré. 

Au  reste,  comme  il  suffit  de  considérer  les  diviseurs  impairs,  nous  fe- 
rons toujours  abstraction,  dans  la  suite,  des  formules  qui  ne  pourraient 
convenir  qu'à  des  diviseurs  pairs;  c'est  pourquoi  nous  rejetterons  toutes 
les  valeurs  de  p  et  r  qui  seraient  paires  à  la  fois. 

IV.  Soit  a  =  4,  donc  q  non  plus  grand  que  \/%;  donc  q  =  o  ou  =  i . 
Faisant  q  =  o,  on  a  pr  =  4;  donc 

p  =  i,    /=4 

car  nous  rejetons  les  valeurs p  =  2,  r=  2,  parce  qu'elles  sont  toutes 
deux  paires);  faisant  q=i,  on  a  pr  =  5;  donc 

p  =  i,     r  =  5, 

ce  qui  doit  être  rejeté  à  cause  que  p  serait  <  iq. 
Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

l-  +  4  u2 
seront  aussi  de  la  forme 

KM    42'. 

/5 

V.  Soit  a  =  5,  donc  q  non  plus  grand  que  1/  .-;  donc  q      o  ou  =  1 . 

faisant  q  =  o,  on  a  />/•  =  5,  donc 

p  =  i ,     r  =  5  ; 
et  faisant  çr  —  1 ,  on  a  /?/•  =  6,  donc 

/>       2,     /=3. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/     I    rw/! 

sonl  nécessairement  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes-ci 
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de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  doubles  sont  toujours  (17) 
de  la  forme  t2  -h  5u2. 

VI.  Soit  a  —  6,  donc  ^  non  plus  grand  que  \J ->■>  donc  <y  —  o  ou  =  i . 
Faisant  q  —  o,  on  aura  pr  =  6;  donc 

p=i,      r=z6,     ou     p  =  2,      /=3; 

faisant  q  =  i ,  on  aura  pr  —  7,  donc 

p=i,      r  =  7, 

ce  qui  doit  être  rejeté  parce  que  p  serait  <  2^. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t-  -+-  6  if- 

seront  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes 

r:  +  6z:,     ly*  +  3z2; 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  doubles  seront  de  la  même 
forme  t2  +  6a2. 

VII.  Soit  a  =  7,  donc  q  non  plus  grand  que  i/ii  donc  y  =  0  ou  =  1 . 
Faisant  q  =  o,  on  aura  pr  =  7  ;  donc 

/>  =  !,    q  =  r, 
faisant  q  =  1 ,  on  aura  />r=  8;  donc 

p  —  2,     /=4; 

ce  qui  ne  peut  convenir  qu'aux  diviseurs  pairs. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

t-  -+-  7  u- 

sont  nécessairement  aussi  de  la  forme 
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VIII.  Soit  a=  8,  donc  q  non  plus  grand  que  V/^i  donc  ^  =  o  ou  =  i . 
Faisant  q  —  o,  on  aura  pr  =  8;  donc 

/j  =  i ,     /•  =  8  ; 

cl  l'on  rejettera  les  valeurs  p  —  2,  r  =  4  comme  ne  pouvant  appartenir 
qu'à  des  diviseurs  pairs;  faisant  ensuite  q  =  r,  on  aura  /?/■=  9;  donc 

yj  =  3,     r=  3. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

l1^-  Su- 

sont  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes 

y-  +  8z\     3y2±2fz  4-3.2'; 

de  sorte  (juc  ces  diviseurs  eux-mêmes,  ou  leurs  triples,  seront  toujours 

de  la  même  forme 

1* +■  Su2. 

IX.  Soit  a  =  9,  donc  q  non  plus  grand  que  i/lî  donc  q  =  o  ou  —  1 . 
Faisant  q  =  o,  on  aura  pr  =  9;  donc 

p  =  ï,     ''=9.     ou     p  - 3,     /=^3; 

faisant  q  =  i,  on  aura  pr=  ro;  donc 

p  =  2,     r  =  5. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

r  -f D" 

sont  nécessairement  de  rime  de  ces  trois  formes 

1    +yz\     -irM   3;%     ■».  >■-   t  tyz    l   5z»; 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes,  OU  leurs  doubles  ou  leurs  triples, 

pourront  toujours  se  rapporter  ii  la  même  forme  11  1  <)it2. 
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X.  Soit  a  =  10,  donc  q  non  plus  grand  que  1/ ~;  donc  ^--oou  =  i . 
Faisant  q  =  o,  on  aura  /?r  =  10;  donc 

p=i,     r=io,     ou    p  =  i,     r  =  5; 

faisant  <y  =  r ,  on  aura  />/*  =  1 1  ;  donc 

p  =  i,     r  =  ii, 

ce  qui  n'est  point  admissible  à  cause  quep  serait  <  iq. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/!+  IOH! 

sont  toujours  de  l'une  de  ces  formes 

y--t-ioz2,     iy-  -t-  5z-; 

de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  doubles  seront  nécessaire- 
ment de  la  même  forme 

t2  -+-  IO«!. 

XI.  Soit  a  =  ii,  donc  q  non  plus  grand  que  1/-^-;  donc  9  =  0011  =1. 
Faisant  q  =  o,  on  a  /v  =  1 1  ;  donc 

p  =  1 ,     r  =  1 1  ; 

faisant  q=n,  on  a  pr=  12;  donc 

jo  — 3,    ^  =  4; 

car  les  valeurs />  =  2  et  r  =  6  sont  à  rejeter  à  cause  qu'elles  ne  convien- 
draient qu'aux  diviseurs  pairs. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

t*  -+-  1 1  ir 

sont  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes 

y  -t-  1 1  z-,     3jr'  ±  iyz  -h  4-S"  ; 
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de  sorte  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  triples  seront  toujours  de 
la  même  forme 

XII.  Soit  a  =  12,  donc  q  non  plus  grand  que  y  ^  —  2;  donc  q  =  o 
ou  =  1  ou   —  2.  Faisant  q  =  o,  on  aura  /?r  =  12;  donc 

p=i,     r=2,     ou    p  =  3,     /"4. 

en  rejetant  les  valeurs  /j  =  2,  r  =  2,  qui  ne  conviendraient  qu'aux  divi- 
seurs pairs;  faisant  q  =  1,  on  aura  /?/*  =  i3;  donc 

/>=i,     r—  i3, 

ce  qui  doit  être  rejeté  à  cause  que  p  serait  <2^;   faisant  q  =  2,  on 
aura  />/■=  12  h-  4  =  »G;  donc 

/?  =  4,    r  =  4 

(car,  à  cause  de  q  =  2,  p  ne  doit  pas  être  •<  l\),  ce  qui  doit  être  rejeté 
si  l'on  ne  considère  que  les  diviseurs  impairs. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  formule 

t*  -+-  I  7.  u2 

sont  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes 

y'1  -+-  i2z2,    3r2  +  .f2'; 

de  suite  que  ces  diviseurs  eux-mêmes  ou  leurs  triples  seront  de  la  même 

forme 

f»-4-  12"-. 

Nous  n'étendrons  pas  ces  Recherches  plus  loin,  d'autant  que  les  Exem- 
ples que  nous  venons  de  donner  sont  pins  que  suffisants  pour  montrer 
l'application  de  nos  méthodes  el  pour  mettre  sur  la  voie  ceux  qui  vou- 
dront en  faire  usage  pour  découvrir  de  nouveaux  Théorèmes  sur  la  forme 
des  diviseurs  des  nombres  i1  1  au*. 

III.  <,<> 
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19.  Remarque.  —  Les  trois  premiers  Théorèmes  sonl  connus  depuis 
longtemps  des  Géomètres,  et  sont  dus,  je  crois,  à  M.  Fermât;  m;iis 
M.  Euler  est  le  premier  qui  les  ait  démontrés.  On  peut  voir  les  démons- 
trations de  ce  dernier  dans  les  tomes  IV,  VI  et  VIII  des  Nouveaux  Com- 
mentaires de  Pétersbourg.  Sa  méthode  est  totalement  différente  de  la 
nôtre,  et  elle  n'est  d'ailleurs  applicable  qu'aux  cas  où  le  nombre  a  ne 
surpasse  pas  3;  c'est  ce  qui  a  peut-être  empêché  ce  grand  Géomètre  de 
pousser  plus  loin  ses  recherches  sur  ce  sujet. 

A  l'égard  des  Théorèmes  qu'il  avait  déjà  donnés  auparavant  sans  dé- 
monstration dans  le  tome  XIV  des  anciens  Commentaires,  il  est  vraisem- 
blable qu'il  ne  les  a  trouvés  que  par  induction,  d'autant  qu'il  n'en  a  l'ait 
aucune  mention  dans  les  tomes  cités  des  Nouveaux  Commentaires,  où 
il  a  même  remarqué  que  ses  démonstrations  ne  pouvaient  s'étendre  à 
d'autres  nombres  qu'à  ceux  de  la  tonne  t2-i-u-,  t- -+-  iir  et  /'--+-  3u'- 
(tome  VI,  page  21 4 )■ 

TlIÉOREMES  SUR    LES   DIVISEURS   DES   NOMBRES   DE   LA    FORME  t'  —  ail2 
OU    au2  —  t2,    t    ET   U   ÉTANT   SUPPOSÉS    PREMIERS    ENTRE   EUX. 

20.  I.  Soit  «—  1 ,  donc  q  non  plus  grand  que  l/ri  donc  q  =  o,  pr  =  1; 

donc 

p  =  1 ,     ;•  =z  1 . 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/-'  —  li- 
sant de  la  forme 

par  conséquent  (  14)  tout  nombre  est  réductible  à  cette  forme 

r2-*2; 

c'est  ce  qu'on  sait  d'ailleurs. 

II.  Soit  a  =  2,  donc  q  non  plus  grand  que  y/ T\  donc  q  =  o,  pr  =  2; 
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donc 

p  =  r ,      /•  =  2  ; 
de  sorte  que  les  formes  des  diviseurs  de 

t2  —  2  M2       OU        2  M2  -     /•' 

seront 

y2 — iz2     ou     2Z2—  )*; 

mais  je  remarque  que  ces  deux  formes  reviennent  à  la  même;  car  faisant 

y  =  y'-h2z',     z=y'+z' 

ce  qui  donne  y=  2s  —  y  et  z  =  y  —  z,  et  par  conséquent  des  valeurs 
entières  pour  y'  et  z'),  la  formule  j2 —  2^2  devient  s?;'2—  y'2. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t2  —  2  M2     ou     2  m2  —  t2 

sont  nécessairement  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  formes 

y2  —  2Z2,      2Z2  —  y2. 

/3 

III.  Soit  a  =  3,  donc q  non  plus  grand  que  \    r-  àonc  q  =  o,pr  =   ï; 
donc 

p  =  l,     r—3. 
Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

*'—  3«J     ou     3«2      < 
sonl  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y2  —  3z2,     3*'-    )    . 

IV.  Soit  «r-  4,  donc  r/  non  plus  grand  que  i/|i  donc  q      o,  /;/•       i: 

donc 

p=i,     r  —  4,     ou     p  =  2,      r       2. 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/2-    {//•     ou     4M'—  '3 

'I". 
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seront  nécessairement  renfermés  dans  les  formules 

par  conséquent  (  14)  tout  nombre  quelconque  sera  de  l'une  de  ces  formes. 
Au  reste,  nous  pouvons  faire  abstraction  des  formes  qui  ne  sauraient 
convenir  qu'à  des  diviseurs  pairs,  telles  que  celle-ci  iy2  —  iz-\  ainsi 
nous  rejetterons  dans  la  suite,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus  haut, 
les  valeurs  dep  et  de  r  qui  se  trouveront  paires  en  même  temps. 

V.  Soit  a  =  5,  donc  q  non  plus  grand  que  t  /■=  =  i  ;  donc  q  =  o  ou  =  i . 
Faisant  q  =  o,  on  a  pr  =  5  ;  donc 

p  —  i ,      r  =  5  ; 

faisant  q  =  i,  on  aurait  />/  —  4;  de  sorte  qu'à  cause  que  /j  et  /•  doivent 
n'être  pas  <  2q,  on  ne  pourrait  faire  que 

P  =  2,     r  =  2  ; 

mais  nous  rejetterons  ces  valeurs  à  cause  qu'elles  sont  toutes  deux  paires; 
ainsi  l'on  n'aura  que  ces  deux  formes  de  diviseurs 

J2_5Z2  el  522_>.2> 

lesquelles  se  réduisent  d'ailleurs  à  la  même,  comme  on  peut  s'en  con- 
vaincre en  faisant 

j-=  2J-' H-  5z'       et       2=j'  +  22' 

(ce  qui  donnerait  z =  y  —  2z  et  y'  =  5z —  2y,  et  par  conséquent  des 
valeurs  entières  pour  y'  et  z')  dans  la  formule  j2—  oz2,  laquelle  devien- 
dra par  ces  substitutions  celle-ci,  5z'2 — y'2. 

Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

P—5u2    ou     5  m2—/2 

sont  en  même  temps  de  chacune  de  ces  deux  formes 

y2  —  5z%     5z2  —  _)•'-'. 
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VI.  Soit  a  =  6,  donc  q  non  plus  grand  que  \l ^  donc  g  =  o  ou  =  i . 
Faisant  q  =  o,  on  aura  /?/'  =  (3;  donc 

p  =  i,     r  =  6,     ou     p  =  i,     r  =  3; 

faisant  ensuite  q  =  i,  on  aura  pr  =  5,  ce  qui  ne  donnerait  que 

p  =  i,     i  •  =  5, 

valeurs  qui  ne  sont  point  admissibles  à  cause  que  p  serait   <2</;  de 
sorte  que  les  formules  des  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

V-  —  6  h2     ou     6u-  —  P 

seront 

y2 —  6z2,     6z2 — y2,     iy2 — 3z2,     3z'2 — ■?.)■-. 

Mais  j'observe  que  ces  dernières  se  réduisent  aux  deux  premières  en  fai- 
sant 

2jr-\-3z—y',    y  +  z  =  z', 

ce  qui  donne 

y=3z' —  y',     z=y'—2Z', 

el  par  conséquent 

zy*~  lz*  =  6z"  —  y",     3z2—  7.yi  —  y'i—  6z'\ 

Donc  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t2 —  6m2    ou    (>«'      / 

seront  toujours  aussi  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes. 

VII.  Soit  a  =  7,  donc  q  non  plus  grand  que  1 1 ~ \\  donc  q      o  ou  =  1 . 
faisant  y      <>,  on  aura  pv  =  7;  donc 

P      '.     ''      7. 
el  faisant  q       1,  on  aura  />/       (>\  donc 

p       2,      /        '>: 
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de  sorte  que  les  formules  des  divise  lus  de 

t-  —  -]U: 

seront 

y-  —  7  z2,      2y-zi:  ?.yz  —  7  z2 

et  leurs  inverses 

7  z'  —  y2,     7  z2  zh  n.yz  —  zy*. 

Mais  je  remarque  ici  que  les  deux  premières  de  ces  formules  reviennent 
à  la  même,  aussi  bien  que  les  deux  dernières;  car  faisant 

y  — y' — 2.z'     et     dzz=:y' — 3z' 

(ce  qui  donne  y'  =  3v=f  2z  et  z'^j  +  s,  c'est-à-dire  des  nombres  en- 
tiers pour  y'  et  z'),  la  formule 

iy2dz  2yz  —  3z2 
deviendra 

y»*—  72", 

et  la  formule 

3z2qz  2  yz  —  2f! 

deviendra  de  même 

D'où  il  s'ensuit  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t2  —  7  u2     ou     7  «2  —  /: 
seront  nécessairement  aussi  de  la  forme 

y2  —  7  z2     ou     72-  — r:. 

VIII.  Soit  a  =  8,  donc  y  non  plus  grand  que  \/ ■?'•>  donc  7  —  o  ou  =  1 . 
Faisant  q  =  0,  on  aura  pr  =  8  ;  donc 

p=i,     /-  =  8,     ou    p  =  2,     >'  =  4; 

mais  ces  dernières  valeurs  peuvent  être  rejetées  à  cause  qu'elles  sont 
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foutes  deux  paires;  faisant  ensuite  q  —  i,  on  aura  pr=-],  ce  qui   ne 
donnerait  que 

pz=  i     et    r=7, 

valeurs  qui  ne  sont  point  admissibles  a  cause  que  p  serait  <  iq. 
Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

l2  —  8u2     ou     8  m2—  t\ 

seront  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y2 —  8z2     ou     8z2  —  y2. 

IX.  Soit  a  =  9,  donc  y  non  plus  grand  que  \/%\  donc  y  =  o  ou  =  1. 
Faisant  q  =  o,  on  aura  /?/•  —  9;  donc 

p  =  i,     '=9>     ou     p='6,     /— 3; 

et  faisant  y  —  1 ,  on  aura  /?r  =  8,  ce  qui,  à  cause  de  /;  non  plus  petit  que 

2<y,  donnerait 

./>  =  ?.,     '  =  4. 

valeurs  qu'on  peut  rejeter  à  cause  qu'elles  sont  l'une  et  l'autre  paires. 
Donc  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la  forme 

t2  —  9  m-    ou    9«s  —  /* 

seront  toujours  de  quelqu'une  de  ces  formes 

y1  —  gz1,     92'  —  j»,     1y>  —  3s2; 

par  conséquent    liy  tout  nombre  quelconque  impair  sera  réductible  à 

l'une  de  ces  formes. 

\.    Soil  <v        10,  douce/  non  plus  grand  que  V  '    .."        \  2;  donc  y        o 

ou  =  1 .  Faisant  q   =0,  on  aura  pi      to;  donc 

/;        1,      /•       10,      ou      j>        \      1 
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faisant  q  =  1 ,  on  aura  pr  ==  9;  donc 

p  =  3,     /•  =  3  ; 
de  sorte  que  les  formules  des  diviseurs  de 

t'1  —   IOK' 

seront 

y2 —  I022,        I022 —  )•%       2^,: —  5z2,       5z2 —  2J1,       3}',2±2Ji  —  iz. 

(Dr  je  remarque  d'abord  que  cette  dernière  formule  peut  se  réduire  à  ces 

deux-ci 

2j*"  —  5z'2,    5z'2 — 2  y", 

en  faisant 

dzr  =  y' +  z',     z  =y' -4-  2Z' 

ou 

ce  qui  donne  toujours  pour  j'  et  s'  des  nombres  entiers;  je  remarque 
ensuite  que  les  deux  formules 

y2 — ioz2,      ioz- — y7 

peuvent  aussi  se  réduire  à  la  même  en  faisant  dans  la  première 

y  =  ioz'-f-  3j',     z  =  3z'-hy', 

ce  qui  la  transformera  en  ioz'2-  y'2;  et  quant  aux  nombres  y'  el  z'  il 
est  clair  qu'ils  seront  toujours  entiers,  puisque  l'on  aura 

z'=y — 3z,    y'=.ioz  —  3). 

De  là  je  conclus  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

t1 —   IO  H2       OU        IO  M2 —  t1 

seront  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y'1 — îoz2,     iy2 — 5z2, 
aussi  bien  que  de  celles-ci 

I022  — J-2,        5.Z2  —  2J'2. 
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XI.  Soit  a  =  i.if  donc  y  non  plus  grand  que  V/V-  donc</  =  o  011*7=  1. 
Faisant  q  =  o,  on  aura  pr  =  11;  donc 

/>  =  1 ,     r  =  1 1  ; 

faisant  q=  1,  on  a  />r=  10;  donc 

y;  =  2,     /==5. 
De  sorte  que  les  formules  des  diviseurs  seront,  dans  ce  cas, 

|-2  —  I  I  Z2,         I  I  Z2  —   y-,        9.V2  ±   2  T'Z  —  5.Z2,        5z2  ±   2  )'Z  —  2  )'2. 

Mais  je  remarque  que  ces  deux  dernières  formules  peuvent  se  réduire 
aux  deux  premières;  car  en  faisant 

±y=y'-h  4^',     z~r'-t-3z' 

ce  qui  donne  z'=  ±  y  —  r.  et  y'  =  4Z=F  3y,  et  par  conséquent  toujours 
des  nombres  entiers  pour  r'  et  z'),  la  formule 

2  )•-  ±    2  )\Z  —  r)Z-' 

devient 

et  la  formule 

5z2  qz  2  rz  —  2  r! 


devient  de  même 


>•'•  -  1  iz'2. 


D'où  il  s'ensuit  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

/•  —  1 1  u-,     ii»2—  P 
Boni  toujours  de  l'une  OU  de  l'autre  de  ces  formes 

)  -'  —  1 1  z2,     1 1  z2  —  r2. 

XII.  Soit  a    ■■  12,  donc  q  non  plus  grand  que  i/  -=-•,  donc  ^=    o  ou       t. 
Faisant  7      o,  on  aura/ir  =  12;  donc 

/<      1,     r=i  2,    ou    /»       >.     /       j, 
III.  ..• 
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en  rejetant  les  valeurs  paires/?—  2  et  r  =  6;  faisant  ensuite  q  =  i,  on 
aurait  pr  =  1 1;  donc 

valeurs  qui  ne  sont  point  admissibles  à  cause  que  p  serait  <  27;  ainsi 
l'on  n'aura  que  ces  formules 

y1 — 1222,      17.Z2  —  y-,     3y2 — ^z2,     !\z2 — 3y', 

sur  lesquelles  je  remarque  que  les  deux  dernières  sont  réductibles  aux 
deux  premières,  en  faisant 


r=ir' 


et 


3y'  +  z', 


ce  qui  donne  y' ~y  —  z  et  z'  =  [\z  —  3/,  et  par  conséquent  des  valeurs 
entières  pour  y'  et  z. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  les  diviseurs  impairs  des  nombres  de  la 
forme 

P —  17.lt-       OU        11  II2 —  t\ 

seront  toujours  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  formes 

y2—  \iz>,      11  z2  —  y3, 
aussi  bien  que  de  ces  deux-ci 

3jJ  — 4z2,     4*2—  Zy\ 

21.   Remarque.  -    Telle  est  la  méthode  qu'il  faudra  suivre  pour  trou- 
ver les  formules  des  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

P  —  au-     ou     au-  —  /-, 

en  donnant  à  a  des  valeurs  quelconques  au  delà  de  12;  celte  méthode 
est,  comme  on  voit,  d'un  usage  très-facile  et  très-simple;  mais  elle  parait 
sujette  à  une  espèce  d'inconvénient,  c'est  qu'elle  donne  quelquefois  plus 
de  formules  qu'il  n'en  faut  pour  représenter  tous  les  diviseurs  des 
nombres  d'une  forme  donnée;  de  sorte  qu'il  arrive  que  quelques-unes 
de  ces  formules  reviennent  à  la  même,  comme  nous  l'avons  vu  dans  les 
Exemples  précédents.  Pour  y  remédier  il  faudrait  donc  avoir  une  règle 
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générale  par  laquelle  on  put  reconnaître  facilement  les  formules  qui  sonl 
identiques  entre  elles:  c'est  ce  que  nous  allons  examiner,  avec. toute  la 
généralité  dont  la  matière  est  susceptible;  et  comme  il  n'est  pas  démon- 
tré jusqu'ici  que  cette  identité  de  foi-mules  ne  puisse  avoir  lieu  dans  les 
diviseurs  des  nombres  de  la  forme  Js+ao2,  quoique  les  différents  cas 
du  n°  18  n'en  fournissent  aucun  exemple,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer 
sur  ce  sujet,  nous  considérerons  également  les  formules  de  l'une  el  de 
l'autre  espèce. 

Problème  III. 
22.   Etant  donnée  la  formule 

P  y2  ~^  2ÇXZ  ""  ,z2' 

dans  laquelle  y  el  z  sont  des  nombres  indéterminés  et  p.  q.  r  sont  des 
nombres  positifs  ou  négatifs,  déterminés  par  ces  conditions,  que 

pr-  q*=a 

a  étant  un  nombre  positif  donné  et  que  >.q  ne  soit  ni  ^>  p  m  j>  r.  abs- 
traction faite  des  signes  de  p.  q  et  r  ;  trouver  si  cette  formule  peut  se  trans- 
former en  une  autre  de  la  même  espèce  et  qui  soit  assujettie  aux  mêmes 
conditions. 

Comme  la  transformée  doit  être  analogue  à  la  proposée,  il  esi  visible 
qu'on  ne  saurait  employer  d'autres  substitutions  que  celles-ci 

y       M. s  +  N  j,      z  =  ms  -+-  n.r. 

s  ei  .i  étant  deux  nouvelles  indéterminées,  et  M,  N,  m,  n  des  nombres 

arbitraires.    En   effet    ces   substitutions   donneront    une    transformée   de 

celte  forme 

Y  s        iQsa       R  i  . 

dans  laquelle  on  aura 

Y      j>  M        •  q  M  m      i  m  . 

Q      pMN      q  M/i      \  m    •  mu). 

\{      i>\       •<j\  n  ■   i  a  . 

91 
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el  il  ne  s'agira  que  de  voir  si  l'on  pont  déterminer  les  nombres  M,  N,  m, 

n,  en  sorte  que  l'on  ail 

PR  —  Q2  =  «, 

et  que  2Q  ne  soit  ni  >  P  ni  >  R. 

Pour  satisfaire  à  la  première  condition  je  substitue  dans  la  quantité 
PR  —  Q2  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  et  je  trouve,  en  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

PR  —  Q2  =  (pr—  q>)  (Un  -Nmf; 

mais  (hypothèse) 

pr  —  qi=  a, 

donc,  pour  que  PR  —  Q2  soit  aussi  égal  à  a,  il  faudra  que  l'on  ait 

M«  —  N/» -r  —  1, 

et  par  conséquent 

Mn  —  Nm  =  ±1. 

A  l'égard  de  la  seconde  condition,  il  est  clair  qu'elle  ne  saurait  avoir 
lieu  à  moins  que  Q  ne  soit  en  même  temps  •<  P  et  <<  R;  ainsi  nous  sup- 
poserons que  Q  soit  en  effet  <  P  et  <  R,  et  nous  allons  voir  ce  qui  doit 
s'ensuivre. 

Soit  M  >  N  (le  raisonnement  serait  le  même  si  N  était  >M,  en  pre- 
nant seulement  N  a  la  place  de  M),  il  est  clair  qu'on  peut  faire 

et  qu'on  peut  prendre  \i.  tel  que  M'  devienne  moindre  que  N;  car  il  n'y  a 
qu'a  prendre  pour  \j.  le  quotient  de  la  division  de  M  par  N,  et  M  sera  le 
reste;  de  plus  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  toujours  supposer  que  p.  ne 
soit  pas  moindre  que  2;  car  si  l'on  trouvait  fx  =  t,  en  sorte  que  M  =N-+-M', 

on  pourrait  faire 

M  =  aN  — (N  — M'), 

c'est-à-dire  prendre  ij.  =  2  et  N  —  M'  à  la  place  de  M  .  Or  si  l'on  suppose 

aussi,  ce  qui  est  permis, 

m  =  un  -+-  m' , 

m'  étant  un  nombre  quelconque,  et  qu'on  substitue  ces  valeurs  de  M  et 
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de  m  dans  l'expression  de  Q,  elle  deviendra 

Q  =  (j.[pti*  +  2</Nn  +  /'«-,  -t-/>M'N  +  </  :  M'«  +Nm')+  /■///'/*, 
de  sorte  qu'en  faisant,  pour  abréger, 

Q'  —  pM'N  -+-  q[M'n  -+-  N/»'  i  +  rm'n, 

on  aura 

Q  =  pR-+-Q'. 

Or  il  faut  (jue  Q  soit  <  R;  donc,  puisque  u.  est  =  ou  >  2,  il  est  clair  que 
cette  condition  ne  saurait  avoir  lieu  à  moins  que  les  deux  quantités  uR 
et  Q'  ne  soient  de  signes  différents  et  que  Q'  ne  soit  en  même  temps  >R, 
abstraction  faite  des  signes. 
Maintenant  on  aura 

y  ■=.  (  y.  N  -1-  M'  ;  *  -f-  Nx,     z  =  (  [j.  n  -+-  m')  s  -+-  nx  : 

de  sorte  que  si  l'on  fait 

x'  —  U.S  -4-  X, 

on  aura 

/  =  M'f +  N«',     z  =  m's-î-nx', 

el  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  formule 

/>>•-'  h-  2.qyz  +  rz 

donnera  la  nouvelle  transformée 

1»V  f    iQ's  >     h  Rj', 
en  supposant 

P'       J>M      I     '.7  M'/»'  +  / •//;'  , 
Q':    pM'N  -1-  q  M'n  +  Nm'   -\~rmn, 
et 

comme  plus  haut. 

Or  à  cause  de 

M  n       N  m        L  1 , 

du  aura 

■/  \    •   M'  //       \    j  11   ■   m  ♦   1. 
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el  par  conséquent 

M' n  —  Nro'=  ±i. 

On  trouvera  aussi 

P'  R  —  Q'2  =   pr  —  q2)'  Wn  -  N  m'    . 

et  par  conséquent 

P'R-Q'3=«. 

De  sorte  que,  comme  a  est  positif  et  que  Q'  est  >  R,  il  faudra  que  P' 
soit  >Q';  ainsi  la  transformée  précédente  sera  telle,  que  Q'  sera  >R 
et  <P\ 

De  la  même  manière,  à  cause  que  N  est  >  M',  on  pourra  supposer 

et  prendre  \)1  en  sorte  qu'il  ne  soit  pas  <  2  et  que  N'  soit  <M';  et  fai- 
sant ensuite 

n  =  y.'m'  -t-  n',     s'  =  ij.'x'  -h  s, 

en  sorte  que  l'on  ait 

^^MV+NY,     z  —  m's'  -+-  n'x', 

on  parviendra,  par  des  opérations  et  des  raisonnements  semblables  aux 
précédents,  à  cette  nouvelle  transformée 

PY-  +  ?.Q"s'x'  -+-  R'x'3, 
dans  laquelle  on  aura 

P'  =  />M'2-f-  iqWnï  -4-  rnï-, 
Q"=pWW-hq{Wn'-+-  N'm')  +  rm'ri, 
R'  =^>N'-+  2^N'/i'+  //?'-, 


et  où  1  on  aura  aussi 


M'n'  —  N'to'=  d 
Q'=f,.<P'+Q", 
P'  R'  -  Q"'  =  a, 
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en  sorte  que  Q"  sera  >  P'  et  <  R\  abstraction  faite  des  signes  de  P  ,  R 
et  Q". 

On  pourra  trouver  de  même  une  troisième  transformée  telle  que 

?"s'i-h2Q'"s'x"  +  Wx"i, 

laquelle  sera  soumise  aux  mêmes  conditions  que  les  transformées  précé- 
dentes, et  ainsi  de  suite. 

Je  considère  maintenant  que  comme  les  nombres 

M,  N,  M',  N\... 

forment  abstraction  faite  de  leurs  signes)  une  suite  décroissante,  on 
arrivera  nécessairement  à  un  terme  qui  sera  égal  a  zéro.  Supposons  que 
N'  soit  ce  terme,  en  sorte  que  l'on  ait  N'  =  o;  donc  à  cause  de 

M'»'—  N'm'  =  ±i 

on  aura 

\l'n'  =  ±  i  ; 

donc 

M'  =  =bi     et     n'=±i, 

donc 

V      p±2.qm' ■+■  rm'1,     Q":    d  qdzrm',     R'  =  r, 

les  signes  ambigus  étant  arbitraires. 

Or  il  faut  : 

i"  Que  l'on  ait  Q"<  H  ,  abstraction  faite  des  signes  de  ces  nombres; 
mais  R'  =  re<  q  r,  à  cause  de  >.<]  non  plus  grand  que  r  hypothèse), 
donc  Q"  ne  pourra  être  IV,  r  a  moins  que  ///'  ne  soil  égal  à  zéro  ou 
égal  à  ±  i . 

2e  Que  Q"  soii  en  même  temps       I*  ;  or  si  ///'  =  o,  on  y 

Q  </•    i'      p; 

de  sorte  qu'à  cause  de  iq  non  plus  grand  que  />  hypothèse  ,  Q"  sera 
toujours       P  au  lieu  d'être  plus  grand  :  si  m    =  ±i  i .  on  aura 

P'      /;  *    \q  ■+■  r     et     Q'       q   I   /; 
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mais  on  suppose  que  Q"  soit  <r\  donc,  pour  que  Q"  soit  >  P  ,  il  fau- 
drait que  r  pût  être  >•/> ±  iq-\-r,  ce  qui  ne  se  peut  à  cause  que  iq  n'est 
jamais  >•  p,  et  que  d'ailleurs  p  et  r  doivent  être  de  mêmes  signes  eu 
vertu  de  l'équation 

pr —  </2=  on  nombre  positif. 

De  là  je  conclus  qu'il  est  impossible  que  la  formule  proposée  soit 
transformée  en  une  autre  où  les  conditions  énoncées  aient  lieu;  de  sorte 
que  si  l'on  a  plusieurs  formules  où  les  mêmes  conditions  soient  obser- 
vées, on  peut  être  assuré  que  ces  formules  sont  essentiellement  diffé- 
rentes entre  elles,  et  qu'elles  ne  peuvent  pas  se  réduire  à  un  plus  petit 
nombre. 

Problème  IV. 

23.    Etant  donnée  la  formule 

pr'1  -h  iqyz  —  rz\ 

dans  laquelle  y  et  s  sont  des  nombres  indéterminés,  et  p,  q,  r  des  nombres 
positifs  ou  négatifs,  déterminés  par  ces  conditions,  que 

pr  -+-  q2  =  a 

(a  étant  un  nombre  positif  donné)  et  que  iq  ne  soit  ni  ^>p  ni  ^>r,  abs- 
traction faite  des  signes  de  p,  q  et  r;  tramer  si  cette  formule  peut  se 
transformer  en  une  autre  semblable,  et  où  les  mêmes  conditions  soient 
observées. 

Faisant,  comme  dans  le  Problème  précédent  et  par  la  même  raison, 

y  =  Ms  +  Nx,      z  =  ms  -+-  nx, 
on  aura  la  transformée 


dans  laquelb 


Ps2  -t-  ?.Qsx  —  Kj-, 

P  '=  p  M2  +  3  q  M  m  —  r  m-, 

Q  =  /)MN  +  ^(Mn  +  Nm   —  rmn, 

R  —  rn?  —  2  q  N  n  —  p  N-  ; 
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ainsi  la  difficulté  consiste  à  déterminer,  s'il  est  possible,  les  nombres  M, 
N,  m,  n,  en  sorte  qu'on  ait 

PR  +  Q2  =  rt, 

et  qu'en  même  temps  ni  P  ni  R  ne  soient  <<  2Q,  abstraction  faite  des 
signes  de  P,  Q  et  R. 

Je  remarque  d'abord  que  la  quantité  PR  -h  Q-  devient,  en  mettant  à  la 
place  de  P,  Q  et  R  leurs  valeurs, 

/>/•-+-  </')  (M «  —  Nni]2=  a{Mn  —  N/h  '; 

donc  il  faudra  qu'on  ait  comme  dans  le  Problème  précédent 

M«  —  Nm)'=  1, 

et  par  conséquent 

M  n  —  N  m  =  ±  1 . 

Comme  JM,  N,  m,  n  sonl  supposés  des  nombres  entiers,  il  est  clair  que 
cette  équation  ne  saurait  subsistera  moins  que  les  produits  Nn  et  N/w 
ne  soient  de  mêmes  signes;  de  sorte  que  si  M  et  N  sonl  de  mêmes  signes, 
il  faudra  que  m  et  n  en  soient  aussi. 

Or,  puisqu'on  peut  donner  aux  nombres  indéterminés  s  el  ce  tels  signes 
que  l'on  veut,  il  est  évident  qu'on  peut,  sans  nuire  à  la  généralité  du 
Problème,  prendre  toujours  les  nombres  M  et  N  positifs;  et  alors  il  fau- 
dra prendre  les  nombres  m  et  11  de  mêmes  signes,  c'esl-à-diro  Ions  les 
deux  positifs  ou  tous  les  deux  négatifs;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  mettre  '  m 
et  ±  n,  à  la  place  de  m  et  n,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  n'y  aura  qu'à 
donner  le  signe  ambigu  ±  à  la  quantité  q,  c'est-à-dire  prendre  la  valeur 
de  cette  quantité  en  plus  el  en  moins;  moyennant  quoi  on  pourra  regar- 
der les  quatre  nombres  M,  N,  ///,  //  comme  positifs. 

Maintenant  il  est  clair  que  si  2Q  n'est  ni  I'  ni  >  R,  comme  on  le 
suppose,  Q2  sera  toujours  moindre  que  PR ,  de  sorte  que  PR  h  Qs  ne 
pourra  être  égal  à  un  nombre  positif,  à  moins  que  PR  ne  soil  un  nombre 
positif;  d'où  il  s'ensuit  qu'il  faut  nécessairement  que  I'  el  R  soient  de 

même  signe;  el   celle  condition  suffît,  comme   nous  Talions  voir,    pour 
faire  trouver  les  nombres  M.  V  ni,  n . 
III. 
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Pour  cela  j'observe  qu'à  cause  do 

pr  -+  q'  =  a, 

la  quantité  P  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


I  +  i+^m       M  +  iZ^„ 


cl  la  quantité  R  sous  celle-ci 


R=    -plJK+t±15n)(}l+1-*an 


Or,  comme  \ja  est  >  </,  il  est  clair  que  la  quantité  q  +  \a  sera  toujours 
positive,  et  la  quantité  q  —  \Ja  toujours  négative;  de  sorte  que  les  deux 
quantités 

q  -t-  \ja       q  —  \Ja 
P  P 

seront  nécessairement  de  signes  différents.  Nommant  donc  «  celle  de  ces 
deux  quantités  qui  sera  positive,  et  —  |3  celle  qui  sera  négative  (a  et  ]3 
dénotant  des  nombres  positifs),  on  aura 

P  =  p  M  -+-  xm     M  -  5m  , 

R  =  —  p  (N  -+-  are)  (N  —  (3n). 

D'où  l'on  voit  que,  pour  que  les  nombres  P  et  R  soient  de  mêmes  signes, 
il  faut  que  les  facteurs  M  —  [im  et  N  —  (in  soient  de  signes  différents, 
parce  que  les  facteurs  M  -4-  am  et  N -t-  un  sont  tous  les  deux  positifs. 
Cela  posé,  soit  M>N,  on  pourra  faire 

M  =  f*N-4-M\ 

et  prendre  pour  u.  un  nombre  entier  positif  tel,  que  M'  soit  aussi  positif 
et  moindre  que  N;  car  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  diviser  M  par  N,  et  faire 
le  quotient  égal  à  p,  et  le  reste  égal  à  M  .  Qu'on  fasse  de  même 

m  =  un  -+-  m' , 
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ni  étant  un  nombre  quelconque,  et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation 

M  n  —  N  m  --  ±  i , 


011  Hlll-ïl  celle-Cl 


M'»— Nm'      ± 


d'où  l'on  voit  qu'à  cause  de  M',  N  et  «  positifs,  il  faudra  que  /n'soit  aussi 
un  nombre  positif. 
Or  les  valeurs  de  y  et  de  z  deviendront  par  ces  mêmes  substitutions 

)•  _ ■ .    fis  -+-  #)N  +  M'*,     z-  =  (  as  -+-  .r  )  «  +  m'*, 

ou  bien,  en  faisant  comme  plus  haut  x' '=  p.s-\-a;, 
y  —  M' s  +  N.r',     z  =  m's  +  «.»•'; 

et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  formule 

/;)•-  +  iqyz  -  rz2, 


on  aura  la  transformée 


ou 


PV  -    zQ'sx'   -  K.?'  , 


P'  =  y»M"'-r  2qM'm'-    riri  . 

u        pM'N    i   7   M'//    I    \///'         rniii. 

\\       m1—  çNn  -  j>\  . 

El  je  dis  que  les  nombres  P'  et  K  seront  nécessairement  de  mêmes  signes; 

car  on  aura 

P        />    M'  ï    z/;/'      M         (3/n'   , 

\\    -    -   j>    \    •    y.  n      \        'jii   : 

or 

M       Im       u   N        3/1     -M         î/n  : 

donc,  comme  \>.  est  un  nombre  positif  ci  que  M  (3/n  ci  N  |3w  sont 
de  signes  différents,  il  faudra,  pour  que  cette  équation  puisse  subsister, 
que  les  quantités  M  |3/n  el  M'  j3m'  soient  de  mêmes  signes,  el  par 
conséquenl  que  N  ['"  el  M  /3/w'  soienl  de  signes  différents;  mais 
n       y  n  el  M       y  m  sonl  des  quantités  positives,  N.  />.  M  .  m  el  a  étanl 

92. 
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des  nombres  positifs;  donc  les  deux  nombres  P' et  H  seront  nécessaire- 
ment de  même  signe. 

De  même,  puisque  N  >  M,  on  pourra  supposer 

N  =  {j!  M'  +  N' 

et  prendre  </  positif  et  tel,  que  N'  soit  aussi  positif  et  moindre  que  .M';  et 

faisant 

n  =  ;x'm'  -i-  n' , 

on  aura  (en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  M'n  —  N/n  =  ±  i) 

M'n'—  N'm'  =  ±  i, 

de  sorte  que  n'  sera  nécessairement  aussi  positif. 

Ensuite,  si  l'on  fait 

s1  =  [j! x'  -+-  s, 

on  aura 

y  =  M'*'  -+-  Wx' ,     z  =  iraV  +  n'x'; 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

py1  -+-  iqyz  —  rz1, 

on  aura  cette  autre  transformée 

PVS-F  2Q"iV-  IV  .r', 

où 

P'  =/?M':+2(yM'm'-/'/»'2, 

Q"  =  p  M'  N'  H-  q  ( M'n'  +  N'm'  )  -  *■/»'«', 
R'  =rn'2— :qWn'  —  />N/J. 

El  l'on  prouvera,  comme  on  a  fait  plus  haut,  que  les  nombres  P'  et  R' 
seront  de  mêmes  signes. 

On  pourra  trouver  pareillement  une  troisième  transformée  telle  que 

P"s'<  +  -2Q'"s'x"—  R'x", 

dans  laquelle 

x" =  uf's'  -4-  x', 

et  où  P"  et  R'  seront  de  mêmes  signes,  et  ainsi  de  suite. 
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Maintenant,  comme  les  nombres 

M,  N,  M',  N',... 

forment  une  suite  décroissante  de  nombres  entiers,  il  est  clair  qu'on  doil 
parvenir  nécessairement  à  un  terme  qui  soit  nul.  Supposons  donc,  par 
exemple,  que  l'on  ait  N'=  o,  et  à  cause  de 

M'n'  —  ~S'm'  =  ±  i, 

on  aura 

M'»'=i 

car,  à  cause  que  les  nombres  M'  et  n'  sont  tous  deux  positifs,  il  est  évi- 
dent qu'il  faut  prendre  dans  ce  cas  le  signe  supérieur),  donc 

M'  =  i     et    n'  =  i  ; 

de  sorte  qu'on  aura  dans  ce  cas 

y  =  s',     z  =  m' s'  -+-  x' . 

D'où  je  conclus  que,  pour  transformer  la  formule  proposée 

p  )'"■■+■  ?qyz  —  i'z- 
en  celle-ci 

P*2  -l-  zQsx  —  \\x\ 

dans  laquelle  on  ait 

JMt  +  Q<  =  pr-\ -  q-  —  a, 

et  où  Pet  R  soient  de  mêmes  signes,  il  faut  l'aire  les  substitutions  sui- 
vantes 

z  =  m'y  1    r',     y—  •j.'x'a-  s,     x'      as  ■+•  x, 

et  prendre  les  nombres  m  ,  y.  et  y.  positifs  et  tels,  que  dans  les  transfor- 
mées résultantes 

l>'.r2  +  *Q"yx'-  ï\  >    . 

P'S      I     iQ'sx'         \\x'2, 

P.v         iQ  sx  ■     \\x\ 

les  coefficients  R  ,  V  .  R  et  I'  soient  ions  de  mêmes  signes. 
Voyons  donc  comment  on  pourra  remplir  ces  conditions. 

En  faisant  d'abord  la  substitution  de  m'y   I    a    a  la  plaie  de  r,  ou  aura 
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la  première  transformée,  où 

H        r, 
Q"=q-rm', 


F        p  H-  ?.qm       11)1'=:  — — — 


Or 


doue,  pour  que  P'  et  R  soient  de  mêmes  signes,  il  faudra  que  les  facteurs 


in  -+-   — 5      m  — 

/  r 


soient  de  signes  différents;  mais,  à   cause  de  \[a^>q,  il  es!   clair  que 
\/a±q  sera  toujours  un  nombre  positif;  donc, si  rest  positif,  w-f-  v' 

sera  toujours  positif,  et  il  faudra  que  m'—  —7-^  soit  négatif,  et  par 

conséquent  que 

,       da  -+-  q 
m  <i -; 

si  au  contraire  r  est  négalif.  m  —  ——-*■  sera  positif,  el  il  faudra  que 

da  —  a        ..      ,      ....     , 
m  -+-  ~ soit  nesatit;  donc 

m  < -■ 

—  /■ 

Substituons  ensuite  ;j.V+s  à  la  place  de  v,  et  l'on  aura  la  seconde 
transformée,  dans  laquelle 

R  =  R'  -  2QV  —  P>'2  =  a~Q2- 
J'observe  que 

R  =  _p.(,^vi-Q;\(i„,       -Q" 


P'      /  V  P' 
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de  sorte  que  pour  que  R  et  P'  soient  de  mêmes  signes  il  faut  que  les  deux 

facteurs 

Ja  -4-  Q"           ,       Ja  —  Q" 
f*  H jv '       f* {r 

soient  de  signes  différents;  or  comme 

P'R'  =  a  —  Q"1 

fP'  etR'  étant  de  mêmes  signes),  il  s'ensuit  que  Q"2  sera  plus  petit  que  a, 
et  par  conséquent  Q'<\«>  de   sorte  que  \a  ±  Q"  sera   toujours  un 

nombre  positif;  doue,  si  P'  est  positif,   (x'-f-  v'        -     sera  positif,  et  il 

faudra  que   u.' —  - —  soit  négatif;  donc 


mais,  ij.'  devant  être  un  nombre  entier,  il  faudra  que    s  '  .,,   -     soit  plus 
grand  que  l'unité;  donc  P'<    \  a  -  Q";  donc,  à  cause  de 

P'R'  =  a  — Q  fi   '   Q       fi  -Q"), 

il  faudra  que  R' soit  plus  grand  que  \Ja-\-Q",  c'est-à-dire 

et  par  conséquent 

m  -+-  i    r       ^  a  -+-  7 , 
et  de  là 

m        x     — 2  —  i . 

/■ 

Or  P'  doit  être  positif  lorsque  r  est  positif,  auquel  cas  on  a  déjà  trouvé 

m  :  donc  on  aura  dans  w  cas 

s  "       7  .         \  "       7 

/•  r 

,  ■     fi     Q 
^  p 
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On  trouvera  de  même,  pour  le  cas  de  r  négatif, 

v a  —  o  ,        \la  —  a 

m!  <  ï ",      m'  >  ^ "  —  i , 

—  r  —  / 

D'où  l'on  voit  (jiie  le  nombre  m',  devant  être  entier,  sera  nécessairemenl 
déterminé,  puisque  les  deux  limites  entre  lesquelles  il  doit  se  trouver  ne 
difièrent  que  de  l'unité. 

Enfin  on  substituera  \xs  -+-  x  à  la  place  de  ce',  et  l'on  aura  la  troisième 
transformée  dans  laquelle 

Q  =  Q'_Rfx, 

a  —  Q2 


R  =  P'  +  2Q>.  —  Ry.3  = 


R 


Et,  en  faisant  attention  que 


•  p  =  _k(„  +  ^)(,--^ 

là  cause  de  RP  =  a  —  Q'2y,  on  prouvera  comme  ci-dessus  que,  dans  le 
cas  de  r  positif,  on  aura 

,       v'a  — Q"         r-1  v«  —  0' 
F ■<■ — p; — '     f*> — ^ '. 

et  dans  le  cas  de  r  négatif 

..,  ^  y/«  +  Q"        ,      \  »  -+-  Q' 


p< 


p 

v«  —  Q 

R 


De  sorte  que  le  nombre  fx'  sera  aussi  déterminé,  et  qu'il  n'y  aura  d'indé 
terminé  que  le  nombre  p.. 
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Or,  si  l'on  veut  de  plus  que  2Q  ne  soit  ni  plus  grand  que  P  ni  plus 
grand  que  R,  comme  les  conditions  du  Problème  l'exigent,  il  faudra 
d'abord  déterminer  \).  en  sorte  que  Q  =  Q'  —  p.R  ne  soit  pas  plus  grand 

que  —i  abstraction  faite  des  signes  de  Q  et  R;  et  il  est  clair  que  prenant 

pour  [j.  un  nombre  entier  positif,  il  n'y  aura  qu'une  seule  valeur  de  a  qui 
puisse  satisfaire  à  cette  condition;  de  sorte  que  le  nombre  u  sera  par  ce 

moyen  entièrement  déterminé.  Ainsi  il  ne  restera  plus  qu'à  voir  si  Q  est 

P 

aussi  <  —  ;  auquel  cas  la  transformée 


2 


Ps2-f  -zQsx  —  R^' 

aura  les  conditions  requises. 

On  voit  par  là  comment  on  peut  résoudre  la  question  proposée  sans 
aucun  tâtonnement,  et  voici  la  méthode  qu'il  faut  suivre  pour  cet  objet. 


MÉTHODE  POUR  TRANSFORMER  LA  FORMULE  p  y2  -+-  2  Ç yz  —  r  Z2 ,  DANS 
LAQUELLE  ON  A  pi"  -+-  q2  =  a  («  ÉTANT  UN  NOMBRE  ENTIER  POSITIF 
DONNÉ)  ET  OU   iq  n'eST  NI    >•/?   NI    >  r  (ABSTRACTION  FAITE  DES  SIGNES 

de  p,  q,   r),  en  d'autres  formules  semblables  et  assujetties  AI  X 

MIMES   CONDITIONS. 

24.  Nous  changerons  d'abord,  pour  mieux  conserver  l'analogie  dans 
nos  formules,  les  lettres  z  et  />  en  y'  et  r';  de  sorte  que  notre  formule 
deviendra 


(Ml 


r' y'  4-  2  qy  y'  —  ry'\ 


,  r     .         r 

//■  -h  «2=  a     et      (/  non         -  ni  ~>  — 

2  2 


Maintenant,  comme  r  et  r'  doivent  être  de  mêmes  signes  en  vertu  de 
l'équation  r'r  ■  q*  a,  nous  les  supposerons  d'abord  tous  les  deux  po- 
sitifs; nniis  q  pourra  être  positif  ou  négatif,  ci  devra  même  rire  pris  suc- 
cessivement en  /'lus  el  en  moins. 

III.  93 
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Cela  posé  : 
i°  On  fera 

ce  qui  donnera  cette  première  transformée 

r'y"2  -+-  iq'  y"y' —  r"y'*t 

où  l'on  aura 

q'  —  q  -h  r'm', 


r"  =  r —  2  q  m'  —  r'm'7 


a  —  q" 


On  prendra,  s'il  est  possible,  pour  m'  un  nombre  entier  positif,  tel  que 

q-h  r'm'  ne  soit  pas  >>— ;  ensuite  on  verra  si  r"  est  >  q1  ou   non,  et 

dans  ce  dernier  cas  la  transformée  trouvée  aura  les  conditions  requises. 
2°  On  déterminera  m'  en  sorte  que 

m  <T  ! 7— -  j      m  >  y r-*  —  i . 

r  r 

Ensuite  on  fera 

y'=zm"y"-+y'", 

ce  qui  donnera  cette  seconde  transformée 

r'"j"2  +  2  q"y"y'"  —  r"y'"\ 

en  faisant 

q"  =  q'  -  r'm", 


,    „       «    «       a  —  q"2 
r'"  =  r'  -+-  2  jm  —  r  m  '  =  /—  • 


On  prendra  /w"  entier  positif  et  tel  que  q'  —  r"/ra"  ne  soit  pas  >  —  -,  et  si 

en  même  temps  q"  ne  surpasse  pas  —  la  transformée  précédente  aura  les 

conditions  requises. 

3°  On  déterminera  m"  en  sorte  que 

m  <   ^-»      m"  >  - ^ i . 
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Ensuite  on  fera 

r"=m'"r'"-hyl\ 

et  l'on  aura  cette  troisième  transformée 

(■")•'"  -+-  2^'"_rivj'"—  r'y'"\ 

dans  laquelle 

q'"  =  q"  -+-  r'"m'", 


•  •» —  ,." o  /,''...'••' ,"■  „.»>i —  °L i_. 


On  prendra  pour  m"  un  nombre  entier  positif  et  tel  que  q"  -f-  /•'"m"'  ne 

soit  pas  > — ?  el  si  la  valeur  de  q'"  n'est  pas  en  même  temps  >•  —  »  on 

sera  assuré  que  la  transformée  trouvée  aura  les  conditions  requises. 
4°  On  déterminera  m"'  en  sorte  que 

«/ 1-  \la~  <l"         m<,  v"  -  q" 
"'   <      r>»     '     m  >      rw '• 

Ensuite  on  fera 

ce  qui  donnera  la  quatrième  transformée 

où 

r  =  r"  +  2  </'" /»  ■ r  -  /•  ■ 'm  '  ■ 2      -  ~g"'  • 

On  prendra  m"  tel  que  y       r'y//ilv  ne  soit  pas  >  -    »  el  si  q"  n'est  pas 

en  même  temps  la  transformée  aura  les  conditions  requises. 

5°  On  déterminera  m" 

De  cette  manière  <m  trouvera  successivemenl  toutes  les  transformé* 
de  la  formule  proposée,  dans  lesquelles  les  conditions  prescrites  pour- 

93. 
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vont  avoir  lieu;  et  il  est  clair  que  le  nombre  des  tranformées  différentes 
sera  nécessairement  limité;  car  nous  avons  vu  dans  le  Problème  II  qu'il 
ne  peut  y  avoir  qu'un  nombre  limité  de  formules  différentes  où  les 
mêmes  conditions  soient  observées. 

Mais,  pour  avoir  toutes  les  différentes  transformées  possibles  d'une 
même  formule,  il  faudra  faire  un  double  calcul  en  prenant  la  valeur  de  q 
successivement  en  plus  et  en  moins. 

Si  les  nombres  r  et  r',  au  lieu  d'être  tous  deux  positifs,  comme  nous 
l'avons  supposé,  étaient  tous  deux  négatifs,  il  n'y  aurait  qu'à  changer 
les  signes  de  ces  nombres  aussi  bien  que  celui  du  nombre  q,  c'est-à-dire 
qu'on  prendrait  la  formule 

r'y'-hzqyy'  —  ry"2 

négativement;  et  ensuite  on  changerait  de  même  tous  les  signes  des 
transformées  qu'on  aurait  trouvées.  Ou  bien,  ce  qui  est  encore  plus 
simple,  on  écrira  —r  à  la  place  de  r',  —  /■'  à  la  place  de  r,  et  y'  à  la 
place  de  y,  ce  qui  donnera  la  formule 

—  ry'3  +  7.qyy'-hr'yi 

où  r  et  r'  seront  des  nombres  positifs. 

25.  Corollaire.  —  Il  suit  de  l'analyse  du  Problème  précédent  que  les 
nombres  r,  r',  r",  r'",...  seront  tous  de  mêmes  signes  et  tels  que 

a  =  r  r'  +  q2  =-.  r' r"  -h  q'2  —  r" r'"  -h  q"2  = .  .  .; 

ainsi  chacun  de  ces  nombres  sera  moindre  que  le  nombre  donné  a,  par 
conséquent  en  continuant  la  série/1,  r',  /",...  il  faudra  nécessairement 
que  le  même  nombre  revienne  plusieurs  fois,  et  même  que  la  même 
couple  de  deux  nombres  successifs  revienne  aussi;  donc,  en  continuant 
le  calcul,  suivant  la  méthode  précédente,  on  retrouvera  nécessairement 
une  transformée  identique  avec  quelqu'une  de  celles  qu'on  aura  déjà 
eues  ;  c'est  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  lorsqu'on  trouvera ,  par  exemple, 
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et  que  v  sera  un  nombre  pair;  alors  il  sera  inutile  de  pousser  le  calcul 

plus  loin,  parce  que  les  transformées  suivantes  seraient  les  mêmes  qu'on 

aurait  déjà  trouvées. 

Donc,  dès  qu'on  aura  trouvé  par  le  Problème  II  toutes  les  différentes 

formules 

py'±  iqyz  —  rz- 

(jui  peuvent  représenter  les  diviseurs  des  nombres  de  la  forme 

P  —  au2, 

on  pourra  les  réduire  au  plus  petit  nombre  possible  en  excluant  celles 
qui  ne  sont  que  des  transformées  de  quelques-unes  de  ces  formules. 
Ainsi,  comme  la  formule  v2  —  a-2  est  toujours  une  de  celles  des  diviseurs 
de/2  —  au2  (en  faisant  q  =  o  etp=i,r=a),  on  commencera  par  cher- 
cher toutes  les  transformées  de  cette  même  formule,  où  les  propriétés 
prescrites  pourront  avoir  lieu,  et  comme  ces  transformées  se  trouveront 
nécessairement  parmi  les  autres  formules  des  diviseurs  de  t2 —  au2  on 
pourra  d'abord  les  rejeter  comme  étant  identiques  entre  elles.  Ensuite 
on  fera  la  même  opération  sur  les  formules  qui  resteront;  et  après  les 
avoir  parcourues  toutes,  rejeté  celles  qui  se  trouveront  identiques  entre 
elles,  on  sera  sûr  que  les  restantes  seront  toutes  différentes  entre  elles, 
et  qu'elles  seront  en  même  temps  toutes  nécessaires  pour  représenter 
tous  les  diviseurs  possibles  des  nombres  de  la  forme  donnée. 

Au  reste  il  arrivera  le  plus  souvent  que  les  transformées  de  la  formule 
y2  —  az*  renfermeront  toutes  les  autres  formules  des  diviseurs  de  t2  —  au2, 
surtout  lorsque  a  est  un  nombre  premier;  mais  on  aurait  lorl  d'en  faire 
une  règle  générale;  car  nous  apporterons  des  Exemples  où  elle  se  trou- 
verait en  défaut  :  ce  qui  servira  en  même  temps  à  montrer  l'utilité  et 
l'importance  des  méthodes  que  nous  venons  de  donner. 

EXEMPLES. 

2(i.  Soit  proposée  la  formule 

.,-      2z»; 
donc 

i.      7       o.      r        •       <<: 
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ainsi  l'on  aura 

q'^nï,     r"=^~JÙ^ 

or  il  est  clair  qu'on  ne  peut  rendre  q  <  r'  <  i;  ainsi  l'on  passera  à  une 
seconde  transformée. 

Pour  cela,  on  prendra  donc 

m  <Z  - —  i      m  *> i , 

I  I 

c'est-à-dire  m  =  1,  ce  qui  donnera 

q  —  \,      r   = =  i  ; 

ensuite  on  aura 

2  —  g"2 
q'  =  qr'  —  r'  m  =  i  —  m",     r'"  =  -  — * —  ; 

r"        i 
or,  pour  que  q"  ne  soit  pas  >  —  >  -■>  il  faut  prendre  m'  =  \ ,  ce  qui 

donne 

q"=o,     r*=a; 

r" 
de  sorte  que,  comme  <jr"  est  en  même  temps  non  >  —,  on  aura  la  trans- 
formée 


c'est-à-dire 


r>"y"t  _+_  iq"  y"y"' —  r"y'"2, 


2r"'-y'"\ 


qui  aura  les  conditions  requises;  or  cette  transformée  est  semblable  à  la 

formule 

22s—  y1, 

de  sorte  que  les  deux  formules 

y2  —  2  z'     et     2Z!  —  y-, 

que  notre  méthode  générale  donne  pour  les  diviseurs  des  nombres  de  la 
forme  f-  —  iu2,  reviennent  à  la  même,  comme  nous  l'avons  déjà  remar- 
qué (20,  II). 
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On  trouvera,  de  même,  que  les  deux  formules 

y2  —  5z2     et     5z2 —  y2 

reviennent  à  la  même,  comme  on  l'a  observé  dans  le  numéro  cité,  V. 

Considérons,  pour  donner  un  autre  Exemple,  le  cas  du  n°  20,  VII,  où 
nous  avons  trouvé  que  les  formules  des  diviseurs  de 

t2  —  7  u2 
étaient 

y'1 — 72*,      ?.y2±2yz —  32%     72*  —  y2,     3z2~J<z-2yz —  ?.>•-. 

i°  Soit  donc 

r'  —  i,     q~o,     r~7=a; 

on  aura 

q'—rri,     r"--=  ?  ~q'\ 
*  1 


où  l'on  voit  que  q  ne  saurait  devenir  <  —  < 
20  On  prendra  donc 

mi  ^-  V  7       ,„/  -^  v  "       , 
ni  <^  —  •>      tii  _j>  —  —  1 , 

donc 

m' =2,     y'=?,,      r"=:3; 

de  là  on  aura  donc 

r"         3 
et  pour  que  q"  ne  soil  pas         —  >  -  il   faudra   faire  m"  =  1,    ce    qui 

donnera 

q"=  —  i,     r'":     s; 
de  sorte  que,  comme  «y"  est  en  même  temps  non  -,  la  transformée 

r'" y"2  +  ?.q" y"ym  -  r"y"", 

c'est-à-dire 

"  rm-  *rmt> 


aura  les  conditions  requises. 
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3°  On  prendra 

m»  <r  y/"J  +  ?-      m"  -^  Û  ±  2      ,  • 

/»   <C  — ô '      m    S>  ■ — ô '  ! 

«loue  m"  =i\  d'où 

q"=-i,     r*=*\ 

ensuite  de  quoi  on  aura 

»                         ///                  7 _  </'"' 
g   ==  —  i  -+-  2/?/',      r"  -- 3 — : 

2 

donc,  pour  que  q"  ne  soit  pas  >  — •>  il  faudra  prendre  m'"  =  i ,  ce  qui 
donnera 

(j'"=i,     /"v=:3; 
de  là  on  aura  la  nouvelle  transformée 

2rv,J  +  2rvr"-3.r'% 

qui  aura  aussi  les  conditions  requises. 
4°  On  fera 

m'"  <-    VJ ,  „,'"  >     V_' ,  ; 

2  2 

donc  w"  =  i ,  et  de  là 

q»=x,     r»=3; 


ensuite  on  aura 


-  _   0>V2 

g"  =  i  -  3m",     r*  =  '—3  —  5 


où  Ton  voit  qu'on  ne  saurait  prendre  mxv  en  sorte  que  g'v  ne  devienne 

-     r" 
pas 


2 
5°  On  fera 


,v  ^  V7  +  '  ,v  -^    v  7  +  ' 


donc  m,v  =  1;  et  de  là 

g,v— —  2,     rv  =  i; 

ensuite  on  aura 

7  —  gv 

gv  =  —  2  -f  /»v,      r"  =  y *— 
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donc,  pour  que  </v  ne  soit  pas  >  — ■>  on  fera  rrC  =■  2,  ce  <jui  donnera 


</v  =  o,     r"  =  7; 
de  suite  qu'on  aura  la  transformée 

qui  aura  les  conditions  prescrites. 
6°  On  fera 

«r  <  — j       /n1  >  — 1  ; 

1  1 

donc  ni"  =  \,  par  conséquent 

q-  —  1,     rvi  =  3; 

j'observe  ici,  sans  aller  plus  loin,  que  ces  valeurs  de  <f  et  /Vl  sont  les 
mêmes  (|ue  celles  de  q'  et  r"  20,  page  743);  donc,  puisque  la  différence 
des  exposants  de  q  est  paire,  il  s'ensuit  que  les  transformées  qu'on  pour- 
rait trouver  en  continuant  le  calcul  seraient  les  mêmes  que  celles  qu'on 
a  déjà  trouvées  ci-dessus  (25,. 

Ainsi  la  formule  y- —  7  V'2  ne  saurait  fournir  d'autres  transformées 
qui  aient  les  conditions  prescrites  que  ces  deux-ci 

■2V"'-  ■?.}■"  y" —  3y    ,       -  rlVM  —  )  '\r"  -  3i      : 

d'où  l'on  voit  que  les  formules 

>  7c.       >  1  •  1  i        3  : 

reviennent  à  la  même,  comme  aussi  les  formules 

7  :    -    )-J,     3  z'  qz  •> yz       a  1 
qui  ne  sont  que  les  négatives  de  celles-là;  mais  que  les  deux  formules 

m 
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ne  sauraient  se  réduire  l'une  à  l'autre,  comme  cela  a  lieu  dans  les  for- 
mules 

j2— 5z2,     5z2  —  y2 

de  l'Exemple  précédent. 

27.  Pour  développer  davantage  l'application  de  nos  méthodes  des 
Problèmes  II  et  IV,  nous  allons  chercher  ici  les  formules  des  diviseurs 
des  nombres  de  la  forme 

P — 79"^     ou     79M2  —  t2- 

On  aura  donc  ici  a  =  79;  donc  il  faudra  que  q  ne  soit  pas  >  y   t^  ^>  3> 

de  sorte  qu'on  ne  pourra  faire  que  q  =  o,  1 ,  2,3.  Faisant  q  =  o,  on  aura 
yo/-=  79,  donc 

p  =  i,     r=79; 

faisant  q  =  1 ,  on  aura  pr=  78 ,  donc 

p  =  2,     r=3g,     ou     /?  ~=  3,     r  =  26,     ou     p  =  &,     r=i3; 
faisant  ^  ---  2,  on  aura  pr  =  75,  donc 

p  =  5,     r  =  i5; 
enfin  faisant  «7  =  3,  on  aura  /?r  =  70;  donc 

p  =  7>     '=10 
Ainsi  l'on  aura  pour  les  diviseurs  dont  il  s'agit  les  formules  suivantes 

r2  —  7922>    2r2± 2rz  —  39s">    3/2  =*= v2  — 26s"» 

6y2±2.yz  —  i3z2,     5y'-±^yz —  i5s2,      7j-2dz6^\z —  102-, 

et  leurs  inverses 

7g z2  —  y2,     3gz2qr  iyz  —  zy2,     i6z2^z  ?.yz  —  3  )•-, 
i3z2q=  i.yz  —  6/2,     i5z2=p  l\yz  —  5y2,     iaz-rn  6yz  —  iy2, 
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ce  qui  fait  en  tout  douze  formules;  mais  il  faut  maintenant  les  trier,  et 
en  rejeter  celles  qui  sont  identiques  entre  elles. 
Considérons  d'abord  la  formule 

>-  —  7*) s-     ou  bien     y2 —  79f'2- 
i"  On  aura 

donc 

79  —  </'" 
q  —ni,     r  =  ,v  ^  *    ^ 


or  </  est  toujours  >  —,  a  moins  qu  on  ne  fasse  m  =  o,  ce  qui  ne  donne- 


r 

■?. 

rait  aucune  nouvelle  formule 
2°  Ainsi  l'on  fera 


,^-V7')  ,  ■.     V7() 

t  i 


donc  m'  =  8,  par  conséquent 

q'  =  8,     r"=i5; 
ensuite,  on  aura 


q"=S  —  i5m",     /■'"=  79    J    , 


r" 
où  l'on  fera  m'f=  i  pour  que  q"  ne  soit  pas       — -,  on  aura  don* 


mais,  comme  r/  serait  »  ces  valeurs  ne  donnent  point  de  transfor- 

mée convenable. 

>"  On  fera  donc 

m'         &       S        m  k:']       H        ,- 

m      ,—75—'      ni   >---g 

doin  ///       1 ,  ci  de  là 

94. 
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ensuite  on  aura 

q'=  —  7  -t-  2m,     ;',v  =  — — 3— ; 

2 

qu'on  prenne  m"  =  3  ou  =4  pour  avoir  q '"  =  ±  i ,  non  >  — »  et  r"  de- 
viendra égal  à  3q;  de  sorte  qu'on  aura  cette  transformée,  qui  aura  toutes 
les  conditions  prescrites 

2j"Jd=  2jITj"'—  39J-'"2. 

V  En  poursuivant  le  calcul  on  fera 

mm  ^  s/Ï9  +  7       m»<^  s/79 +  7       . 

2  2 

c'est-à-dire  /w"'=  7;  d'où 

ï"=  7f     r"  =  i5; 

ensuite  on  fera 

(/'v=  7  —  i5mIV,      r'  —  79  ~/ — , 
1  i5 

et  l'on  prendra  mlv  =  1  pour  avoir  yIV  non  >>  ; — -,  ainsi  l'on  aura 

t 2 

q'v  =  —  8,     /'v  =  1; 


mais,  comme  qlv  est  plus  grand  que  — 9  on  rejettera  ces  valeurs  comme 
inutiles. 

5°  On  fera  donc 

„    ,-  s/79  +7  ^     s/79  +  7 

i5  i5 

donc  mxv  =  1,  par  conséquent 

g,v  — —  8,     r  =  i; 

après  quoi  on  supposera 

qv=  —  8  -+-  »r ,      r"  =  i-^~^    , 
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et  l'on  prendra  rrC  =  8  pour  avoir 

q«  =  o,     r"  =  79, 
ce  (jui  donnera  la  transformée 

r'-'-79r2> 

qui  est  entièrement  semblable  à  la  première  formule 

J'2-797J- 


6°  Je  fais 


v  ^  V  79  +  8  v  ^    ^79  +  8 

i  i 


savoir  mv  =  16,  ce  qui  donne 

q"  =  8,     ;-v  '  —  i5; 

or  je  remarque  que  ces  valeurs  de  q*  el  rvl  sont  les  mêmes  que  celles  de  q' 
et  r"  du  2°,  page  747;  de  sorte  que,  comme  la  différence  des  exposants 
de  q  est  paire,  on  retrouvera  les  mêmes  transformées  qu'on  a  déjà  eues: 
d'où  il  s'ensuit  que  la  formule 

r"1  -  79  r! 

ne  peut  se  changer  en  aucune  autre  qu'en  celle-ci 

et  qu'ainsi  parmi  toutes  les  formules  trouvées  pour  les  diviseurs  de 
/'-'  —  79W"  il  n'y  a  que  ces  deux-ci 

i  -  —  -yz-    el     •  >         '  vz    -  ?h)z: 

qui  soient  identiques  entre  elles,  auxquelles  on  doit  encore  ajouter  leurs 

inverses 

-i)Z!  -  y-     et      3>)z-  :p  2  yz        1  >    . 

qui  seront  aussi  identiques  entre  (dles. 
Considérons  maintenant  la  formule 

ii         ■  1  -       i6z2, 
savoir 

'.1  -ri         ?(  i  ) 
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i°  On  aura 

r'  =  3,     q  =  i,     r=   .>.<>, 

a  étant  toujours  égal  à  79;  ainsi  l'on  supposera 


,           ,    a     /          „       79  —  V 
gr'  =  i -f- 3/n',      r'  =  a-"' 


r 


et  comme  on  ne  peut  pas  prendre  m'  tel  que  q'  ne  soit  pas  >  —,  on  pas- 
sera à  une  autre  transformée. 
20  On  fera  donc 

m,  L.  y/79-'       m,  ^  v/79  -  '       . . 
m  <^ r 1      m  p> ^ 1, 

donc  m'  =  1  et 

q'~i,     r" ~  10; 

ensuite  on  supposera 

79  —  <7"J 
û '   —  7  —  1  o  m  ,     r   =  — ! —  : 

1         '  10 

on  prendra  donc  m"  ~  1  pour  avoir 

g-=-3<^, 
J  2 

et  l'on  aura 

'•"'=  7>2^"; 

ainsi  l'on  aura  la  transformée 

7r"2-6r"r"/-ioj.-"'2. 

qui  aura  les  conditions  requises. 

'3°  Soi! 

„//  ^  V79  +  7       ,„»^  v'79  +  7       ,. 
10  10 

donc  m"—  1  et 

q  —  —  6,     r   —  7  , 

ensuite,  soit  supposé 

_  79  -  q"'2 


q"'=  —  3-h']m",     r 
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et  comme  on  ne  peut  pas  prendre  m"  tel  que  q    ne  soit  pas        —  »  on 

passera  à  la  transformée  suivante. 
4°  On  fera  donc 

y/79-*-3     m,^  v/79-^3     , 

7  7 

c'est-à-dire  m  =  1 ,  et  l'on  aura 

ensuite  de  quoi  on  supposera 

g"  — 4  — 9m",      /  v  =  7^  ~  ^ ; 

or  on  ne  peut  prendre  m,v  tel  que  qlv  ne  soit  pas  ;  donc,  etc. 


■> 


5°  On  fera 

1/70  +  4  ^   4/79  -1-  4 

9  9 

c'est-à-dire  mIV  =  1  ;  donc 

g,v-— —  5,     rv  =  6; 


après  quai  on  fera 


<l  5  +  <i/»v,      rT1  =   '•'       ?     ; 


ici  l'on  peut  prendre  tnv=  1,  ce  qui  donne 

9'=:.,     r"      i3; 

valeurs  qui  oui  les  conditions  requises;  de  sorte  qu'on  aura  la  trans- 
formée 

6°  Soit  maintenant 

.  ^  \  7'»        '  ,        v  79   '    r' 

h  o 

donc  m*  =  2  et 

g'       7,     r"       5; 


752  RECHERCHES 

ensuite  soil  supposé 

qVI  =  7  —  5m*',     ,■-,,  —  79  ~  ? — , 


et  il  est  clair'  qu'en  prenant  mVI—  i  on  aura  f  ;  on  aura  donc 

(f  —  2,     r*"  =  i5; 

de  soi}*'  que  la  transformée 

i5)-v,2-i  4jT,j'  —  5>-t: 

aura  les  conditions  requises. 
7°  Qu'on  prenne 

o  5 

doue  /nvl  =  '3  et 

?VI=-8,     r""  =  3; 

ensuite  on  supposera 

?*"  =    -8  + 3m*",     rv„I:_79  — gv"2; 

et  prenant  mvlI==  3,  on  aura 

',v"  /■  ^ 

fl'"  =  I<    ?        rVI"  m  20  >•  2flv"  ; 

2 

ce  qui  donnera  la  transformée 

qui  est  semblable  à  la  proposée. 
8°  On  fera  donc  encore 

-  i/7Q  -1-8  i/TQ  H-  8 

mv  ■ ,  <-  v^. ,      mv"  >  -^ i  ; 

c'est-à-dire  myu  =  ">,  et  par  conséquent 

,jV  II  _  .,  \   |   |   |     ___     .   .      . 

valeurs  qui  sont  les  mêmes  que  celles  de  q  et  r" \  de  sorte  que  les  mêmes 
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transformées  qu'on  a  déjà  trouvées  reviendraient  si  l'on  continuait   le 
calcul. 

Reprenons  maintenant  les  mêmes  valeurs  de  /■'  et  r  du  1",  page  7  ."><>, 
mais  au  lieu  de  supposer  q  =  i ,  qu'on  fasse  q  =  -    i  ;  donc 

q>=   _,+  3,»',     r"="^-q-; 

or,  comme  on  ne  saurait  déterminer  ?/i  en  sorte  que  q  devienne  <i~ •> 

il  faudra  passer  immédiatement  à  une  autre  transformée. 
2"  On  fera  donc 

m>         ^7,)        !  m'         VTM-^-t 

"«    \  5 '       "'    S>  ô —  '  > 

donc  m  =  3  et 

ensuite  on  supposera 

q"  =  8~5m",     r'"=  ^^LZL? 

et  il  est  clair  que  prenant  m"=  2,  q'  ne  sera  pas  '.        :  ainsi  l'on  aura 

q"  =-■>.,     r"=i5; 
de  sorte  qu'il  en  résultera  la  transformée 

i5j"'—  îr'i         5j 

qui  a,  comme  on  voit,  les  conditions  requises. 
3°  On  fera 

m"         ^29        S         m'  ^7"    '    S         . 

c'est-à-dire  m"—  3,  d'où 

q  7,     '        6; 

ensuite  on  supposera 

u  :        6/71  r"         "'    g  '      : 

III. 
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et  l'on  prendra  m'"  =  i  pour  avoir 

</'"=-],     r"  =  i3, 

ce  qui  donnera  la  transformée 

qui  a  les  conditions  requises. 

4°  Soit  _ 

donc  m"  =  2  et 

g'"— 5,     rIV  =  9; 

ensuite  on  supposera 

g"  =  5  — 9m",     rv—  ± — — î---, 

et  l'on  pourra  prendre  /w,v  —  1,  ce  qui  donnera 

/  ^  '"v 
niais  alors  on  aura 

de  sorte  que  ces  valeurs  ne  sont  pas  convenables. 

5°  Soit  donc 

v/70  +  5  ^    i/79  +  5 

9  9 

donc  7«IV=  1  et 

g"  =  —  4,      /•ï=7î 

ensuite  on  fera 

79  —  </v  ' 
çv  —  —  4  -1-  7  mv,     rVI  = 

et  l'on  pourra  prendre  my=i,  ce  qui  donnera 

qy  -----  3  <  — ,      rxi  =  1  o  >  zqy ; 
J  2 

de  sorte  qu'on  aura  cette  transformée 
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6°  Soit 

v \/79  -•-  4  »  ^  V  79  +  4 

ni   <z ?  m    ~> —  i  ; 

7  7 

donc  ///"  =  i  et 

(jw  —  3,  rVI  =  ioj 


qu'on  fasse  ensuite 


g"=  3—  ioi»",     rvn==2â — ? — , 


et,  comme  on  ne  peut  pas  prendre  /wVI  en  sorte  que  qvl  devienne  non 
>  —  i  on  passera  d'abord  a  la  transformée  suivante. 

7°  Soit  donc 

.  Jnq  -+-  3  Jnq  +  3 

[O  10 

donc  my'  =  i  et 


79-«v"2 


qu'on  fasse  ensuite 

yv"  =  —  7  +  3mv",      r1"1  = 

et  prenant  rav"  =  2  on  aura 

a""  =  —  1  <. ?      rT,"  =  20 ">  aqr"  ; 

7  2 

donc  on  aura  la  transformée 

3  )-""2—   2  ,    >'"j'"  _   2(i>'v"', 

qui  est  analogue  à  la  proposée. 
<S"  Soit  encore 

donc  tftv"        3  el 

g*"  =  8,     r""       5, 

valeurs  qui  sont  les  mêmes  que  celles  de  7  el  /    du  a0,  page  753;  ainsi 
l'opération  sera  terminée. 
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On  voit  donc  que  la  formule  3 y2  ±  iyy'  —  2&y'2  n'a  pu  fournir  que 
ces  transformées 

7j"2_6ir"/f'—  io)'"'-,   6rv,2  + 2  jv\rv— i3)  v-,   i5jVlM-4j-v'rv  —  5yvl, 
i5)-"-—  fyr"y'"—  5y'"\     6jIV3—  2j,T7"/—  1 3 >  '"%     7„rv,2  +  6rv\rv—  iojtî; 

d'où  et  de  ce  qui  a  déjà  été  trouvé  ci-dessus,  je  conclus  que  les  douze 
formules  que  nous  avons  données  pour  les  diviseurs  des  nombres  de  la 
forme  t2  —  79  ir  peuvent  se  réduire  à  ces  quatre-ci 

y*2 — 79z">     l\)zl  —  T2>     ^y'2—  ?-}'z —  26.Z2,     2.6z2rp2}'z  —  3r2, 

lesquelles  doivent  être  regardées  comme  essentiellement  différentes  l'une 
de  l'autre,  en  sorte  qu'elles  n'admettent  plus  aucune  réduction. 

28.  D'après  ces  principes  on  pourra  construire  deux  Tables  pour  les 
formes  des  diviseurs  impairs  des  nombres  i1  -+-  au2  et  t2  —  au2  en  suppo- 
sant successivement  a  =  1,  2,  3, — 

Voici  ces  Tables  poussées  jusqu'à  a  =  3i;  il  serait  bon  de  les  conti- 
nuer au  moins  jusqu'à  100;  mais  nous  nous  contentons  ici  de  mettre  sur 
la  voie  ceux  qui  voudront  dans  la  suite  se  charger  de  ce  travail. 

On  remarquera,  à  l'égard  de  la  seconde  Table,  que  les  signes  ambigus 
±  qu'on  y  trouve  dénotent  que  les  valeurs  de  p  et  de  r  qui  en  sont  affec- 
tées peuvent  être  prises  également  avec  les  signes  supérieurs  ou  avec  les 
inférieurs;  ainsi,  puisque  à«  =  2  répond  p  =  ±it  q  =  o,  r=  ±2,  il 
s'ensuit  que  tout  diviseur  impair  de  t2 —  au2  sera  en  même  temps  de  la 
forme  y2—  2s2  et  2z2  —y2,  et  ainsi  des  autres;  de  sorte  que,  dans  ce 
cas,  on  sera  libre  de  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les  inférieurs. 

On  doit  remarquer  encore  que  l'on  a  omis,  pour  plus  de  simplicité, 
toutes  les  valeurs  de  a  qui  seraient  égales  à  des  carrés  ou  divisibles  par 
des  carrés;  c'est  pourquoi  dans  la  colonne  des  valeurs  de  a  on  ne  trouve 
ni  le  nombre  f\,  ni  le  nombre  8,  ni,  etc.;  en  effet  il  est  visible  que  la  for- 
mule /2  +  4"2  est  comprise  sous  celle-ci  t2  -h  ir  où  a=i.  On  voit  de 
même  que  la  formule  t2  -h  Su2  est  réductible  à  celle-ci  t2  -h  21C-  où  a  —  2, 
et  ainsi  des  autres. 
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TABLE  I. 

Formule  des  nombres  proposés t-  ■+-  nu2, 

Formule  de  leurs  diviseurs  impairs. . .     pj  "  ±  iqyz  ■+■  rz*,     où    pr —  </s  =  a. 


VALEURS   DE 

VALEURS   CORRESPONDANTES 

DE 

rt 

/> 

7 

r 

I 

o 

i 

2 

o 

'2 

3 

o 

3 

5 

I,    2 

O,     I 

5,  3 

6 

1,     2 

O,    0 

6,  3 

7 

o 

7 

,0 

0,   o 

io,  5 

1 1 

«.  3 

0,    1 

ii,  4 

i3 

I,     '2 

0,    I 

i3,  7 

M 

1,    2.     3 

o,  o,    i 

M,  7-    '» 

i5 

i,   3 

0,    0 

i5,  5 

'7 

1,     2.     3 

o.     I,     1 

':•  '.)•  6 

Ml 

'.  i 

0,     l 

19.  5 

!  1 

1.      3,     7.      ") 

>>,  o,   i,  a 

ai,  7 .   11.  5 

1,    2 

O,    0 

22,   11 

i.   3 

o.     1 

23,  8 

iG 

i.  a,  3,  5 

o,  o,  i ,  a 

'•i.    i3,  9.  G 

*9 

i,  a,    ;    S 

O,     I,     1.     1 

7<).     l").     111.    6 

;,. 

i,  a,  3,    » 

«1.      H,      O,      1) 

3o,    1").    10.  (i 

ii 

t'-   7 
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TABLE  IL 

Formule  des  nombres  proposés e2  —  rnf. 

Formule  de  leurs  diviseurs  impairs. . .     py2±  %qyz  —  rz\     où    pi- ■+■  </2  =  a. 


VALEURS  DE 

VALEURS  CORRESPONDANTES  DE 

a 

P 

9 

r 

■ 

, 

O 

I 

2 

±  I 

o 

±  2 

3 

',  —  I 

o 

3,-3 

5 

±  I 

o 

±5 

6 

I,  —  I 

O 

6,  -  6 

7 

1,  —  I 

0 

7,-7 

10 

±  I,  ±  2 

o 

±jo,  ±5 

1 1 

I,  —I 

o 

ii,  —ii 

i3 

±  i 

O 

±  i3 

M 

',  —1 

o 

14,  -M 

i5 

i,  —  i,  3,  —  3 

O 

i5,  —  i5,  5.  - 

-5 

17 

±  i 

O 

±17 

'9 

i,  —i 

0 

•9,  -  «9 

2  1 

i)  —  i 

o 

21,  —  21 

22 

i,  —  i 

o 

22,  —  22 

23 

i,  —  i 

o 

23,  —  23 

26 

±  I,  ±  2 

0 

±26,  ±  i3 

*9 

±  I 

0 

±  29 

3o 

I,  —  I,  2,  —  2 

o 

3o,  —  3o.  i5. 

-i5 

3i 

I.  —  I 

o 

3i,  —  3i 
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SECONDE  PARTIE. 

J'ai  donné,  dans  les  Recherches  précédentes,  des  méthodes  directes  et 
générales  pour  trouver  toutes  les  formes  don!  sont  susceptibles  les  divi- 
seurs premiers  des  nombres  de  la  l'orme 

PAzair, 

a  étant  un  nombre  entier  donné,  et  /,  u  des  nombres  quelconques  entiers 
et  premiers  entre  eux;  et  j'ai  prouvé  que  ces  diviseurs  sont  toujours  ré- 
ductibles à  la  forme 

j,r-  ±  iqyz  ±  rz*, 

dans  laquelle  y  et  ;  sont  des  nombres  entiers  indéterminés,  et  où  />,  g,  r 
sont  des  nombres  entiers  dépendants  du  nombre  a ,  en  sorte  qu'ils  ne 
peuvent  avoir  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  différentes,  lesquelles  sont 
faciles  a  trouver  par  les  règles  que  j'ai  données  pour  cet  objet,  et  «pie  j'ai 
déjà  appliquées  à  toutes  les  valeurs  non  carrées  de  a  depuis  i  jusqu'il  \\ . 
Je  me  propose  maintenant  de  donner  les  moyens  de  ramener  la  même 

formule 

l>)  '■  i  iqyz   !   r-' 

à  cette  autre  beaucoup  plus  simple 

[an      b, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  h  un  nombre  donne  dépendant 
des  nombres p,  q,  r\  je  donnerai  ensuite  des  Tables  pour  toutes  les  va- 
leurs de  h  répondantes  aux  valeurs  non  carrées  de  a  depuis  i  jusqu'à  3o, 
et  je  montrerai  l'usage  de  ces  Tables  pour  trouver  facilement  tous  les 
diviseurs  d'un  nombre  quelconque  proposé;  je  traiterai  enfin  des  nom- 
lires  premiers  de  la  forme  \an  l>  qui  sont  eu  même  temps  de  la  forme 
//  n/1;  j'établirai  les  principes  généraux  de  la  théorie  de  ces  nombres, 
ei  j'en  déduirai  un  grand  nombre  de  Théorèmes,  dont  quelques-uns  sont 
déjà  connus,  mais  dont  la  plupart  sont  entièrement  nouveaux. 
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Au  reste,  comme  ce  Mémoire  n'est,  à  proprement  parler,  qu'une  suite 
de  celui  qui  est  imprimé  dans  le  volume  de  177^,  j'y  conserverai,  pour 
la  commodité  des  citations,  l'ordre  des  numéros  et  des  Propositions. 

DE  LA  MANIÈRE  DE  RAMENER  LES  DIVISEURS  DES  NOMBRES  DE  LA  FORME  ir±aC- 

A  LA  FORME  4  an  -+-  b. 

Comme  nous  avons  déjà  démontré  que  les  diviseurs  des  nombres  de  la 

forme 

u-  dt  a  l- 

sont  nécessairement  de  la  forme 

P),2~  zq  rz±rz\ 
il  est  clair  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  ramener  celte  formule  à  celle-ci 

4  an  -t-  /•>  ; 
c'est  à  quoi  sont  destinés  les  deux  Problèmes  suivants. 

Problème  V. 

29.   Etant  donnée  l' expression 

py*±rz*, 

où  p  et  r  sont  des  nombres  entiers  donnés,  et  y,  z  des  nombres  entiers  in- 
déterminés, on  propose  de  la  réduire  à  la  forme 

4  an  -+-  h, 

a  étant  égal  à  pr,  b  étant  un  nombre  positif  ou  négatif,  égal  ou  moindre 
que  2a ,  et  n  un  nombre  entier  indéterminé . 

Il  est  clair  que,  quels  que  soient  les  nombres  v  et  z,  on  peut  toujours 
les  représenter  par  les  formules  imr±(j  et  imp  ±  tz,  m,  m',  p  et  w 
étant  des  nombres  entiers  indétermines;  il  est  visible  de  plus  qu'on 
pourra  toujours  prendre  les  nombres  m,  m'  avec  les  signes  des  nombres  p 
et  w,  en  sorte  que  ces  derniers  soient  l'un,  savoir  p,  moindre  ou  au 
moins  non  plus  grand  que  r,  et  l'autre,  savoir  zs,  non  plus  grand  que  p. 

Qu'on  substitue  donc  ces  valeurs  dans  l'expression  p  v2  ±  rz2,  elle 
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deviendra,  à  cause  de  pr  =  a, 

^a\m2r±  mp  ±  [m"p  ±  m' m)]  -+-  pp2  ±  rm*', 
d'où  l'on  voit  que  la  réduction  proposée  aura  lieu  en  faisan l 

l>  =  pp2  ±  rtrs\ 

et  prenant  successivement  pour  rs  tous  les  nombres  entiers  jusqu'à  p,  et 
pour  p  tous  les  nombres  entiers  jusqu'à  /•;  et  il  est  clair  que  les  valeurs 
de  b  qu'on  trouvera  de  cette  manière  pourront  être  augmentées  ou  dimi- 
nuées de  tels  multiples  de  l\a  qu'on  voudra;  moyennant  quoi  on  pourra 
toujours  réduire  ces  valeurs  à  être  au-dessous,  ou  au  moins  à  n'être  pas 
plus  grandes  que  ia\  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  diviser  d'abord  b  par  l\a, 
et  si  le  reste  est  égal  ou  moindre  que  2a,  on  le  prendra  pour  la  vraie  va- 
leur de  b;  mais  si  ce  reste  est  plus  grand  que  ia,  on  en  retranchera  l\a, 
et  l'on  aura  un  reste  qui  sera  nécessairement  moindre  que  2a,  et  qu'on 
prendra  à  la  place  de  b. 

30.  Corollaire.  —  Il  est  clair  que  si  l'on  change  en  même  temps  les 
signes  des  nombres  p  et  r,  la  valeur  b  devra  aussi  changer  de  signe;  par 
conséquent,  si  \an  -h  b  est  la  forme  des  nombres  py-  —  rz2,  on  aura 
sur-le-champ  l\an—b  pour  celle  des  nombres  rz2  —  py2,  les  valeurs 
de  b  étant  les  mêmes. 

31.  Remarqi  e.  —  Si  l'on  ne  veut  considérer  que  les  nombres  impairs 
qui  peuvenl  être  représentés  parla  formule  py2  ±  rz2,  lorsque  p  et  rne 

sont  pas  pairs  à  la  fois,  il  faudra  dans  ce  cas  rejeter  toutes  les  valeurs 
paires  de  A,  et  ne  prendre  par  conséquent  à  la  l'ois  pour  v,  et  a  que  des 
nombres  qui  rendent  l'une  des  quantités  pp2,  ris2,  paire  et  l'autre  im- 
paire. 

Si  l'on  voulait  de  plus  ne  considérer  «pie  les  nombres  qui  seraient  pre- 
miers 1  a  ■=  pr,  il  faudrait  encore  rejeter  .toutes  les  valeurs  de  b  qui  ne 
seraient  pas  premières  à  p  ou  à  /•;  et  il  est  visible  qu'il  ne  faudrait  pren- 
dre alors  pour  ^  que  des  nombres  moindres  que  />  et  premiers  a  /;.  ci 
pour  -,  que  nombres  moindres  que  ret  premiers  a  r. 

III.  «,(. 
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Problème  VI. 

■\'l.    Etant  donnée  l'expression 

py2  -+-  iqyz  ±  rz2, 

où  p,  q,  r  sont  des  nombres  entiers  donnés  dont  le  premier  ou  le  dernier- 
est  supposé  impair,  et  y,  z  des  nombres  entiers  indéterminés  ;  on  propose 

de  la  ramener  à  la  forme 

4««  +  b, 

en  supposant  a=przpq2,  b  un  nombre  entier  positif  ou  négatif  qui  ne 
soit  pas  plus  grand  que  2a,  et  n  un  nombre  entier  indéterminé. 

Supposons  d'abord  que/;  soit  un  nombre  impair,  et  taisant  l'expression 
proposée  égale  à  X,  en  sorte  que  l'on  ait 

py2  -4-  iqyz  ±  rz1  =  X, 

qu'on  multiplie  cette  équation  par/;,  elle  deviendra 

pX  =  [py  -+-  qz)'2  ±  az2, 

à  cause  de  a  =pr-pq3  (hypothèse),  ou  bien  en  faisant  py  -h  qz  =  v ', 

pX  =  j'2±  az2. 

Maintenant  supposons,  en  général,  que  la  plus  grande  commune  me- 
sure de  a  et  p  soit//c2,  p'  étant  un  nombre  non  carré  ni  divisible  par  au- 
cun carré;  et  faisant 

p  =  P  p'c-,    a  =  r'p'c2, 

il  est  clair  que  P  et  r  seront  premiers  entre  eux,  et  que  l'équation 

a=przpq2, 

devenant 

r'p'c2—  P  r  p'c2^zq2, 

ne  pourra  subsister  en  nombres  entiers  à  moins  que  q  ne  soit  divisible 

par  p'c;  ainsi  l'on  aura 

q  =  q'p'c, 
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et  divisant  toute  l'équation  parjo'c2,  il  viendra 

r'  —  Vrzrq'2]/, 

où  je  remarque  que  P  sera  nécessairement  premier  à  //;  car  si  ces  deux 
nombres  avaient  une  commune  mesure  autre  que  l'unité,  il  faudrait  que 
le  nombre  r'  lût  aussi  divisible  par  cette  commune  mesure;  ainsi  P  et  r' 
ne  seraient  plus  premiers  entre  eux  contre  l'hypothèse.  Donc  P  sera  en 
même  temps  premier  à  p'  et  à  r' ,  et  par  conséquent  aussi  à  p'r'. 

Gela  pose,  puisque  p-ei  q  sont  divisibles  à  la  l'ois  par //r,  il  est  clair 
que  v'  le  sera  aussi,  de  sorte  qu'on  aura 

y  '  —  p'cx, 

et  l'équation 

pX=y'I±:az1, 

étant  toute  divisée  par//<r,  deviendra 

l'\       ji'.i  ■       r'z1. 

Or  faisant  p'r'=a',  ou  pourra  réduire,  par  le  Problème  précèdent, 
l'expression  //.*•-  r'z*  à  la  forme  '\à n  -h  h',  où  n  sera  un  nombre  en- 
tier indéterminé,  et  b'  aura  des  valeurs  connues.  Qu'on  mette  Y  à  la  place 
de  n,  et  l'on  aura  l'équation 

laquelle  devra  avoir  lieu  en  prenant  pour  \  et  Y  des  nombres  entiers,  et 
qu'on  pourra,  par  conséquent,  résoudre  par  les  méthodes  connues.  Voyez 
l<      Mémoires  de  celle  Académie  pour  l'année  i  7(><S  (*). 

Or.  comme  on  suppose  que  />  est  impair,  il  est  clair  que  P,  qui  est  un 
facteur  de  p,  sera  aussi  impair;  par  conséquent  Pet  \a'  seront  premiers 
entre  eux,  puisqu'on  a  déjà  prouvé  que  l'est  premier  ;i  a'  =  p'r';  ainsi 
l'équation  proposée  sera  toujours  résoluble,  quelques  valeurs  qu'on 
donne  ;i  // . 

Qu'on  divise   \a'  par  I*.  puis  P  par  le  premier  reste,  puis  le  premier 

Of.iirrrs    ili     Lagra/tgr,    I      II      |'     li'i'i 

,,,, 
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reste  par  le  second  reste  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  la  division  se 
fasse  exactement,  et  nommant  /,  /',  /",  /"', ...  les  quotients  provenant  de 
ces  divisions,  on  en  formera  les  fractions  convergentes 


/ 

/' 

l" ... 

IM 

I 

—  5 

o 

/ 

—  5 

I 

ll'-hl 

l'l"+i 

L 

L' 

Â7' 

L'/M-f-  L 
A'/W  +  À* 

dont  la  dernière  sera  la  fraction  même  -t—i  et  l'avant-dernière,  que  nous 

désignerons  par  ^,  sera  telle  que  aV  —  l\fia'  =  ±  i,  le  signe  supérieur 

étant  pour  le  cas  où  le  quantième  de  la  fraction  ^  est  impair,  et  l'infé- 
rieur  pour  celui  où  ce  quantième  est  pair. 
Cela  fait,  on  aura,  en  général, 

X  =  ^a'n'  ±  y.  b' , 

ri  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Telle  sera  donc  la  forme  de  l'expression  proposée  X;  d'où  l'on  voit 
que  le  Problème  serait  résolu  si  a'  était  égal  à  a;  ce  qui  a  lieu  lorsque 
c  =  i,  c'est-à-dire  lorsque  la  plus  grande  commune  mesure  entre/)  et  « 
n'est  divisible  par  aucun  carré.  Dans  ce  cas  il  n'y  aura  donc  qu'à  prendre 
b  =  ±  c/.b' ,  en  ajoutant  ou  retranchant  de  cette  valeur,  s'il  est  nécessaire, 
un  multiple  de  l\a  tel,  que  la  valeur  résultante  de  b  ne  surpasse  pas  ia, 
comme  on  l'a  dit  dans  le  Problème  précédent. 

Mais,  si  c  n'est  pas  égal  à  i,  alors,  pour  réduire  la  valeur  de  X  à  la 

forme 

4«/i  -4-  b     ou     [\a' cln  -+-  b 

{a  étant  égal  à  a'c2),  on  remarquera  que,  quel  que  soit  le  nombre  en- 
tier ri,  on  pourra  toujours  le  représenter  par  c2n  -+-  y,  en  prenant  y<c-; 
ainsi,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  X,  on  aura 

X  =  4««  ±  <xb'  -+-  ^a'y. 

C'est  pourquoi  il  n'y  aura  qu'à  prendre 

6  =  ±  ocb'  -t-  ^a'y, 

en  donnant  successivement  à  y  les  valeurs  o,  i,  2,...  jusqu'à  c2  —  1. 
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Si  les  nombres  p  et  a  sont  premiers  entre  eux,  la  solution  sera  plus 
simple,  car  on  aura  non-seulement  c  =  i ,  mais  aussi  p'=i,  et  de  là 
r'=  a. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que/?  était  impair;  mais  si  p  était  pair 
et  r  impair,  il  n'y  aurait  alors  qu'à  prendre  la  valeur  de  r  à  la  place  de 
celle  de  p,  et  si  dans  la  formule 

Pf*  -+-  zqyz  ±  rz- 

le  signe  supérieur  a  lieu,  il  n'y  aura  aucun  changement  à  faire  aux  va- 
leurs de  b  trouvées  d'après  cette  valeur;  mais  si  c'est  le  signe  inférieur 
qui  a  lieu,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  les  valeurs  de  b  avec  des  signes  con- 
traires; ce  qui  est  évident  par  la  nature  même  de  la  formule  dont  il  s'agit. 
A  l'égard  du  cas  où  p  et  r  seraient  pairs  à  la  fois,  nous  pouvons  en 
faire  abstraction,  puisque  dans  ce  cas  l'expression 

py2  -+-  ?.</ yz  ±  rz- 

ne  donnerait  que  des  nombres  pairs. 

33.  Par  l'application  des  méthodes  précédentes  on  pourra  donc  con- 
struire deux  nouvelles  Tables  correspondantes  à  celles  du  n"28,  et  qui 
donnent  pour  chaque  valeur  de  a  et  de  p  les  valeurs  convenables  de  b, 
en  sorte  qu'étant  proposé  un  nombre  de  la  forme  /-'  +  air  ou  t"1  —  au2, 
on  ait  sur-le-champ  toutes  les  formes  particulières  de  l'espèce  !\an  -+-  b 
dont  les  diviseurs  de  ce  nombre  sont  susceptibles. 

La  Table  III,  qui  suit,  répond,  comme  on  voit,  à  la  Table  I,  et  la 
Table  IV  à  la  fable  II;  on  y  a  omis,  pour  plus  de  simplicité,  les  valeurs 
paires  de  b,  ainsi  que  (elles  qui  ne  seraient  pas  premières  ;i  \a\  de  sorte 
que  ces  Tables  ne  donnent  que  les  formules  des  diviseurs  impairs  et  pre- 
miers à  a.  Lorsque  deux  valeurs  différentes  de  p  mil  donné  les  mêmes 
valeurs  de  b,  on  a  réuni  ces  valeurs  de  p  dans  une  même  case. 
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TABLE  III. 

Formule  des  nombres  proposés /'  +  au1. 

Formule  de  leurs  diviseurs  impairs,  et  premiers  à  a. .     py7  =fc  iqyz  -+■  rz2  -  -  4  an  —  h. 


VALEURS  1>E 
Cl 

1 
2 
3 

5 

6 


i4 
i5 

'7 
'9 


23 

26 

->9 

3o 


VALEURS    COUBESl'ONDANTES    DE 


3 
I.  4 


2, 


1,  3 

i,—5 

i,  9 

3,  7 

1.  7 

5,  11 

1,  9,  1 1,  —  3.  —  5,  —  i3 

1.  9.  ",  '9 

7,  i3,  —  3,  —  17 

1,  3,  5,  9,  i5,  —7,  —  r3,  —17,  — 19.  — 11 

1,  9,  17,  25,  -  3,  —  a3 

7,  11,  i5,  19,  —  5,  —  21 

1,  9,  i5,  23,  25,  —  17 

3,  5,  i3,  19,  27.  —  1 1 

1,  '9,  —il,  —  '^9 

17.  23,  —  7,  —  i3 

1,  9,  i3,  21,  25,  33,  —  i5,  —19 

3,  7,  11,  23,  27,  3i,  —5,  — 29 

I,  5,  7,  9,  11,  17,  23,  25,  35,  — 3.  — i3. 
—  27,  —  29,  —  3i,  —  33.  —  37 

1,'  25,  37 

II,  23,  -  i3 

19,  3i,  —  29 
5 ,  17,  4  ' 

1.  g,  i5,  23.  25,  3i,  —7,  — 17.  — 39,  —  41 
i3,  19,  ai,  29,  35,  43,  — 3,  — 5.  —27,  —37 
1,  3,  9,  i3,  25,  27.  29.  3i.  35,  39.  41.  —5,  —7. 
— 15,  —17,  —19,  —21.  —33.  —37,  —43,  —45 
1,  3,  9.  17,  25,  27,  35.  43,  Î9,  5i,  —23.  —29 
5,  7,  i5,  21,  3i,  37,  45,  47-  —ii,  -19,  -'3®.  -4" 
1,  5,  9,  i3,  25,  33,  45,  49.  53.  57.  —7.   a3,  -  35. 
3,  11,  i5,  19,  27.  3i.  39.  13.  47.  55,  —  17.  —21,  —37. 

I,  3i,  49,  —4.1 
17,  23.  47,  —  7 
i3.  37,  43,  -  53 

II,  29,  59,  -  19 


1 5 .  —  21, 


5l 

4' 
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TABLE  IV. 

Formule  des  nombres  proposés f*—  air. 

Formule  de  leurs  diviseurs  impairs,  et  premiers  [\  a. .     pjr2  ±  %qj  :  -  /  :-2  =   j  an  ■+-  b. 


VALEURS  DE 

a 


I  I 

i3 

i4 

i5 

<7 

"J 


a6 
lo 


VALEURS    CORRESPONDANTES    DE 


±  I 

±  I 

I 

—  I 

±i,  ±9 

i,—5 
-i,5 

i,  g,  -3 

-i,  -9,  3 
±i,  ±9 
±3,  ±i3 

'.  5,  g,  —  7,  —19 

—  1,   -  5,  -  9,  7,   19 

±1,  ±3,  ±9,  ±17,  ±23,  ±a5 
1 .  9,   11,  25,   —  5,   —  i3 

—  i,—9,    -  n,  —  25,  5,   1  $ 
1 ,    -  1 1 

—  1.    11 

7,   -  '7 
-7,    '7> 

±1,  ±9,  ±  ij,  ±  1 5,    t  19.  ±21.        ri.     •    il 
1     ">.  9.   17.  25.   -  3,   -  1  ).        27,        3i 

—  1,  -5,   -  9.        17.  —  a5,  3,   i5,  27,  3i 
1 .  2.5,  37,  —  5,-17.         ï  ' 

—  I,   —  25,   —  37,   '">.    17.  jl 

1.    i.  9,  2).  27.        7.        i3,        n,        ••!         3g 
-ï,  —3,  —  9,   -  25,        17,  7-   '  !     "•  29,  3g 

1,9,   1  1.  a5,  29,   ii.  —7,   —n,  -  1  >         '<)■        i  i 

1,   -  y.  —  i3,  -  <".         ig,        ii.  7,   11.   i").   ig,   ,l 

1.    ±9,   ±  17,    ±  23,    ±25,    ±    \\) 
±5,  ±  11,  ±  iy,  ±  21,  ±  37,        [5 
±  1,   ±  ).        7         9,  ±  i3,   ±a3  s5  •  ■       b  35, 

[g  )]  i3 

l,    ig,    i!l-         2g 

1.    -  >g,       i'.i    "i 

'7-  —  7i   -  ''•■         »7 

-  17-  7-   '  '•    '7 
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34.  On  voit,  par  les  deux  Tables  précédentes,  que  les  valeurs  de  b  ne 
renferment  pas  tous  les  nombres  moindres  que  ia  et  premiers  à  2a,  mais 
seulement  une  partie  d'entre  eux;  de  sorte  qu'il  y  en  a  toujours  une 
partie  d'exclue. 

Ces  nombres  exclus,  c'est-à-dire  qui  ne  se  trouvent  point  parmi  les 
valeurs  de  b,  donneront  donc  les  formes  .des  nombres  qui  ne  peuvent 
jamais  être  diviseurs  de  t'-±au2,  et  que  nous  appellerons  simplement 
non-diviseurs . 

Ainsi  l'on  pourra  construire  encore  deux  autres  Tables  qui  donneront 
les  formes  des  non-diviseurs  de  t2  ±  au?  pour  chaque  valeur  de  a,  en 
prenant  pour  b  tous  les  nombres  positifs  ou  négatifs  moindres  que  2a, 
et  premiers  à  ia,  lesquels  ne  se  trouveront  pas  parmi  les  valeurs  de  b 
contenues  dans  les  deux  Tables  précédentes  :  c'est  d'après  ce  principe 
qu'on  a  formé  les  Tables  V  et  VI  qui  suivent. 
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TABLE   V. 

Formule  des  nombres  proposés /2  -t-  au2. 

Formule  des  non-diviseurs ^an  -+■  b. 


i3 

'i 
i5 

■7 
M) 


2l 

26 
lo 


VALEURS 

DE 

VALEURS  CORRESPONDANTES  DE 

a 

/, 

i 

—  I 

2 

—  I. 

-  3 

3 

5. 

—  ! 

5 

—  I, 

-3,-7,-9 

6 

—  I, 

-  5,  -  7.  —  ii 

7 

3, 

5,  i3.  —  i.  -9.  —  n 

10 

3, 

17,  — j,  —7,  —9,  —11.  — i3,  —19 

1 1 

7< 

i3,  17,  19,  ui,  — 1,  —  3,  —  5,  —  9,  — 

i5 

3,«  5,    21.    23,    — 1.    —7.     — 9.     —11,     —  i5. 

—  19,     —  25 

11.    17.    —  1 .    —  3,    —  5.    —  9.    —  i3.    —  i5.    —  19. 

—  25,    —  27 
7,   11,   i3,  29,  —  1,   -  17,   -  19,  -  23 
5,  i5,  19,  29,  —  1.  —  i,   -7,  —9.  —  11. 

—  23,  — 2.5,  —27,  —  3i,  —33 
3,    i3,    1  ">.  21,  27.   29,  3i,   33.   37.   —1.    —5 

—  1 1,  —  17,   —  23,   —  2.5,   —  35 
fi.  29.   —  1 ,   —5,  —  1 1.   —  17.        19.    —  2  i. 

—  37,  —  4> 

i.    5,     7.     17.     27.     37.    39.      ji.      -1,    —  g, 

—  19,    —21.   — 23.    — 2").         29.   —  3i. 

-,  11,    i5,  17.   19.  21.  33,   37,    i  î.    j">.   —1 
— 1  i.   —  25,        27,        29.   —  3i.   — 
11.    19.    2!     29,    il.    ji.   —1.   -     >  5,  —  7, 

—  17.   -vi.    —2.5.   —27.   —  3i.   -    15 

—  45,       i:-       i'.i 

7.    17.    21,    23,     >">.    17.    jl.   5l,   —I.    —  t. 

—  I  i.        1  ">.   —  19.   —  2").        27,  il . 

—  43,  -  i  "..        i;.  -  [g,        ">'■  ">'>.    - 
7.    19.    ji.    "1  >.    —  1 .    —  1 1.    —  i3  17, 

ii.         i;.    -    ,  ;          (j  5g 


2.3. 


-  ï3, 

—  21. 

•  —  7, 

-  9- 

-  2.5. 

3,, 

-  i3. 

-i5, 

-43 

i 

-  9- 

Ht- 

[i 

-9- 

-  i5. 

37. 

[3 

■  -9- 

1 1 . 

33, 

39, 

-  r 

23, 

".!• 

III 
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TABLE  VI. 

Formule  des  nombres  proposés t2  —  au1. 

Formule  des  non-diviseurs \(in  -+-  ù, 


VALEURS  DE 

VALEURS  CORRESPONDANTES  DE 

a 

b 

i 

2 

±  3 

3 

±5 

5 

±3,  ±7 

(5 

±7,  ±11 

7 

±  5,  ±11,  ±i3   ' 

10 

±7,  ±ir,  ±17,  ±  19 

1 1 

±  3,  ±i3,  ±i5,  ±17,  ±21 

i3 

±5,  ±7,  ±ii,  ±i5,  ±19,  ±21 

■4 

±3,  ±i5,  ±17,  ±19,  ±23,  ±27 

i5 

±i3,  ±19,  ±23,  ±29 

'7 

±3,  ±5,  ±11,  ±23,  ±27,  ±29,  ±3i 

'9 

±7,  ±11,  ±i3,  ±21,  ±23,  ±29,  ±33,  ±35,  ±37 

21 

±11,  ±  i3,  ±19,  ±23,  ±29,  ±  3i 

22 

±5,  ±i5,  ±17,  ±19,  ±23,  ±3i.  ±35,  ±37, 
±41,  ±43 

23 

±3,  ±5,  ±17,  ±ai,  ±27,  ±3i,  ±33,  ±35,  ±37 
±  3g,  ±  45 

26 

±3,  ±7,  ±i5,  ±27,  ±29.  ±3i.  ±33,  ±35,  ±41, 
±43,  ±47,  ±5i 

29 

±3,  ±n,  ±i5,  ±17,  ±19,  ±21,  ±27,  ±3i,  ±37, 
±  39,  ±41,  ±43,  ±47,  ±  55 

3o 

±11,  ±23,  ±  3i,  ±41,  ±43,  ±47,  ±53,  ±  59 
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USAGE  DES  TABLES  PRÉCÉDENTES  DANS  LA  RECHERCHE  DES  DIVISEURS 

DES  NOMBRES. 

35.  Cet  usage  se  présente  naturellement;  car  il  suffit  de  ramener  le 
nombre  proposé  dont  on  cherche  les  diviseurs  ou  un  quelconque  de  ses 
multiples  h  la  forme  t-  ±  air,  ce  qui  est  toujours  possible  de  plusieurs 
manières,  cl  si  le  nombre  a  se  trouve  dans  les  Tables  III  et  IV  on  aura 
sur-le-champ  toutes  les  valeurs  de  b  que  l'on  peut  admettre  dans  la  forme 
générale  f\an  +  b  des  diviseurs  cherchés;  en  sorte  qu'on  sera  assuré 
d'avance  qu'il  n'y  aura  que  les  nombres  qui,  étant  divisés  par  f\a,  don- 
neront pour  restes  quelques-unes  des  valeurs  de  b,  qui  pourront  être 
diviseurs  du  nombre  proposé;  et  comme  pour  trouver  les  diviseurs  d'un 
nombre  quelconque  il  suffit  d'essayer  successivement  tous  les  nombres 
premiers  moindres  que  la  racine  carrée  de  ce  nombre,  il  est  clair  qu'on 
pourra  d'abord  exclure  plusieurs  de  ces  nombres  premiers  comme  ne 
pouvant  servir  de  diviseurs,  ce  qui  épargnera  beaucoup  de  tentatives 
inutiles,  comme  on  va  le  voir  par  quelques  Exemples. 

Soit  proposé  de  trouver  les  diviseurs  du  nombre   ioooï. 

Suivant  la  méthode  ordinaire  il  faudrait  tenter  successivement  la  divi- 
sion par  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  100,  qui  est  la  racine 
carrée  la  plus  pioche  de   ioooï;  de  sorte  que  com  nie  en  lie  2  cl  IOO  il  \ 

a  vingt-quatre  nombres  premiers,  il  faudrait  faire  vingt-quatre  divisions 
particulières. 

Or 

i"  .le  remarque  que 

i  o  ooi         ioo  ''  -+-  i  ; 

de  sorte  qu'on  a  ici  a  i,  et  la  Table  III  donne  b  i;  c'est  pourquoi 
aucun  nombre  ne  pourra  être  diviseur  de  ioooï,  à  inoins  qu'il  ne  soit 
de  la  forme  \n  r,  c'est-à-dire  qu'étanl  divisé  par  \  il  donne  i  de  peste; 
ee  qui  exclut  déjà  un  grand  nombre  de  nombres  premiers  tels  que  '>,  7, 
1  1,  i<),...; 
a0  Je  remarque  ensuite  que  si  l'on  fait  le  carre  de  101  on  a  10  201, 
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dont  la  différence  avec  le  nombre  proposé  est 

200  =  2(10)% 

de  sorte  que  le  même  nombre  10  001  peut  aussi  se  représenter  par 

ioi)2—  2(ioj2; 

ainsi  l'on  aura  a  =  2,  et  la  Table  IV  donnera  b  =  1 ,  —  1;  d'où  il  s'ensuit 
que  les  diviseurs  de  10001  ne  pourront  être  que  de  l'une  ou  de  l'autre 
de  ces  deux  formes  8n  -+- 1,  Sn  —  1;  doue,  puisqu'ils  doivent  être  déjà 
de  la  forme  l\n  4-  1,  il  s'ensuit  qu'ils  ne  pourront  être  que  de  la  forme 
8«-hi;  ainsi  parmi  tous  les  nombres  premiers  moindres  que  100  il  ne 
faudra  choisir  que  ceux  qui,  étant  divisés  par  8,  donneront  l'unité  pour 
reste;  et  l'on  ne  trouvera  que  ces  cinq-ci 

17,  41,  73,  89,  97, 

qui  seront  admissibles;  de  sorte  que  l'on  n'aura  plus  que  cinq  diviseurs 
à  essayer  au  lieu  de  vingt-quatre.  On  pourrait  encore  réduire  le  nombre 
de  ces  mêmes  diviseurs  en  ramenant  d'une  autre  manière  le  même  nom- 
bre 10 001  à  la  forme  t-  ±au'2;  mais  cela  est  presque  inutile  dans  le  cas 
présent  où  le  nombre  des  diviseurs  utiles  est  déjà  si  petit;  en  effet,  on 
trouve  que  17  et  41  ne  divisent  pas  10001,  mais  que  73  le  divise,  et 
donne  pour  quotient  le  nombre  1 37  qui  est  premier  :  d'où  l'on  conclut 
d'abord  que  les  facteurs  de  10001  sont  73  et  137. 

Je  vais  chercher  de  même  les  diviseurs  du  nombre  suivant  iooo3. 

J'aurai  d'abord  la  forme 

(ioo)2-4-  3, 

qui  donne  a=  3  avec  le  signe  4-;  ensuite,  à  cause  de  (ioi)2=io2oi, 

j'aurai  aussi 

iooo3  =  (îoif  —  198  =  (101)2  —  22(3  )2; 

donc  a=  22  avec  le  signe  —  . 

La  Table  III  donne  pour  a  =  3,  b  =  i,  —  5;  de  sorte  qu'on  aura  d'a- 
bord ces  deux  formes 

12/1  +  1,     1 2 n  —  5     ou     1 2 n  -t-  7  ; 
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ensuite  la  Table  IV  donnera  pour  a  =  22, 

b  =  ±i,  ±3,  ±9,  ±25,  ±27,  ±7,  ±i3,  ±7.i,  ±29,  ±39; 

d'où  l'on  tire  les  formes  88/j  ±  i,  88«  ±.  3, — 

Or  puisqu'il  suffit  d'examiner  les  nombres  premiers  moindres  que  100, 
on  fera  d'abord  dans  t'es  dernières  formes  n  =  o  ou  =  1,  et,  rejetant  les 
nombres  qui  ne  seraient  pas  premiers,  on  ne  trouvera  que  ceux-ci 

89,  3,   79,  97,  61,  7,   i3,  67,  29,  59 

qui  soient  admissibles;  mais,  en  considérant  les  formes  12/?  + 1,  [2/1+7, 
on  voit  qu'il  faut  encore  rejeter  tous  ceux  qui,  étant  divisés  par  12,  don- 
neront des  restes  différents  de  1  ou  de  7;  ainsi  il  n'y  aura  que  ers  six 

7,    i3,  61,  67,   79,  97 

<jui  puissent  servir.  La  division  réussit  d'abord  par  7,  et  le  quotient  étant 
1429  qui  est  premier,  il  s'ensuit  que  les  diviseurs  de  [ooo3  sont  seule- 
ment 7  et  1  -\2[). 

Prenons  encore  pour  exemple  un  nombre  beaucoup  plus  grand,  comme 
1  oooo3. 

Il  est  visible  qu'on  aura  d'abord  la  forme 

1  o  1 00  '  •+■  3 , 
ou  bien  en  multipliant  par  10, 

[000     -1-  3o; 

de  sorte  qu'on  aura  a  =  3o  avec  le  signe  l  :  ensuite  je  considère  les 
canes  qui  approchent  le  plus  de  ioooo3,  je  trouve  99856  et  [00489, 
dont  les  différences  avec  ioooo3  sont  \\-      3  7  -  el  \S6      6  9  -,  de 

sorte  que  j'aurai  encore  ces  deux  autres  formes 

;ui         '.7       ei      3.7  -•-  (i  g 
dont   la  première  donne  a        3  avec   le  signe    H ,  el    la  seconde  a  Ci 

avec  le  signe  — . 

Considérons  d'abord  ces  deux  dernières  formes,  el  elles  donneront, 
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suivant  les  Tables  III  et  IV,  l'une  les  formules  ia«+  i,  12/1  —  5,  et 
l'antre  les  formules  2l\n±.\,  2f\n±  5,  d'où  l'on  voit  que  l'on  ne  peut 
admettre  que  ces  deux-ci  i[\n  4-  1,  2i\n  —  5  pour  les  diviseurs  impairs 
du  nombre  propose. 

Maintenant  la  première  forme  où  a  =  3o  donnera,  suivant  la  Table  III, 
les  formes  suivantes  : 

3i,      120/; -i- 4g,      non —  41'      120/74-17,      non -h  i3, 
7,        i2ore  +  i3,      12071  +  37,      120/7  4- 43,      120/1  —  53, 


1 20  II  4-  l , 

non 

non  -+- 4- 7 » 

1 20  » 

non  -h  1 1, 

120/1 

29,      I'joh  4-  59,      non  —  19; 

(ju'il  faudra  comparer  avec  les  précédentes  2^n  4-  1,  2^n  —  5,  pour  en 
rejeter  celles  qui  ne  s'accorderont  pas.  Pour  cela  il  n'y  aura  qu'a  diviser 
successivement  les  expressions  1 2on  +  1,1 2on  4-  3i , . . .  par  24,  et  l'on 
ne  retiendra  que  celles  qui  donneront  pour  reste  1,  ou  —  5,  ou  bien  19, 
et  comme  le  nombre  120  est  divisible  exactement  par  24,  il  suffira  de 

faire  subir  l'épreuve  aux  nombres  1,  3i,  49 De  cette  manière  on  ne 

trouvera  que  les  nombres 

'.  49>  43>   —  53; 

de  soi'te  que  les  formules  utiles  se  réduiront  à  ces  quatre-ci 

120»  4-1,     I20H  +  49»      i2o»4-43,      120/7 —  53     ou  bien     120/14-67. 

Par  conséquent,  aucun  nombre  premier  ne  pourra  être  un  diviseur  du 
nombre  ioooo3,  à  moins  qu'il  ne  soit  de  l'une  de  ces  formes,  c'est-à-dire 
qu'étant  divisé  par  120  il  ne  donne  pour  reste  1,  ou  43,  ou  49.  ou  G-j. 
De  plus,  comme  il  suffit  d'essayer  pour  diviseurs  les  nombres  premiers 
(jui  sont  moindres  que  v/ioooo3,  c'est-à-dire  moindres  que  317,  on  fera 
dans  les  quatre  formes  précédentes  n  =  o,  n  =  1  et  n  =  2,  et  l'on  ne  re- 
tiendra des  nombres  résultants  que  ceux  qui  seront  premiers,  savoir 

43,  67,   i63,  241,  283,  307: 

ainsi  il  n'y  aura  que  ces'six  diviseurs  à  essayer,  tandis  que  par  la  mé- 
thode ordinaire  il  faudrait  en  essayer  soixante-quatre.  Or  on  trouve  que 
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la  division  ne  réussit  par  aucun  de  ces  six  nombres  premiers;  d'où  l'on 
doit  conclure  sur-le-champ  que  le  nombre  ioooo3  est  premier. 

En  général,  on  voit  par  la  comparaison  des  Tables  V  et  VI  avec  les  Ta- 
bles III  et  IV,  que  le  nombre  des  formes  des  non-diviseurs  est  égal  a  celui 
des  formes  des  diviseurs;  de  sorte  que  les  formes  admissibles  ne  compo- 
sent que  la  moitié  de  toutes  les  formes  possibles;  ce  qui  doit  nécessaire- 
ment réduire  le  nombre  des  essais  à  faire  à  la  moitié;  mais  en  combinant 
ensemble  plusieurs  formes  différentes,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  les 
Exemples  précédents,  on  parviendra  encore  a  diminuer  ce  nombre  autant 
qu'il  sera  possible. 

DFS  NOMBRES  PREMIERS  DE  LA  FORME  4««  +  b,  LESQUELS  SONT  EN  MEME   TEMPS 

DE  LA   FORME  ,c±t,i\ 

36.  M.  Fermai  a  trouvé  le  premier  les  Théorèmes  suivants  : 

i°  Tous  les  nombres  premiers  de  Informe  \n  -h  i  sont  aussi  de  lu  forme 

2°  Tous  tes  nombres  premiers  de  la  forme  6n  +  i    sont  de  la  forme 

v2+3,2. 

3°  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  Hn  -+-  i    sont  de  la  forme 

i"  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  Sn  +  3  sont  aussi  de  la  forme 
y'2  -+-  2z2. 

5°    Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme   8/1  ±.  i    sont   de  la  forme 

y--  ■?.<-. 

6°  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  \n  •   3,  et  terminés 

par  les  caractères  3  OU  7,  est  toujours  de  la  forme  y'1  H     '>  --'  :  et  h  carre  de 
chacun  de  ces  nombres  en  particulier  est  aussi  de  la  menu   forme . 

Les  quatre  premiers  el  le  dernier  de  ces  Théorèmes  se  trouvent  dans 
une  Lettre  de  M.  Fermai  à  M.  Digby  insérée  dans  le  Commerctum  episto- 
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licum  de  M.  Wallis  (Wallisii  Opéra,  t.  II,  p.  8 T> 7 j  ;  le  cinquième  ne  se 
trouve,  a  la  vérité,  que  dans  les  Lettres  de  M.  Frenicle  à  .M.  Fermât,  im- 
primées dans  les  Œuvres  mathématiques  de  Fermât,  pages  168,  170;  mais 
il  paraît,  par  ces  Lettres  mêmes,  que  ce  dernier  l'avait  aussi  déjà  trouvé 
de  son  côté. 

Quant  à  la  démonstration  de  ces  Théorèmes,  M.  Fermât  ne  l'a  point 
donnée,  du  moins  on  n'en  trouve  aucune  trace  dans  les  Ouvrages  de  ce 
savant  qui  nous  sont  restés;  mais  M.  Euler  a  entrepris  d'y  suppléer,  et  a 
réussi  en  effet  à  démontrer  les  deux  premiers  Théorèmes,  et  môme  le 
troisième,  quoiqu'il  n'ait  encore  publié  que  la  démonstration  des  deux 
premiers  (voyez  les  Nouveaux  Commentaires  de  Pctersbourg,  t.V,VI,VIII). 

A  l'égard  des  autres  Théorèmes  de  M.  Fermât,  et  surtout  du  quatrième, 
M.  Eulev  avoue  qu'il  n'a  pu  parvenir  à  le  démontrer;  il  en  est  de  même 
de  quelques  autres  Théorèmes  semblahles  que  M.  Euler  a  trouvés  par  in- 
duction (voyez  t.  YI,  p.  221,  et  t.  VIII,  p.  127  des  Commentaires  cités  ;,  et 
que  voici  : 

70  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  20/i  +  1  et  ion  -+-  9  sont  de  la 
forme  y2  -+-  5z'2. 

8°  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  if\n  -+-  1  et  sl\n  -h  7  sont  de 

la  forme  y 2  -+-  6  ; 


r2 


90  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  il\n  H—  5  et  il\n  +■  1 1  sont  de 
la  forme  iy2  -+-  3  s2. 

io°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  28/1-1-1,  28/? +  9, 
28/?  -+- 11,  2S/1  -+-  i5,  28^  -h  23,  28/?  -h  2D  sont  de  la  forme  y2  +■  yz*. 

On  trouve  encore  un  plus  grand  nombre  de  pareils  Théorèmes  dans  le 
tome  XIV  des  anciens  Commentaires  de  Pêtersbourg \  mais  dont  aucun  n'a 
été  démontré  jusqu'à  présent. 

Les  principes  établis  jusqu'ici  peuvent  servir  à  démontrer  la  plupart 
de  ces  Théorèmes  et  même  à  en  trouver  de  nouveaux;  mais  il  faut  pour 
cela  poser  les  Lemmes  suivants. 


D'ARITHMÉTIQUE.  777 


Lemme  I. 


37.  Si  p  est  un  nombre  premier  quelconque,  et  x  un  nombre  non  divi- 
sible par  p ,  le  nombre  x~p~K  —  i  est  toujours  divisible  par  p. 

C'est  le  Théorème  connu  de  M.  Fermât  dont  M.  Euler  a  donné  diffé- 
rentes démonstrations  dans  les  Commentai/es  de  Pêtersbourg.  Voyez  aussi 
à  ce  sujet  les  Mémoires  de  1771  (*). 

Il  y  a  doue  un  nombre  p  —  1  de  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs, 

chacun  moindre  que  -•>  qu'on  peut  prendre  pour  a\  en  sorte  que  xp~K  —  1 
devienne  divisible  par  p\  car  ces  nombres  sont  ±  1 ,  ±2,...,  ± 

Lemme  II. 

.38.  Si'  le  binôme  xp~{  —  1  est  résoluble  en  deux  facteurs  rationnels  et 
entiers  X  et  z,  dont  les  degrés  soient  m  et  <j.,  en  sorte  que  m  ~\-  u.=  p  —  1  ; 

Je  dis  qu'il  y  aura  nécessairement  m  valeurs  de  x  moindres  que  *-  qui  ren- 
dront X  divisible  par  p,  et  u.  valeurs  de  x  moindres  que  -  qui  rendront  \ 
aussi  divisible  par  p . 

Car  puisque  par  le  Lemme  précédent  il  y  a  p  —  1  valeurs  de  x  moin- 
dres que  -■>  qui  rendent  xp~*  —  1  divisible  par/;,  il  y  aura  donc  m  ■+-  u.  va- 
leurs de  x  moindres  que  qui  rendront  X£  divisible  par»;  mais /vêtant 
un  nombre  premier,  X;  ne  peut  être  divisible  par  />.  à  moins  que  \  OU  £ 
ne  le  soit;  d'autre  pari  le  nombre  des  valeurs  de  x  moindres  que  '  •  les- 
quelles peuvent  rendre  le  polynôme  X  ou  '%  divisible  par  />.  ne  peut  sur- 
passer m  ou  (X,  ainsi  «pie  nous  l'avons  démontré  dans  les  Mémoires  de 
1768    "   ;  donc  il  faudra  nécessairement  que  le  nombre  des  valeurs 

OEuvres  de  Lagrange,  1.  III.  p.  (a5. 
"     Œuvres  <•/<■  Lagrange)  t.  II,  p,  667 

III.  98 
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de  x  moindres  que  —■>  lesquelles  rendront  X  divisible  par  /?,  soit  m,  el 

que  celui  des  valeurs  de  x  moindres  que  '-■>  lesquelles  rendront  %  divi- 
sible par  /?,  soit  p.. 

En  général,  si  n  est  un  polynôme  quelconque  entier  et  rationnel  en  x, 
dont  le  degré  soit  moindre  que  p  —  i,  et  que  le  polynôme  xp~*  ±pî]  —  i 
soit  résoluble  dans  les  deux  polynômes  X  et  £  rationnels  et  entiers,  il  suit 
de  la  démonstration  précédente  qu'il  y  aura  toujours  m  valeurs  de  x 

moindres  que  -  qui  rendront  X  divisible  par/?,  et  p.  valeurs  de  x  moin- 
dres que  -  qui  rendront  |  divisible  par/?. 

Lemme  III. 

39.  Si  un  nombre  premier  p  est  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme 
t2  —  au2,  a  étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif,  et  t,  u  des  nombres 

premiers  entre  eux,  et  non  divisibles  par  p  ;  je  dis  que  a  '   —  i  sera  néces- 
sairement divisible  par  p. 

Et  réciproquement  si  a  *  —  i  est  divisible  par  p,  ce  nombre  p  pourra 
toujours  être  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t2  —  au2. 

Car  : 

i°  Supposant  t2  —  au2  =/?M,  on  aura 

P  =  a  u2  -4-  p  M  ; 

or,  par  le  Lemme  I,  ip~i  —  \  et  up~l  —  i  sont  divisibles  par/;;  donc 

sera  aussi  divisible  par/?;  mais  en  développant  la  puissance 

/■— ■ 
aii2-hpM)    '   , 

on  voit  que  tous  les  termes  en  sont  d'eux-mêmes  multiples  de  p,  excepté 
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le  premier 

/'-  ' 
uf-'  a   »  ; 

donc 

PJZI 

u,p  '  a  *    —  i 
sera  divisible  par/?;  niais  m*-1  —  i  étant  ;mssi  divisible  par/;, 

ni'-'  a   2    —  a   ' 

sera  encore  divisible  par/»;  par  conséquent  la  différence  de  ces  nombres, 
c'est-à-dire 


a    '         1 , 


sera  nécessairement  divisible  par/?. 


/■-  ■ 


2"  Si  a  *  —  i  est  supposé  divisible  par/;,  alors,  par  le  Lemme  II,  il  y 
aura  toujours  quelques  valeurs  de  x  qui  rendront  chacun  des  ('acteurs  de 


p_ 
xp-*  —  a 


\v\)  prenant  a  2  —  r  ^/;Tlj  divisible  par/);  mais  ce  binôme  a  pour  l'ac- 
teur x2  —  a:  donc  />  pourra  être  diviseur  de  x'1  —  a ,  c'est-à-dire  d'un 
nombre  de  la  forme  /-      au*. 


Lemme  IV. 

Ht.  .sv  l'on  a  un  nombre  premier  p  de  la  forme  \n   •   \ .  lequel  soit  un 

diviseur  d'un  nombre  de  Informe  t2  —  au2,  il  le  sera  aussi  nécessairement 
d'un  nombre  de  In  forme  t2  -+-  an2. 

Et  vice  versa  si  p  n'est  jamais  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme 
t2  —  au9,  d  ne  pourra  jamais  I  être  dan  nombre  île  la  /orme  I2       au2 . 

Car  si  p  v>\  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  I2       au2,  on  aura  par 

le   Lemme  précédenl    a  i   divisible  par/7;   mais   '        -  =  y.ti:  donc 


(8. 
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a2"  —  i  sera  divisible  par/?;  donc  aussi,  changeant  a  en  —  a,  (  -  a)2"—  i 
sera  divisible  par/?;  c'est-à-dire  que 

p— » 

(-a)   »    -i 

sera  divisible  par  y»;  par  conséquent,  par  la  seconde  partie  du  Lemnie 
précédent,  p  sera  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t2  -+  au2. 

De  même,  en  changeant  a  en  —  a  on  prouvera  que  si/?  est  un  diviseur 
d'un  nombre  de  la  forme  t2-h  au2,  il  le  sera  aussi  d'un  nombre  de  la  forme 
t2  —  au2;  par  conséquent,  si  p  ne  peut  être  un  diviseur  de  t2  —  au2,  il  ne 
pourra  l'être  non  plus  d'un  nombre  de  la  forme  t2  -{-au2. 

Lemme  V. 

41 .  Si  p  est  de  la  forme  [\n  —  i ,  et  que  ce  nombre  soit  un  diviseur  d'un 
nombre  de  la  forme  t2  —  au2,  il  ne  pourra  jamais  l'être  d'un  nombre  de  la 
forme  t2  -\-  au2. 

Et  réciproquement  si  p  ne  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme 
t2  —  au2,  il  le  sera  nécessairement  d'un  nombre  de  la  forme  t2  -+-  au2. 

Car  p  étant  un  diviseur  de  t2  —  au2,  il  faudra  que  l'on  ait  «  2  —  i ,  sa- 
voir a2""1—  i  divisible  par/?  (Lemme  111);  de  même,  pour  que  t2  -+-  au2 
fût  divisible  par/?,  il  faudrait  que  l'on  eût,  en  changeant  a  en  —a, 
(—  a)2"-1—  i  divisible  par/),  c'est-à-dire  (à cause  que  l'exposant  in  —  i 

est  impair)  que  a2""'  -+- 1  fût  aussi  divisible  par/?;  ce  qui  ne  se  peut. 

p-' 
Si  p  ne  peut  être  un  diviseur  de  t2—  au2,  alors  a  ' '  —  i  ne  sera  pas 

divisible  par/?  (Lemme  III).  Or  ap~' —  i  est  toujours  nécessairement  di- 
visible par/?  (Lemme  I);  mais 


uf- 


(  sn      \(  s=i      \ 

i  =  \a  2   —  1/\a  2    +1/; 

/'-  ' 
donc  puisque/?  est  premier  et  que  a  2     -  i  n'est  pas  divisible  par/?,  il 
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/' 


/'-' 
a  *   -t- 1      ou  bien     a?" -l  +  i 


faut  nécessairement  (jue  a  2  H-  i  soit  divisible  par/?.  Ainsi  dans  ce  cas 

/'-' 
a  *   -4-1 

scia  divisible  par/?;  donc  aussi 

(— ay-"-'— i      ou  bien      (—a)   "   — i 

scia  divisible  par />.  Donc,  par  le  Lenime  III,  le  nombre  />  sera  diviseur 
d'un  nombre  de  la  Corme  t2-hair. 

42.  Corollaire.  —  Il  suit  des  deux  derniers  Lemmes  : 

i°  Que  si  \an-\-b  est  une  des  formes  des  diviseurs  de  t2  ±au2,  ce 
sera  aussi  une  des  formes  des  diviseurs  de  t2  +  au2  lorsque  b  sera  de  la 
forme  (\m-\-\\  et  que  si  [\an-\-b  est  une  des  formes  des  non-diviseurs 
de  t2±au2,  ce  sera  aussi  une  des  formes  des  non-diviseurs  de  t2z+zau2. 

2°  Que  si  !\an-\-b  est  une  des  formes  des  diviseurs  de  t2zhau2,  ce 
scia  aussi  une  des  formes  des  non-diviseurs  de  t2zpau2  lorsque  b  sera 
de  la  forme  \m  —  i;  et  que  si  (\an-\-  b  est  une  des  formes  des  non-divi- 
seurs de  l2±au2,  ce  sera  aussi  nécessairement  une  des  formes  des  divi- 
seurs de  t2^iau2.  Les  quatre  dernières  Tables  fournissent  des  exemples 
de  la  vérité  de  ces  propositions. 

Lemme  VI. 

43.  Si  un  nombre  premier  p  est  à  la  fois  diviseur  de  différents  nombres 

de  ces  formes  l2  —  au2,  t2  —  a'u2,  t2  —  a"u2 ,...,  je  dis  qu'il  sera  aussi  divi- 
seur d'un  nombre  de  la  forme  t2  —  aa'a' ...  ir . 

Si  p  divise  en  même  temps  1rs  deux  nombres  t2  —  au2  et  t'2  —  a  u'2,  il 

divisera  aussi  le  nombre 

P  t"—  a'u"       «  u  ■  i       au*), 
c'est-à-dire 

//'     —  a  al    u  a      : 

et,  si  le  même  nombre  />  divise  encore  le  nombre  /  -     a  u  -,  mi  prouvera 
pareillement  qu'il  divisera  aussi  le  nombre 

u  i         aa'a    uu'u     ; 
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cl  ainsi  de  suite.  Au  reste,  on  voit  par  cette  démonstration  que  la  propo- 
sition est  vraie,  en  général,  quel  que  soit  le  nombre/),  premier  ou  non. 

Lemme  VII. 

4-4.   Si  le  nombre  premier p  ne  peut  jamais  être  diviseur  d'un  nombre  de 
la  forme  t2  —  au2,  je  dis  qu'il  sera  nécessairement  un  diviseur  d'un  nombre 

de  la  forme 

t  +  uffl**  -{t-  uffl+l 

— ? 

■xt  \ja 

et  même  d'un  facteur  quelconque  de  cette  formule. 


!'-• 


Car  si  p  ne  peut  être  un  diviseur  de  t2  —  au2,  alors  a  z  —  i  ne  sera 
pas  divisible  par  p  (Lemme  III);  mais,  ap~(  —  i  étant  toujours  divisible 


p  - 1 


par/)  '  Lemme  I),  il  faudra  que  a  '    A-  i  soit  divisible  par/?,  puisque 

aP-1—  i  =  \a   '    —i)\a   ''    +i). 

Maintenant  si  l'on  considère  la  quantité  {t  -h  u\/a)p  el  qu'on  la  résolve 
en  série  par  le  Théorème  de  Newton,  on  verra  qu'à  cause  que  p  est  un 

nombre  premier,  tous  les  termes  seront  d'eux-mêmes  divisibles  par  p, 

p 
excepté  le  premier  tp  et  le  dernier  upa\  et  cela  indépendamment  des 

valeurs  de  /,  u,  a.  Donc 

_  p 

I  /  -+-  u  slaf  —  v  —  m'a- 

sera  toujours  divisible  par/;.  Mais  t  et  a  n'étant  pas  divisibles  par/),  on  a. 
par  le  Lemme  I,  tp~*  —  i  et  up~*  —  i  divisibles  par/»;  donc  aussi 

tP—  t     et     (  iip  —  p  i«' , 

et  par  conséquent 

_  r 

'  t  -h  u  \  a )F  —  t  —  un' 

p-<  p 

seronl  divisibles  par  /);  or  a  *   -h  i  est  divisible  par/);  donc  ««'+  uy/a 
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te  sera  aussi;  donc 

(t  -+  h  \  a)f  —  t  -+■  u\Ja 

sera  divisible  par/;;  donc,  prenant  le  radical  \a  en  —, 

(/  —  u\fâ)p —  t  —  ii  \  a 

sera  également  divisible  par/;;  donc  enfin  multipliant  la  première  de  ces 
quantités  par  t-\-u\ja,  et  la  seconde  par  t  —  u\[a,  et  prenant  la  dill'é- 
rence,  cette  différence  sera  encore  divisible  par/;;  ainsi 

t-\   ufîf**-    t-usla)p" 

sera  toujours  divisible  par/»;  mais  si  Ton  développe  celle  quantité,  on 
voit  qu'à  cause  quep-hi  est  pair,  tous  les  termes  sont  divisibles  par 
2t\[a\  donc,  puisque  ni  t  ni  \  a  n'est  divisible  par/?,  il  s'ensuit  que  la 
quantité 

(t  +  usla)p^~(  t-  it  s  7i  r  ' 
2.t  \  a 
sera  divisible  par/;. 

dette  quantité  étant  développée  el  ordonnée  par  l'apport  aux  puissances 
de  /,  devient  un  polynôme  entier  el  rationnel  du  degré  p  —  i;  ainsi,  sup- 
posai)! u  donne,  il  y  aura  /;  —  1  valeurs  de  /  tant  positives  que  négatives, 

mais  moindres  que     >  lesquelles  rendront  ce  polynôme  divisible  par  />, 

ces  valeurs  étant 

.,     ±o,     ±3,....      zfc/i--1. 


Donc  on  prouvera,  comme  dans  le  Lemme  II,  que  si  ce  polynôme  a  un 
facteur  rationnel  el  entier  de  l'ordre  m,  il  y  aura  nécessairement  m  va- 
leurs de  /  qui  pendront  aussi  ce  facteur  divisible  par/;. 

rHÉORÈMES    si  i:     LES    NOMBRES    PREMIERS    DE    LA     FORME     \li         l. 

ïô.  Comme  les  nombres  première  de  celle  forme  qui  ne  sonl  pas  divi- 
seurs de  /-'  au3  le  sonl  nécessairement  de  t2  ~r  <m2  par  le  Lemme  \  il. 
on  pourra  appliquer  à  ces  nombres  le>  propriétés  (|ui  conviennent  aux 
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diviseurs  de  /'-  rp  au2;  donc  en  combinant  la  Table  V  avec  la  Table  II  et 
la  Table  IV,  et  la  Table  VI  avec  la  Table  I  et  la  Table  III,  et  ne  considé- 
rant que  les  valeurs  de  b  qui  sont  de  la  l'orme  l\m  —  i,  on  aura  les  Théo- 
rèmes suivants  : 

i°   Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/?  -+-  3  sont  de  la  forme 

2°  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  Sn  —  i  sont  en  même  temps 
de  ces  deux  formes  y2  —  2z2  et  2z'2  —  y2. 

3°  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  1 1  n  —  5  sont  de  la  forme 
y2  +  3z2. 

l\°  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  \in  —  r  sont  de  la  forme 

5°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  20 n  -+-  3,  20  n  -+-  7  sont  de 
la  forme  2  y-  ±  2ys  -l-  3s2;  om  èien  ces  nombres  étant  multipliés  par  2 
deviendront  de  la  forme  y2  -+-  5  s2. 

6°  7oms  /es  nombres  premiers  de  ces  formes  ion  —  1 ,  2on  —  g  sont  en 
même  temps  de  l'une  et  de  Vautre  des  deux  formes  y2  —  5z2  et  5s2  — y2. 

70  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  2.4  n  -+-  7  sont  de  la  forme 
y2  -+-  6z2;  et  tous  ceux  de  la  forme  i(\n  -+-  1  1  sont  de  la  forme  2  y2  -+-  3z2. 

8°  Tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  i'\n  —  1  sont  de  la  forme 
(je.2  —  y2;  et  ceux  de  la  forme  il\n  —  5  sont  aussi  de  la  forme  y2  —  6z2. 

90  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  28  «  -h  1  1,  28  «  --  5, 
28/?  —  1 3  sont  de  la  forme  y2  -+-  7  s2. 

io°  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  28  n  -\-  3,  28//  —  1 ,  28//  —  r> 
sont  de  la  forme  7  s2  — y2. 

1  1"  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  r\on  -+-  1  1 ,  t\on  -+-  19  sont 
de  la  forme  y2  ■+•  ioz2;  et  ceux  des  formes  [\on  -+-  7,  t\on  —  1  7  sont  de  la 
forme  2  y2  H-  3z-2. 

1  20   7V>//a  /es  nombres  premiers  de  ces  formes  '\on  —  1 ,  f\on  —  g  sont  en 
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même  temps  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  formes  y-  —  io;2  et  io:2  — y2; 
et  ceux  des  formes  t\OJi  -f-  '3,  4°"  —  i3  sont  de  l'une  et  de  l'autre  des 
formes  iy2  —  oz2  et  oz2  —  iy2 . 

i3°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  l\(\n  -h  3,  [\[\n  \-  \^> , 
\l\n  —  x3,  44"  —  17,  44"  —  21  sont  ou  de  la  forme  y2 -h  1 is2,  ou  bien 
de  la  forme  '*>y2  ±  lyz  -+-  f\z2. 

1 4°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  4 4  /?  H—  7 ,  44"  ~+~  I(.)* 
44"  —  1.  44 n  —  5,  44"  —  9  sont  de  la  forme  \\z2  —  y2. 

[5°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  52/1-1-7,  52 /z  -h  il, 
52/i-f-i  5,  52/1  +  19,  52/i  —  5,  52/?  —  2  [  sont  de  la  forme  2y2  ±  iyz  +7  s2, 
o«  fo'e/î  ces  nombres  étant  multipliés  par  2  deviendront  de  la  forme  y 2  -f- 1 3z2 . 

r6°  7w/s  /es  nombres  premiers  de  ces  formes  J2«  -h  3,  52  7^  -f-  23, 
D2«  —  1,  52/z  —  9,  52/j  —  17,  52/1  —  2.")  sont  en  même  temps  de  l'une 
et  de  l'autre  de  ces  formes  y2 —  i3z2  et  i3r- — y'. 

17°    Tous  les  nombres  premiers  des  formes    56ft-hi5,    56/i-+-.a3, 

56/z  —  17  «m/  o//  r/e  la  forme  y2  -h  i'\z2,  ou  de  celle-ci  2  V"  -h  7  c2;  e^  /es 
nombres  premiers  des  formes  56/î  +  3,  56/2  4-  ff),  56/1  -1-  27  sont  de  la 
forme  3ya  ±  2  y;  H-  5z2;  oa  bien  ces  nombres  étant  multipliés  par  3  flfe- 
viendront  de  la  forme  y2  -h  l l  ^'2. 

iS°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  56  rt  -f-  1  1 ,  56/2  —  5, 
56/1  —  l3  *0/l/  ûfe  la  forme  y-  —  \[\z2;  et  tous  ceux  des  formes  56/2  —  1, 

56/j  —  <),  56/j  —  25  «>/i/  c/e  la  forme  1  i-z2  —  v'-. 

i()°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  60/2  -f-  i<),  60/2  —  M)sonl 
de  la  forme  y2  \  1  5z2;  e/  toi«  rw/.r  des  formes  60/1  :  23,  60/J  i3  sr>/// 
r/e  la  forme  '\y-  -    5za. 

200  /'o//.v  /r.v  nombres  premiers  <!<■  ces  formes  60/1  1  i,  60/1  —  1  \o/// 
<  le  la  forme  1  5z2  — iy2;  c/  rr//./  des  formes  (><>/>      7,  60/1  —  17  sont  de  la 

forme   lvJ       \z2 . 

■j.\"    Tous  les   nombres  premiers    de   ces   formes   68/J         \,    (><S//    l    11. 
(>K/>    h  •/),  (i.S//   }-  27,  68/1    :    3i,  68/1  -    '),  68/1       ■;<)  sont  de  la  forme 
III.  99 
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3  r2  ±  iyz  4-  (>r2;  ou  bien  ces  nombres  étant  multipliés  par  3  deviendront 

de  la  forme  y2  -!-  1 7  c2. 

220  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  68/?  ■+-  [5,  (38 n  -t-  [9, 
68«  —  1 ,  6Sn  —  (),  68/?  —  i3,  08/?  —  2r,  68/?  —  2"),  68/j  -  33  so/?/  fj/? 
même  temps  de  ces  deux  formes  y-  —  17  z2  et  17  :■-  —  y2. 

23°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  76^4-7,  76/14- n, 
76/^4-23,  76/? -1- 35,  76/?  —  i3,  76/1 — 21,  76/? —  29,  76/1— 33, 
76/? —  37   sont   ou   de    la   forme    y2  4-  19c2,    ou    bien     de    la   forme 

/|  y2  ±  iyz  4-  5c2. 

iL\ °  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  7 0/?  -;  ■  3  ,  76/1 -f-i5, 
76/?  4-  27,  76//  -h  3i,  76/?  —  j  ,  76/?  —  5,  76/?  —  9,  76/?  —  17,  j6n—  25 
«>/?/  de  la  forme  19c2  —  y2. 

25°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  84 n  4-  19,  84 n  4-  3i, 
84  «  —  29  so/?/  de  la  forme  3  y2  -h  7  c2;  et  ceux  des  formes  84  n  4-  j  1 , 
84  n  4-  23,  84 n  —  i3  so/?/  cfe  la  forme  2  y2  ±  2_y;  4-  1 1: 2,  ou  bien  ces 
nombres  étant  multipliés  par  2  deviendront  de  la  forme  y2  4-  2  1  z2. 

2CJ0  7oms  les  nombres  premiers  de  ces  formes  84  n—  5,  84 n  —  17, 
ti\n  —  41  sont  de  la  forme  y2 —  21s2;  et  ceux  des  formes  84 «  —  1, 
84«  —  25,  84/i  —  37  sont  de  la  forme  21  s2  —  y2. 

270  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  88 «  -h  i5,  887/  -1-  23, 
88/2  4-  3  1 ,  88/?  —  17,  88/?  —  41  ^o/z/  de  la  forme  y2  4-  22  c2;  et  ceux  des 
formes  88/?  4-  19,  $ttn  4-  35,  88/*  4-  43,  88/?.  —  5,  88/?  —  37  sont  de  la 
forme  2  y2  4-  1  1  z2 . 

280  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  8.8/?  4- 3,  88/14-27, 
88/?  —  1 3,  88/?  —  21 ,  88/?  —  29  sont  de  la  forme  y2  —  22  r-2;  et  ceux  des 
formes  88/?  4-7,  88/?  4-  39,  88/?  —  1,  HHn  —  9,  88/?  —  2.5  sont  de  la 
forme  2 2  s2  — y2. 

290  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  92/?  4-  3,  92/?  4-27, 
92/?4-3t,  92/? -h  35,  92/?  4- 39,  92/? — 5,  92/? — 17,  92/?  —  21, 
92»  —  33,  92/?  —  37,  92/?  —  45  sont  ou  de  la  forme  y2  4-  23c2,  ou  bien 
de  la  forme  \y2  ±  "iyz  4-  8  c2. 
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3o°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  9271  +  7,  92/2-1-11, 
92 n  4-  i5,  92/7  +  19,  92/?  -1-43,  92/2  —  r ,  92/-?  —  9,  92/2  —  i3,  92/2  —  25, 
92/?—  29,  92/2  —  41  w/2/  r/e  la  forme  23;2  — y2. 

3i°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  104/2 -h  3,  io(±n  4-  27, 
104/2  4-  35,  ro4«  +  43,  io4«  4-  5i,  io4«  —  29  50/22:  o?/  de  la  forme 
y2  H-  26;2,  ou  bien  de  la  forme  3  y2  ±  2j:  4-  9^2;  e£  /o?/a-  ce?/^r  r/e  ce.v 
formes  1  o4  «  4-  7 ,  1 04  «  - 1-  1  5  ,  1  (>4 n  4-  3i ,  1  o4  "  4-  47»  [ °4 "  —  33 , 
ro4w  —  41  sont  oa  de  l(l  forme  2y24-i3c2,  ou  bien  de  la  forme 
5y2  ±  f\yz  4-  G;2. 

32°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  io\n  4-  23,  104/2  —  1, 
io[\n  —  9,  \of\n  —  17,  io4«  —  25,  io^n  —  49  sont  de  l'une  et  de  l'autre 
de  ces  formes  y2 —  2G32  et  26a2  —  y2;  et  ceux  des  formes  io4/î-4-ii, 
1 04^4-19,  io4w—  5,  1 04/2—21,  io4«  —  37,  io4/2  —  45  sont  en 
même  temps  de  l'une  et  de  l'autre  de  ces  formes-ci  2  y-  —  1  3  r2  et  1  3  z'1  —  2  v2 . 

33°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  1  16/2  4-  3,  1  l6n  4-  il, 
116/2 4- i5,  116/14-19,  [16/14-27,  (i6/î4-3i,  116/2  -!-')(),  116/2  -'-43, 
[  16714-  47»  1 16/14-  55,  1  16/2  —  17,  1  i On  —  21,  1 1 6n- -  37,  116/2  —  4  ' 
sp/if  o//  ûfe  la  forme  2  v2  ±  2  y;  -h- 1  5^2 ,  02/  />/e//  r/<?  celle-ci  3  r2    t  2  V3  4-  io:2. 

V|"   Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  n6n  4-  7,    Il6«  4-  23, 

[  16/1 4- 35,  ii6/i4-5i,  1 1(>/2  —  1,  1  i(J/2  —  5,  1 1(>/2  —  9,  non  —  i3, 
116/2  —  25,  116/2  —  33,  116/2  —  45,  1 16/2  —  49»  116/2  53,  n6n  —  57 
sont  à  la  fois  de  ces  deux  formes  v2  —  29Z2  et  29c2  —  v2. 

35°  Tous  les  nombres  premiers  de  ces  formes  1  20/2  3i  .  no//  -  \\ 
sont  de  la  forme  y2  4-  3oz9;  eeu.r  des  formes  1  20/J    '-   2'),   1  20//    :     '17  .vo/// 

«■/r  la  forme  y.y~  h  i5za;  cewr  des  formes  1  20/J  J3,  1  20/7  —  53  .vo/2/  2/2' 
la  forme  'm,2+  ioaa;  e/i/î/j  cet&r  des  formes  1  20/1  !  m  ,  1  202/  59  sont 
de  la  forme  \v  -      (\z-. 

36"  Tous  les  nombres  premiers  des  formes  1 20  n      ig,  ijo/i       2950/12 

de  la  forme  y-  3o-2;  tous  eeu.r  des  foi  lues  120//  1.  [20H  /j<)  ,sy>/// 
rie  lu  forme    Hir-        v2;   tous  eeu.r  des  fornx  s  [307I         ~      1   ><>//         17  «2/2/ 
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de  la  forme  1 5  z2  —  2  y2;  enfin  tous  ceux  des  formes  1  20  n       [3,  1  20//       '^7 
son/  de  la  forme  2  j2  —  1 5  z2. 

Nous  nous  arrêtons  ici,  n'ayant  poussé  nos  Tables  que  jusqu'à  a  =  3o; 
mais  ceux  qui  sont  curieux  de  ces  sortes  de  Théorèmes  pourront  aisément 
les  continuer  aussi  loin  qu'ils  voudront  à  l'aide  des  principes  et  des  mé- 
thodes que  nous  avons  donnés  jusqu'ici. 

46.  Maintenant  il  est  clair  que  le  Théorème  i°  du  numéro  précédent 
renferme  le  Théorème  4°  de  M.  Fermât  (36);  que  le  Théorème  2"  ci- 
dessus  renferme  une  partie  du  Théorème  5°  de  M.  Fermât,  et  qu'il  est 
même  plus  général  que  celui  de  ce  Géomètre,  en  ce  que  le  nôtre  nous  ap- 
prend que  tous  les  nombres  premiers  de  la  l'orme  $n  —  1  sont  non-seule- 
ment de  la  forme  y2  —  2z-,  mais  aussi  de  celle-ci  ar-y2.  Enfin  il 
est  visible  que  notre  Théorème  3°  renferme  aussi  le  Théorème  1"  de 
M.  Fermât,  mais  pour  le  cas  seulement  où  n  est  impair. 

Quant  au  Théorème  6°  de  cet  Auteur,  quoiqu'il  ne  soit  point  contenu 
immédiatement  dans  le  Théorème  5°  du  numéro  précédent,  il  est  ce- 
pendant facile  de  l'en  déduire.  En  eifet,  on  peut  d'abord  démontrer  que 
tous  les  nombres  de  la  forme  4^  +  3,  qui  sont  terminés  par  les  carac- 
tères 3  ou  7,  sont  nécessairement  de  l'une  de  ces  deux  formes  2on  -h  3, 
2o«  +  7;  car  en  faisant  successivement 

m  =  jii,  5n  -+-  1,   5n  +  2,  5«  ■+-  3,  5»  +  {, 

la  forme  '\m  +  3  donne  celles-ci 

20 n  -+-  3,      ■y.on  -+-  7,      ?.oh  -1-  11,      ao/t  -t- 15,      ?.on.    h  ig; 

où  l'on  voit  qu'il  n'y  a  que  les  deux  premières  qui  puissent  donner  des 
nombres  terminés  par  3  ou  par  7.  Ainsi  le  Théorème  de  M.  Fermât  se 
réduit  à  ce  que  le  produit  de  deux  nombres  premiers  de  ces  formes 
2on  -+-  3,  2o/j  -t-  7  est  toujours  de  la  forme  y-  -+-  j:2.  Or  notre  Théo- 
rème 5°  nous  apprend  que  tous  les  nombres  premiers  des  formes 
2om  +  3,  -ion  +  7  sont  nécessairement  de  la  forme  2j2  ±  iyz  -h  3r.2. 
Donc  il  n'y  a  qu'à  prouver  que  le  produit  de  deux  nombres  de  la  forme 
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iy-  ±  2fz  -+-  3,z2  est  de  la  forme  y2  -+-  j;2;  ce  qui  est   facile,  car  on 
trouve  que 

(a/»  +  %yz-¥  3  32)(v'-'-t-2)-'3'-+-3-.r2)  =  (2  vr'-H  vs'-h  r.>  '  -  3zz')s-t-5(jrz'—  '.'  ')'■ 

A  l'égard  des  autres  Théorèmes  de  M.  Fermât  qui  concernent  les  nom- 
bres premiers  de  la  forme  /\n-\-i,  on  en  trouvera  la  démonstration  ci- 
après. 

47.  Les  Théorèmes  du  n"  45  ne  regardent  que  les  nombres  premiers 
de  la  forme  (\n  —  i.  Pour  avoir  de  pareils  Théorèmes  sur  les  nombres 
premiers  de  la  forme  (\n-\-i,  il  faudrait  pouvoir  démontrer  que  les 
nombres  premiers  de  la  forme  \na-\-b,  lorsque  h  est  de  la  forme 
l\m  -+- 1,  peuvent  toujours  être  diviseurs  de  quelque  nombre  de  la  forme 
t2-han2  ou  t2 —  au2;  car  nous  avons  déjà  prouvé  (40)  que  tout  nombre 
premier  de  la  forme  \n  -h  r  qui  est  un  diviseur  de  /-  ±air  l'est  aussi  de 
t2^zau2.  Or  quoique  l'induction  paraisse  prouver  que  les  nombres  pre- 
miers des  formes  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  t2  ±  au2  peuvent  tou- 
jours être  effectivement  des  diviseurs  de  pareils  nombres,  cette  proposi- 
tion ne  peut  être  démontrée  rigoureusement  par  rapport  aux  nombres 
premiers  de  la  forme  l\n  +  i  que  pour  un  très-petit  nombre  de  cas;  du 
moins  toutes  les  tentatives  que  j'ai  faites  pour  en  venir  à  bout  ont  été 
jusqu'à  présent  inutiles;  de  sorte  que  je  me  bornerai  ici  à  rapporter  les 
résultats  de  mes  Recherches  dans  quelques  cas  particuliers  où  j'ai  réussi 
à  trouver  la  démonstration  de  la  proposition  donl  il  s'agit;  ce  sont  ceux 
où  h  \  et  où  a=i,  2,  3,  5,  7  ou  =  au  produit  de  quelques-uns  de 
ces  nombres,  et  où  6  =  9  et  a  =  5,  10. 

rHÉORÈMES    si  il    r.i;s    NOMBRES    PREMIERS    DE    LA     FORME    \n    ■     1. 

i8.  Nous  avons  vu  (Lemmeslel  II;  qu'on  peul  toujours  trouver  une 
valeur  de  x  telle  que  r''-1  —  1 ,  ou  un  quelconque  des  facteurs  rationnels 
cl  entiers  de  ce  binôme  soi  l  divisible  par  p.  Soi  t  donc  /t  \na  |  1,  on 
aura 

1        >  '  "       1  >     ■       1  1   : 
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ainsi  x2"a  4-  i  pourra  être  divisible  par  [\na  4-  i ,  lorsque  c'est  un  nombre 
premier.  Faisons  ce"  =  r,  et  Ton  aura  le  binôme  r2"  -+-  i  qui  pourra  être 
divisible  par  (\na-\-\\  faisons  de  plus  r2 -t- 1  —  s,  et  le  binôme  r2"  —  i 
pourra  se  réduire  à  cette  forme 

V _,/,«-■',■'  -+-  "^  ~V> .-"  'r1      g(g  —  4) (a  —  5)'Jg_0r6  [   g(g— 5)(a  -6)(fl-7)/;„.,^, 

Si  '2  .   î  '2  .  j  .  4 

quantité  que  nous  appellerons  R  pour  plus  de  simplicité.  Ainsi  tout  nom- 
bre premier  de  la  forme  l\na  -h  r  pourra  être  un  diviseur  du  polynôme  R, 
ou  même  d'un  facteur  quelconque  entier  et  rationnel  de  ce  polynôme.  Il 
faut  seulement  remarquer,  à  l'égard  de  la  série  qui  représente  ce  poly- 
nôme, qu'elle  ne  doit  être  poussée  que  jusqu'aux  termes  exclusivement 
qui  contiendraient  des  puissances  négatives  de  s;  c'est  de  quoi  il  est  fa- 
cile de  se  convaincre  par  la  nature  même  de  cette  série,  laquelle,  en  y 
substituant  r2  -h  i  à  la  place  de  s,  doit  se  réduire  à  r2"  4-  i . 
Cela  posé,  soit  d'abord  a  =  i;  on  aura 

R  --  s  =  r2  ■+-'  î  ; 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  l\n  4- 1  pourra  être  un  diviseur 
d'un  nombre  de  la  forme  t2  4-  u2\  donc  (  18)  : 

i°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  f\n  4-  i  estausside  laformey2  -+-  z2. 
Soit  ensuite  a  =  2,  on  aura 

d'où  il  s'ensuit  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  tin  4-  1  peut  être 
un  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  t2  —  2112,  et  par  conséquent  aussi 
d'un  nombre  de  la  forme  t2  4-  2112  (Lemme  IV);  donc  (  18  et  20)  : 

20  Tout  nombre  premier  de  la  forme  tin  ->r-  1  est  en  même  temps  de  ces 
trois  formes  y2  4-  2  z2,  y2 —  2s2  et  iz2 — y2. 
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Soit  en  troisième  lieu  a  =  3,  on  aura 

R  =  53-  3sr2  =  s is2—  3/-   ; 

donc  tout  nombre  premier  de  la  l'orme  i2n  -j-  i  pourra  être  diviseur  d'un 
nombre  de  la  forme  t'2  —  3w2,  et  par  conséquent  aussi  d'un  nombre  de  la 
l'orme  t*  +  3/r  (Lemme  IV);  donc  (  18  et  20)  : 

3°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  ra/i-t-  i  sera  en  même  temps  de  la 
'forme y2 -h  3z-  et  de  l'une  de  ces  deux  y-  —  3z2  et  3~2 — y'2',  mais  on 
voit  par  la  Table  IV  que  la  forme  — _y2  +  3s2  ne  donne  que  des  nombres 
de  la  forme  12/*  —  1;  donc  tout  nombre  premier  1 2  «  +  1  sera  nécessaire- 
ment de  ces  deux  formes  y2  ■+-  3-2  et  y2  —  3r2. 

Soit  en  quatrième  lieu  a  =  5,  on  aura 

l(  =  ss-  5  s3/-2  4-  5s/-4  =  s  s*  —  5  s2/'2   ;    r>r*   ; 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  2o/«-h  1  pourra  être  un  diviseur 
de  s''  —  5*2r2H-  5r*,  par  conséquent  aussi  de 

4«*  —  2052/'2  -+-  p.or1  =  |  2*2  —  5r2  2  —  5r4, 

c'est-à-dire  d'un  nombre  de  la  forme  /2—  :">//2;  donc  il  pourra  l'être  aussi 
d'un  nombre  de  la  forme/2-1-.")//2    Lemme  IV;;  donc  (18  et  20)  : 

V  Tout  nombre  premier  de  la  forme  9.0  n  -->-  1  est  en  menu-  temps  de  ces 
trois  formes  y%  H   5z*,y2  —  5z2  et  5z2-    v2. 

En  cinquième  lieu,  soit  a  =  ■-,  on  aura 

R=«'  —  7«*r        1  \s*rA-  -sr^  —  s'is"—  7   .v        /       /      : 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  20/1  -+-  1  pourra  elle  un  diviseur 
de  .v"  -  -  s2  —  r2/2/-2,  cl  par  conséquent  d'un  nombre  de  la  l'orme 
1-      -a-,  comme  aussi  d'un  nombre  de  la  forme  t2  ■+■  7«s    Lemme  IV  ; 

<,U\\e     18  el  2(1     : 

V'   Tout  nombre  premier  de  la  forme  28/»      1  .vw  en  menu  temps  de  la 
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forme  y2  -+-  7s2  et  de  l'une  de  ces  deux-ci  y2  —  7  s2,  7-r  —  y2;  mais  la 
Table  IV  montre  que  la  forme  —  j2 -h  7Z2  ne  peilt  donner  des  nombres 
de  la  forme  28//  -\-  j;  donc  tout  nombre  premier  28/?  -h  1  sera  nécessaire- 
ment de  ces  deux  formes  y2  h-  7  c-2  et  y2  —  7  s2. 

Si  l'on  faisait  encore  a  =  11,  on  aurait 

R  =  su  —  1  îs'r-  -+-  1 1  .^s1  r*  —  1 1 .  'j  s11  r°  -f-  1 1  .  5  s3/'*  —  1 1s/10; 

de  sorte  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  44"  -+- 1  pourra  être  un 

diviseur  de 

s10—  1 1  (58  —  4*6r2  +  754/"1  —  5*2r°  -+-  re  )  /  •'-'; 

mais  je  ne  vois  pas  comment  cette  quantité  pourrait  se  réduire  à  la  forme 
t-  —  1 1  ir;  c'est  pourquoi  il  me  parait  que  l'usage  de  la  méthode  précé- 
dente est  borné  aux  seuls  cas  que  nous  venons  d'examiner;  d'autant  plus 
que  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'on  ait  pu  jusqu'ici  déterminer  les  ra- 
cines de  l'équation  r2a-±-  1  =0,  en  supposant  a  un  nombre  premier;  en 
effet,  si  l'on  pouvait  trouver,  pour  une  valeur  quelconque  de  a,  l'expres- 
sion de  la  racine  /•,  et  que  cette  expression  contînt  d'une  manière  quel- 
conque le  radical  \]a  ou  \j —  a,  il  est  facile  de  voir  qu'on  pourrait  tou- 
jours avoir  un  facteur  de  r2a  4-  1  qui  serait  de  la  forme  t2  ±au2,  et  qui 
pourrait  par  conséquent  être  divisible  par  tout  nombre  premier  de  la 
forme  l\na  -t-  1. 

Ayant  trouvé  jusqu'ici  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  L\na  -+-  1 
est  toujours  un  diviseur  de  t2  ±  au2  lorsque  a  =  2,  3,  5,  7,  il  s'ensuit 
du  Lemme  VI  que  cela  sera  vrai  aussi  lorsque  a  sera  égal  au  produit  de 
quelques-uns  des  nombres  2,  3,  5,  7.  Ainsi,  faisant  successivement 

a  =  6,   10,    14,   i5,   21,   3o, 

on  trouvera,  d'après  les  Tables  I  et  II  combinées  avec  les  Tables  III  et  IV, 
les  Théorèmes  suivants  : 

6°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  2^n-\-  1  est  en  même  temps  de 
l'une  et  de  l'autre  de  ces  deux  formes  y2  -+-  6z2  et  y2  —  Gz2. 
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70  Tout  nombre  premier  de  la  forme  l\on  -+-  i  est  en  même  temps  de  cha- 
cune de  ces  trois  formes  y2  -4-  io;2,  y-  —  io^2  et  ioc-2  — y2. 

8°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  56n  -+-  i  est  de  la  forme  y2  -h  i/\z2 
ou  2y2  -h  7  z2,  et  en  même  temps  de  la  forme  y2  —  \f\z2 . 

9°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  6on  -f-  i  est  à  la  fois  de  l'une  et  de 
l'autre  de  ces  formes  y2  -f- 1 5z2  et  y2  —  1 5  s2. 

io°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  84  n  -\-  1  est  à  la  fois  de  l'une  et  de 
l'autre  de  ces  formes  y2  -+-  21  z2  et  y2  —  -2\  z2 . 

1 1°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  1  20  n  -+-  1  est  à  la  fois  de  l'une  et 
de  l'autre  de  ces  formes  y2  -f-  3os2  et  y2  —  3oz2. 

Considérons  maintenant  les  nombres  premiers  de  la  forme  2on  4-9,  el 
je  dis  que  ees  nombres  sont  nécessairement  diviseurs  de  quelques  nom- 
bres de  la  forme  t2  —  5k2.  Car  si  on  le  nie,  il  faudra  qu'on  admette 
(Lemme  VII,  11"  45 j  que  le  nombre 

/  .      .  P\J0/M-I0  /  .  /F  \20n-t-KJ 

[t  -h  a  V;5J         —  [t  —  u  \5) 
2  /  v'5 

et  même  qu'un  facteur  quelconque  de  ce  nombre  est  divisible  par  le 
nombre  premier  20/1-1-9.  Or  l'expression  précédente  a  évidemment  ce 
facteur 

{t  +  ufi)i-(i-usf5y 
2  v  5 

c'est-à-dire,  en  développant  les  termes, 

5  t*  +  io/-'«2  +  5//'   =  7,5  **-i-a»)»_5  .-/     : 
donc  le  nombre  20/1  -1-  g  sera  nécessairement  diviseur  d'un  nombre  de  la 

forme  t2        W-.  De  là  et  des  Tables  citées  résulte  d'abord  ce  Théorème  : 

1  a0  Tout  nombre  premier  de  la  forme  20/j  -t-  q  est  en  même  temps  d< 
as  trois  formes  y2   •    'ir,  v'       5sa  et  5z*—Y2. 

Enfin  puisque  les  nombres  de  la  forme  \on  -f-  g  sont  aussi  de  la  forme 
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8/7  +  1,  et  que  nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  premiers  de  celte 
dernière  forme  sont  toujours  diviseurs  de  quelques  nombres  de  la  forme 
t- —  2 u'2;  il  s'ensuit  du  Lemme  VI  qu'en  faisant  a—  2.5,  les  nombres 
premiers  de  la  forme  l\na  +  9,  c'est-à-dire  4°^  +  9»  seront  toujours  divi- 
seurs de  quelques  nombres  de  la  forme  u2  —  at2,  c'est-à-dire  de  u2 —  iot2. 
Donc  : 

1 3°  Tout  nombre  premier  de  la  forme  40/1  +  9  est  en  même  temps  de  ces 
trois  formes  y2  +  10  z2,  y2  —  \oz2  et  \oz2  — y2. 

49.  Scolie  I.  —  Au  reste,  si  l'on  combine  les  Théorèmes  que  nous 
avons  démontrés  jusqu'ici  avec  le  Lemme  III,  on  en  pourra  déduire  un 
grand  nombre  d'autres  Théorèmes  d'Arithmétique  qui  seraient  peut-être 
bien  difficiles  à  démontrer  directement. 

Ainsi,  si  p  est  un  nombre  premier  d'une  de  ces  formes  8//±i,  2  2  —  1 

/'-■ 
sera  divisible  par  p,  et  si  p  est  de  la  forme  8n±3,  2  '    +  1  sera  alors 

divisible  par  y?. 

/'-■ 
De  même,  si  p  est  de  la  forme  1271  ±  1,  3  v  —  1  sera  divisible  par  p, 

et  si  p  est  de  la  forme  12/1  ±  5,  3  '   +1  sera  alors  divisible  par/?. 

p— » 
Si  p  est  d'une  de  ces  formes  2on±\,  20/7  ±9,  5   ■ '   —  1  sera  divisible 

p— » 
par/?;  et  si/?  est  d'une  de  ces  formes  2077  ±  3,  2on  ±  7,  alors  5  '  +  1 

sera  divisible  par/?.  Et  ainsi  de  suite. 

50.  Scolie  II.  —  Les  nombres  premiers  de  la  forme  l\n  4-  1  sont  tou- 
jours la  somme  de  deux  carrés  (48);  mais  les  nombres  premiers  de  la 
forme  L\n  —  1  ne  pouvant  jamais  être  la  somme  de  deux  carrés,  seront 
nécessairement  la  somme  de  trois  ou  de  quatre  carrés,  puisqu'il  est  dé- 
montré que  tout  nombre  entier  est  ou  carré  ou  la  somme  de  deux  ou 
trois  ou  quatre  carrés  [voyez  les  Mémoires  pour  1770  (*)].  Or  je  re- 
marque que  la  forme  i\n—  1  se  réduit  à  ces  deux-ci  Sn—  1  et  8n  +  3; 

(*)  Œuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  189. 
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à  l'égard  des  nombres  premiers  de  la  forme  Sn-\-3  on  a  prouvé  qu'ils 
sont  toujours  la  somme  d'un  earré  et  du  double  d'un  carré  (45);  et  quant 
à  ceux  de  la  forme  Sn —  i,  M.  Fermât  assure  que  le  double  de  chacun  de 
ces  nombres  est  toujours  aussi  la  somme  d'un  carré  et  du  double  d'un 
carré  (voyez  la  Lettre  à  M.  Digby  citée  ci-dessus,  n°  36);  mais  ce  dernier 
Théorème  est  du  nombre  de  ceux  qui  restent  encore  à  démontrer.  On 
peut  observer  que  la  forme  8/i—  r  se  réduit  à  ces  trois-ci  i!\ n  —  t, 
24/2+7,  24«4-.i5,  dont  il  n'y  a  (pie  les  deux  premières  qui  puissent 
convenir  à  des  nombres  premiers;  or  il  est  déjà  démontré  (45)  que  tout 
nombre  premier  de  la  forme  2^/2 -f-  7  est  de  la  forme  y2-\-6z2;  donc  le 
double  d'un  nombre  premier  de  la  même  forme  sera  de  la  forme 

2  y2  +  i?.z2=  0'+  ?■  z  \-  -\-  {  y  —  2.  zf  +  (1  zy , 

c'esl-a-dire  la  somme  de  trois  carres.  Ainsi  le  Théorème  dont  il  s'agit  es) 
démontre  pour  Ions  les  nombres  premiers  de  la  forme  Hn—  1  lorsque  // 
n'est  pas  un  multiple  de  '};  et  il  ne  reste  plus  qu'à  le  démontrer  pour  les 
nombres  de  la  forme  2^/1  —  1;  mais  je  ne  vois  pas,  quant  à  présent,  com- 
ment on  y  pourrait  parvenir. 

J'ajouterai,  en  finissant,  que  j'ai  remarqué  que  tout  nombre  premier 
de  la  forme  l\n  —  1  est  la  somme  d'un  nombre  premier  de  la  forme  in-M 
et  du  double  d'un  nombre  premier  de  la  même  forme;  ainsi 

3  =  n-  2 . 1 ,  7  =  5-1-2.1,  11  =  14-2.5,  19=17-1-2, 
■z3  =  i3-t-2.5=i-t-2.n,  3i  =  29  -4-  2,  43  —  41  -+-  2> 
\-        S7   -   2.5=14-2.23,...; 

mais  ce  n'est  que  par  induction  que  j'ai  trouvé  ce  Théorème. 
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